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Vorwort. 


Die erste, im Jahre 1860 von Wilhelm Fiedler heransgegebene 
Auflage des bier vorliegenden Buches ist eine dentsche Bearbeitung 
eines Werkes des irischen Mathematikers und Theologen George Sal- 
mon, das unter dem Titel „A treatise on conic sections, containing an 
account of some of the most important modem algebraic and geometric 
methods** in Dublin im Jahre 1848 erschienen ist. Yon der funften, im 
Jahre 1887 herausgegebenen Auflage an erschien die deutsche Bearbei- 
tung in zwei Teilen, der erste wurde im Jahre 1907 zum siebentenMale 
aufgelegt. 

Fur die freien Bearbeitungen aller dieser Ausgaben und der tibrigen 
ausgezeichneten mathematisehen Lehrbucher von G. Salmon, die das 
Gebiet der hoheren ebenen Kurven, der Geometrie des Eaumes und der 
Algebra der linearen Transformationen umfassen, ist man W, Fiedler 
zu groBem Danke verpflichtet, haben doch diese Werke in Deutschland 
wesentlich zur Verbreitung algebraisch-geometrischer Methoden bei- 
getragen. Als vor einigen Jahren die 7. Auflage der analytischen Geo- 
metrie der Kegelschnitte nahezu vergriffen war, konnte Fiedler hoch- 
betagt auf ein arbeitsreiches Leben zurtickblicken, wShrenddessen'^er 
die mathematische Wissenschaft durch zahlreiche wertvolle Abhandlun- 
gen und ausgezeichnete Lehrbucher gefordert hatte. Sein hohes Alter 
gestattete ihm nicht die Bearbeitung einer neuen Auflage des Buches; 
am 19. November 1912 entschlief er im 81. Jahre seines Lebens. Die 
Herren M. GroBmann und A. VoB haben ihm Nachrufe gewidmet, 
jener in der Schweizerischen Bauzeitung, Bd. 60 (1912), S. 301 f. und 
in den Verhandlungen der Schweizerischen naturforschenden Gesell- 
schaft (Frauenfeld 1913), dieser im Jahresbmicht der Deutschen Mathe- 
matiker-Vereinigung, Bd. 22 (1913), S. 97 — ^113. 

Einer Anregung meines verehrten Freundes, des Herm Geh. Hof- 
rates Prof. Dr. K Bohn in Leipzig, folgend, habe ich die Bearbeitung 
einer neuen Ausgabe der Salmon-Fiedlerschen Analytischen Geometrie 
der Kegelschnitte iibemommen. Hierbei bemuhte ich mich, die groBen 
Vorzfige des Buches moglichst beizubehalten, immerhin erschienen mir 
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einige Anderungen wiinschenswert; die wichtigsten derselben seien kurz 
erwShnt 

WtoeEd in den friiheren Auflagen das erste Kapitel mit der Ein- 
fuhrung des Koordinatenbegriffes bei Punkten in der Ebene begann, 
habe ich diesen Begriff zunachst an Punkten in der Geraden erlautert 
und einige Bemerkungen tiber Strecken, die mit Vorzeichen behaftet 
sind, beigefugt. Femer schien es mir zweckmaBig, die wichtigsten 
elementaren Satze uber Determinanten, wenigstens uber seiche vom 
dritten Grade, abzuleiten, da von ihnen mehrfach im Buche Gebrauch 
gemacht wird; Nr, 8 und Nr. 90 sind ihnen gewidmet. Einige Satze 
uber die Involution von Punktepaaren wurden mehr an deh Anfang 
des Buches gesetzt (Nr. 17 und 18) und etwas ausfuhrlicher behandelt. 

Den Inhalt des funften Kapitels habe ich wesentlich gekiirzt, in- 
dem mehrere Betrachtungen uber lineare Substitutionen, uber die 
Transformation der projektiven Koordinaten und uber KoUineationen 
weggelassen wurden; diese Dinge schienen mir zweckmaBiger in ein 
Lehrbueh der projektiven Geometrie zu gehoren. 

In dem Kapitel iiber Systems von Kreisen sind die Nummem 121 
bis 124, von den tJbungsbeispielen abgesehen, einem Manuskripte von 
Herm K Eohn entnommen, dem ich fiir die Erlaubnis des Abdruckes 
und die tiberlassung der Figuren meinen besten Dank ausspreche. In 
diesen Nummem werden die wichtigsten Satze iiber Schnittwinkel von 
Kreisen und iiber das Kreisnetz abgeleitet, femer enthalten sie eine 
Losung der Aufgabe von Apollonius iiber Beriihrung dreier Kreise 
durch einen vierten Kreis und der Aufgabe, einen Kreis zu konstruieren, 
der drei gegebene Kreise unter vorgegebenen Winkeln schneidet. Auch 
fur einige Bemerkungen, die sich auf den Kriimmungsmittelpunki: der 
Kegelschnitte beziehen (besonders in Nr. 218 und 221) bin ich meinem 
Freunde Eohn zu Dank verpflichtet. 

Einen neuen Beitrag zu dem Buche habe ich in den Nunomem 132 
bis 144 geliefert, die die Einfuhmng der Begriffe Pol und Polare, die 
Transformation der Gleichung des Kegelschnittes auf den Mittelpunkt 
und auf die Achsen, sowie die Ableitung der Kegelschnitt-Kriterien in 
andrer Weise behandeln, als es in den friiheren Auflagen des Buches 
und in der englischen Urschrift geschehen war. 

Die literarischen Hinweise habe ich an das Ende des Buches gesetzt; 
viele von ihnen wurden bibliographisch genauer angegeben, einige neu 
hinzugefiigt. Im ubrigen seien die Leser, die Naheres iiber die Geschichte 
der Geometrie der Kegelschnitte erfahren wollen, auf die Schriften von 
mChasles, H. G. Zeuthen, M. Cantor, E. Kotter, J. Tropfke 
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und auf raeinen Artikel iiber Kegelschnitte und K^elschnittsysteme im 
dritten Bande der Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften 
verwiesen. 

Zahlreiche Ungenadgkeiten und mehrere Fehler, die in den letzten 
Auflagen stehen geblieben waxen, babe icb entfemt; auch in stilistischer 
Hinsicht glaube ioh manches verbessert zu haben. 

Mit der Ubernabme des von W. Fiedler verfaSten Nachrufes 
„Zum Gedachtms George Salmons“ auch in die neue Auflage glaube 
ich im Sinne des friiheren Herausgebers gehandelt zu haben. 

Dem Verlage von B. G. Teubner bin ich zu besonderem Dank 
dafur verpflichtet, daB der Druck des Buches auch in schweren Zeiten 
ohne Verzogerung durchgefulirt wurde. 

Darmstadt, den 3. Maizl915. 


F. Dingeldey. 



Znm Gedachtais George Salmons. 

Geb. 25. September 1819 in Dublin, gest. ebenda 22. Januar 1904. 

Yon W* Piedler (f). 

Die 6. Auflage dieses Werkes (1898) war die letzte, die ich meinem 
ebrwurdigen Freunde unter die Augeu legen koimte, diese neue muB 
ohne sein Geleit erscbeinen. Es sei mir desbalb gestattet, an Stelle 
eines Vorworts, welches das Buck wohl entbehren kann, durch eine 
kurze Darstellung vom Leben und Wirken seines TJrhebers die Er- 
innernng an ihn zu pflegen. 

Er hat mich unter seine Freunde gezahlt, mich durch mehr als 
44 Jahre mit seinen Briefen erfreut und uns, auch mit Gemahlin und 
TSchtem, vielmal besucht; leider konnte ich seiner Einladung nach 
Dublin zu den beiden festlichen Gelegenheiten: Versammlung der 
jjBritish Association^ von 1878, die er leitete, und Dreijahrhundert- 
feier (Ter-Centenary) des Trinity College 1892, als er Provost war, nicht 
Folge leisteiL Aber er liebte das Eeisen sehr, ich fand schon 1865 seinen 
Namen im Fremdenbuch von Zermatt; fast aflj§hrlich kam er aUein 
Oder in Begleitung seiner Damen bis zu den siebziger Jahren seines 
Lebens nach dem Kontinent, nach Frankreich und Deutschland, be- 
sonders auch in die Alpen, die sudlichen T§ler des Wallis, das Engadin, 
das Berner Oberland; und so sah ich ihn wiederholt in Zurich, aber auch 
vorher schon in Prag und in Chemnitz. 

Als ich ihn zum erstenmal sah, erschien er mir recht als das Ideal 
eines Mannes; hoch und aufrecht, breitschulterig; in Kopf und Hand 
der Mann geistiger Arbeit, heUe freundliche Augen; einfach, bieder, 
liebenswurdig, von vollendeten Formen ohne jede Pose. Ich sagte mich 
ihm im stiUen zu, fiir immer. AUem, was ich von seinen Arbeiten ent- 
deckte, bin ich deshalb mit Interesse nachgegangen, und nun ich selbst 
ein alter Mann bin, schatze ich die lange Dauer unserer Verbindung 
als eines der groBten Giiter, die mir auf meinem Weg durchs Leben ge- 
schenkt wurden. Ich erzahle darum gem von ihm. 

Von Chemnitz aus war ich mit ihm 1859 in wissenschafthche Ver- 
bindung getreten. Ich hatte mir sein Buch von den hoheren ebenen 
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Knrven von 1852 verschafft nnd war naturlicli dadnxcli zu dessen Vor- 
laufer von den Kegelschnitten gefuhrt worden, von welchem die 3. Auf- 
lage von 1855 vorlag. Wie das denoi von jeher auf das Selbststudimn 
angewiesenen jungen Lehrer schmeckte, der von Pluckers Quartanten 
von 1828 nnd 1831 herkam! Ich wendete nuch an den Antor nut der 
Bitte mn seine Znstinuming zu einer von nur geplanten freien deut- 
scken Bearbeitung seiner Bucher. Sein erster Brief brachte mir seine 
Billigung und das Versprechen seiner Mithilfe, zugleich empfahl er 
mich seinen Freunden Arthur Cayley und J. J. Sylvester, denen er die 
eben erschienenen Vorlesungen zur Einfiihrung in die neuere h5here 
Algebra gewidmet hatte, das erste Lehrbuch der Formentheorie; sie 
erfreuten mich bald durch die Zusendung ihrer wichtigen Arbeiten. 
Salmon selbst sandte mir im Februar 1860 seine Arbeiten von 1850 
uber die gewundenen Kurven mit dem ersten Versuch zu ihrer Klassi- 
fikation, von 1857 iiber die ebenen Kurven dritter Ordnung und von 
1855 iiber den Grad der Eeziprokalflache einer gegebenen algebraischen 
Flache — die Losung des Problems, das den SchluBstein im Ban seiner 
analytischen Geometrie von drei Dimensionen bildet. In der Tat folgte 
nach der Invariantentheorie der Flachen dritten Grades, welche Sal- 
mon mir im April 1861 sendete, diese Kaumgeometrie selbst schon 1862. 
Salmons System der analytischen Geometrie mit der zugehOrigen Al- 
gebra war voUendet. Mit allem FleiB habe ich ihm durch die langen 
Jahre einen guten Teil meiner Arbeit gewidmet; vor allem seinen 
Kegelschnitten, da sie fiir den wissenschaftlichen Standpunkt des Ganzen 
grundlegend und zugleich den weitesten Kreisen direkt zuganglich und 
vielfach auch geniigend sind. Nach den Kegelschnitten folgten zuerst 
die Vorlesungen (1863) und die Eaumgeometrie (1863, 1865), die hoheren 
Kurven aber erst 1873. Denn mein groBer Freund entsagte mit dem 
Jahre 1865 der mathematischen liChrtatigkeit und Produktion, welcher 
schon immer nur ein Teil seiner auBerordentlichen Kraft gewidmet 
war, weil er mit gleicher Liebe und Energie arbeitend in der theologi- 
schen Wissenschaft und in seiner Kirche stand. Nun gab er seine Stelle’ 
als Fellow und Tutor auf und ward zum Eegius Professor of Divinity 
erwahlt, zum Haupt der Theologenschule des Trinity College, natur- 
lich um sich ihr ganz zu widmen. 

An dieser Stelle mag von seinem Bildungsgange und der Ent- 
wickelung seiner Studien das Notige gesagt sein. In der stidlichen 
Hafen- und Handelsstadt Inlands Cork, dem Wohnsitze seiner Eltem, 
verlebte er seine Jugend und empfing in der berlihmten Schule von 
Hamblin-Porter eine sehr tiichtige Vorbildung, mit welcher er sehr 
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jung (1833) in das Trinity College eintrat Hier standen aueh die mathe- 
matischen Studien in vorziigliclier Pflege; niclit allein durch den In- 
haber des mathematischen Lehrstuhles J. Mac-CuUagh, das Haupt einer 
irischen geometrischen Schule, in der sich Salmons auBerordentliche 
Begabung rasch bemerkbar machte, sondem auch durch den Astrdnomen 
W. E. Hamilton, den Schopfer der Quaternionentheorie und Entdecker 
neuer mechaniseher Prinzipien, und durch den trefflichen Physiker 
H. Lloyd. G, Salmon erwarb 1837 und 1838 seine Grade in IQassik 
und Mathematik und erhielt 1841, nach Ablegung der Prufung fiir 
Fellow-ship (aus Logik, Mathematik, Physik, Ethik, Geschichte, Chro- 
nologie, Griechisch, Lateinisch, Hebraisch — ein Fellow soUte ein 
„aU round man“ sein!) die Stelle, in welcher er zunachst Mathematik 
lehrte. Schon 1842 veroffenthchte er, Mac Cullaghs Erzeugungsweise 
der Flachen zweiten Grades erganzend, die nach ihm benannte neue; 
aber von 1844 ab lehrte er auch als Assistant des Begins Professors in 
Theologicis, ward ordiniert, Priester und Diakon, und arbeitete in Wort 
und Schrift fur seine Kirche. Aus seinem analytisch-geometrischen 
Unterricht entstand um die Jahreswende zu 1848 als ein Textbuch 
„A Treatise on Conic Sections^; aber er hat auch tiber den Infinitesi- 
mal-Calcul und iiber theoretische Dynamik mit Beispielen zum Gebrauch, 
ihrer Differentialgleichungen gelesen. Die Wirkung des Kegelschnitt- 
Buches auf die sonst auch in der Mathematik lokalpatriotischen Studen- 
ten in Cambridge zeichnet die dort entstandene Geschichte von einem 
Mann, der auf eine wiiste Insel verbannt nur drei Bucher soU mitnehmen 
dMen. Welche wird er wahlen? Antwort: die Bibel, Shakespeare und 
Salmons Conics. 

Es geht hier nicht an, Salmons mathematische Entdeckungen 
aJlseitig zu besprechen, und ich kann glucklicherweise dafur auf die 
vortreffliche Wurdigung Salmons als Mathematiker verweisen, welche 
Professor M. Neither in Band 61 der „Mathem. Annalen“ S. 1 — ^19 ge- 
geben hat. Ich will nur kurz das aJgebraisch-geometrische Hauptpro- 
blem erlautem, das er sich fruh stellte und dessen Losung ihm unter 
den schopferischen Vertretem der Mathematik seiner Zeit fiir immer 
eine ehrenvolle Stelle sichert. Es ist das Problem der Eeziprokalflachen, 
d. L die Beantwortung der Frage, wie es — natiirlich durch den Ein- 
fluB der Singularitaten der Flache — geschieht, daB die Eeziproke 
von der Eeziproken einer algebraischen Flache mit dieser selbst von 
gleicher Ordnung wird, 

Salmons erste Veroffentlichung dariiber ist vom November 1846 
datiert, und die vollige Erledigung von^855. In jener bestimmt er 
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die Ordnung der Keziprokalflache als der Anzahl der Tangential- 
ebenen der Originalflache gleich, die dnrch eine Gerade gehen; in dieser 
untersncbt er den Tangentialkegel der Originalflache und bestimmt 
aus seiner Ordnung und den Anzablen seiner Doppel- und Euckkehr- 
kanten seine Klasse, d. L zugleich die Ordnung des Querschnittes der 
Eeziprokalflache. .Hat die Flache eine Doppelkurve und eventuell 
eine Kuckkehrkurve, so zahlt ihr projizierender Kegel an demselben 
Punkte zweifach beziiglich dreifach als dem Tangentenkegel zugehorig; 
hat die Originalflache solche Kurven nicht, so wird doch die reziproke 
solche enthalten, weil der Punktreihe einer Doppelkurve in ihr eine 
bei jeder Originalflache hoheren Grades zu erwartende Reihe von 
zweimal beriihrenden Ebenen entspricht und demgema^ eine Kurve 
der zugehorenden Paare von Beruhrungspunkten in der Flache; und 
einer Eiickkehrkurve dort eine Reihe von stationaren Beruhrungs- 
ebenen mit dem Ort ihrer Beriihrungspunkte hier, der in alien Flachen 
von hoherer Ordnung auftretenden Hesseschen oder parabolischen 
Kurve. Neben den singularen Punkten und Tangentialebenen fordern 
aber die singularen Tangenten der Flache genaueste Untersuchung; 
zu dem Studium der zweipunktigen und dreipunktigen Tangenten hin- 
zu wird das der vierpunktigen, der drei- und zweipunktigen usw. bis 
zu den viermal zweipunktigen durch die Aufgabe gefordert; kurz die 
Erledigung solcher neuen Fragen, wie sie in den §§ 467 bis 490 (3. AufL 
der deutschen Bearbeitung der Raumgeometrie) vorgangig der Theorie 
der Reziprokalflachen (§§ 491 bis 516) diskutiert sind. Die neuen Be- 
griffe fuhrten zu neuen Eliminationsproblemen und zu neuartigen alge- 
braischen Fragen, als deren wichtigste die Bestimmung von Ordnung 
und Gewicht beschrankter Systeme von Gleichungen oder Bedingungen 
genannt werden mag (a. a. 0. §§ 438 bis 455). 

Ein glucklicher Umstand kam dem AbschluB des Untemehmens 
zu Hilfe; es war die Entdeckung der Haupteigenschaften der allgemeinen 
Flache dritter Ordnung, die im Briefwechsel zwischen Salmon und 
Cayley im Sommer 1849 gemacht und allseitig durchgebildet ver- 
offentlicht ward: daB die Flache 27 Gerade enthalt, deren jede durch 
fimf koplanare Paare der librigen geschnitten wird; so daB sie zu dreien 
in 45 Ebenen liegen, welche die dreifachen Beruhxungsebenen der Flache 
sind, wahrend die 27 Ebenenbiischel um die Geraden die Gesamtheit 
ihrer zweifach beruhrenden Ebenen bilden. Es ist klar, daB mit diesen 
charakteristischen Eigenschaften entsprechende einfache Eigenschaften 
der Eeziprokalflache gegeben sind, welche durch die zweite Reziprokal- 
biidung wieder in die originalen zuriickgehen miissen; so entsprechen 
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den 27 Geraden der Originalflaehe ebensoviele Doppelgerade der Eezi-^ 
proken, die ihre Doppelkurve bilden, nnd in jeder funf dreifache Punkte 
den dreifaehen Tangentialebenen von jener nsw. Es ist ancb dentlich, 
wie Sabnon die 27 geraden Eeihen als die der Flacbe dritter Ordnung 
angeborige Spezialform der Kurve der Punkte mit vierpunktigen Tan- 
genten in der ailgemeinen FlH^he sofort erkennen muBte; aber es war* 
eine Meisterprobe seines durcbdringenden Scbarfsinnes, daB er aucb 
sofort zu dem Beweise des aUgemeinen Gesetzes durchdrang, diese 
Zurve werde von einer Flacbe (13 m— 24) Ordnung aus der originalen 

Ordnung ausgescbnitten. 

Die Flacbe dritter Ordnung mit alien ibren Spezialformen war. 
damit in den Scbatz elementarer Tatsacben fur die Tbeorie der alge- 
braiscben Flacben eingereibt und leistete in Salmons H!and wertvoUe 
Dienste bei der Entscbeidung scbwieriger Punkte der allgemeinen 
Tbeorie; er bat die groBe Aufgabe so voUstandig erledigt, daB Cayley 
nur nocb die Formuberung der Tatsacbe binzufugen konnte, daB Flacbe 
und Reziprokalflacbe vom namlicben Gescblecbt sind. 

Salmon bat im Jabre 1860 nocb die Invariantentbeorie der Flacbe 
dritter Ordnung aus der Pentaedergleicbung entwickelt; diese war 
1851 von Sylvester gegeben worden, mit dem er damals in Entdeckungen 
zur algebraiscben Formentbeorie viebacb verbunden war. 

Naturbcb beriefen auf Grund so babnbrecbender Arbeiten nacbst 
London (1863) die groBen Wissenscbaftsakademien des Festlandes 
George Sabnon wetteifemd zur Mitgbedscb?ft; er klagte nur, daB es 
in einer Zeit gescbebe, wo er von diesem Arbeitsfelde bald Abscbied 
werde nebmen miissen. Icb will dazu bervorbeben, daB die Freundscbaft 
mit Cayley fur die fortbildende Herausgabe der Sabnonscben Biicber 
nacb 1866 sebr wirksam gewesen ist, insbesondere fiir da^ langst ver- 
griffene Bucb von den boberen Kurven. Zur Weibnacbt 1869 bericbtete 
mir Sabnon, weil er wuBte, daB es mir aucb eine Festfreude sein wurde, 
von dem Anerbieten Cayleys, ibm selbst die Hilfe zu gewabren, die er 
in den Verpflicbtungen seines neuen Amtes zur Herausgabe einer neuen 
Auflage bediirfe, und so ist es gescbeben. Cayley bat eine Reibe von 
Beitragen zu alien Teilen des Bucbes gebefert, aber Sabnon bat, um 
der Darstellung die wiinscbenswerte Einbeitbcbkeit zu sicbem, sie sorg« 
bcb eingearbeitet, und Cayley bat das Ganze revidiert; das gescbab 
wabrend der Jabre 1870 bis 1872, und im Mai 1873 konnte das neue 
Werk erscbeinen. Kurz nacbber erscbien aucb die deutscbe Ausgabe, 
weil durcb die freundbcbe Mitteflung der Korrekturbogen ibre fast 
gleicbzeitige Herstellung ermogbcbt ward. Ebenso bat Cayley dem 
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Freuade zahlreiche Beitrage zur 3. Auflage der Geometrie von drei 
Dimensionen von 1874 geboten und alle Korrekturbogen gelesen. Das 
war edelste Gelehrtenfreimdschaffcl 

Ich darf woM aucb hinweisen auf den Hochsinn der beiden groBen 
wissenschaftliehen Freunde, der sicb in ihrem Verhalten zu Steiners 
Veroffentlicliung uber die Flache dritten Grades von 1856 anspragte: 
Sie gaben ihm aUe verdiente Ehre und stellten nur die Tatsachen fest; 
seine Wahl zum auswaxtigen Mtgliede der Eoyal Society stand bevor, 
als er starb. 

Die letzte analytisch-geometrische Arbeit Salmons war fiir seine 
Kaumgeometrie bestimmt; er sandte mir im Januar 1865 die Korrektur- 
abziige des Kapitels uber die Invariantentheorie der Systeme von 
Flachen zweiten Grades. Sonst hat er 1866 die Herausgabe der hinter- 
lassenen letzten Arbeit seines juristisch-mathematischen Freundes Har- 
greave iiber die „Aufl6sung der algebraischen Gleichungen“ fiir die 
Familie besorgt. Sein erbetener Beitrag zu der kurz vorher gegriin- 
deten mathematischen Monatsschrift „Messenger“ „von den Perioden 
der Primzahlreziproken^ war wohl langst bereit; es wird berichtet, 
dafi Salmon bei langen Synodalverhandlungen scheinbar unaufmerk- 
sam bestandig Ziffem schrieb, zugleich aber auch, daB aus seinem 
Munde, wenn er danach selbst sprach, die klarste und voUstandigste 
Zusammenfassung des Gehorten kam. 

Aber aus dem Jahre 1865 stammt seine interessante Untersuchung 
liber „Geisterklopfen vor 150 Jahren“, die der dritte Band der „Fort- 
nightly Keview“ von G. H. Lewes enthalt. Hier laBt er aus den viel- 
seitigen und genauen Berichten der Glieder der Wesley-Familie uber 
das Geisterklopfen von 1716 in ihrem Stammhaus Epworthparsonage 
in der Grafschaft Lincoln dem Leser die tJberzeugung au^ehen, daB 
ein Scherz der jimgsten Tochter des Hauses, die aJlein keinen Bericht 
verfaBt hat, der erste Ursprung jener unerklarhchen Storungen ge- 
wesen ist. In diesen Vorgangen hat John Wesley, der Vater der Metho- 
disten, ein entschieden Ubemattirliehes in seinem eigenen Lebenskreise 
gesehen — ein Mann, der groBen EinfluB auf den Gang des religiosen 
Denkens in England ausgehbt hat. Damit trat Sahnon zugleich dem 
unter seinen Landsleuten um sich greifenden wusten Geisteraberglauben 
entgegen. Es war im Vorjahr seiner Regiuszeit, und der Aufsatz ist 
wie so viele seiner Predigten ein Zeugnis fur seine einsichtige Beobach- 
tung der geistigen Strdmungen der Zeit und seine geistvoUe und ge- 
schickte Bekampfung der verwerflichen unter ihnen. 

Es gibt, soviel mir bekannt ist, funf Sammlungen von Predigten 
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Salmons, die erste von 1861, die letzte von 1900. Eine Lnther-Gedacht- 
nispredigt zum 10. November 1883 wurde separat gedruckt. 

Ans der Eegiuszeit selbst sind zwei der Vorlesungen, die er seinen 
Theologen gebalten hat, zur Veroffentlichung gelangt; namlich 1885 
die historische Einfiihrung in das Studium des Nenen Testaments, der 
er in der 2. Anflage eine Vorlesung iiber die nicht kanonischen Bucher 
hinzufugte; und 1888 die Vorlesungen iiber die InfaUibilitat der Kirche. 
Der Erfolg des ersten Werkes in England war und ist ganz so groJB 
wie seinerzeit der der Kegelschnitte; ina Januar 1890 erschien die 
4. Auflage, die 5. von 1891 wurde stereotypiert wie 1879 die 6. der Kegel- 
sclmitte, und zu den folgenden fugte Salmon Noten hinzu, welche je 
die neuesten Untersuchungen betreffen. Das Werk wurde das bevor- 
zugte Textbuch der enghschen Theologen fiir seinen Gegenstand. Es 
wird von den Englandem mit Stolz als die entscheidende kritische 
Zuruckweisung der tJbergriffe deutscher und hollandischer Bibelkritik. 
angesehen — die Theologen von Cambridge nannten es den „Hammer 
der Germanen“ (MaUeus Germanorum). Tatsachlich war es Salmon 
selbst das liebste unter seinen Biichem und reprasentiert wohl aUseitig 
seine reifste Kraft. 

Die Vorlesungen iiber die InfaUibilitat der Kirche haben nicht die 
gleiche glanzende Aufnahme gefunden, trotz der Vollstandigkeit und 
Griindlichkeit der ganzen XJntersuchung hberhaupt, und obschon z. B. 
die durchgehende Auseinandersetzung mit Newman vom groBten Inter- 
esse ist, der zuerst Puseyit war und dann Katholik, zuletzt Kar- 
dinal wurde. War doch dieser in der Mitte der fiinfziger Jahre als erster 
Eektor der romisch-katholischen Universitat Dublin Salmon so nahe 
geruckt. 

Wenn Salmon selbst gesagt hat, daB er sich um die Zuriickweisung 
der papstlichen Anspriiche so wenig Sorge mache wie um den Baconi- 
schen Ursprung der Dichtungen Shakespeares, so denke ich daran, 
wie kuhl die gauze gebildete Welt die Verkiindigung der papstlichen 
Unfehlbarkeit aufgenommen hat; die Sache war weniger aktuell, als 
sie schien. Salmons XJntersuchung zeigt aus jener Stimmung heraus 
alien Glanz seines Humors ; reizend zu lesen wie eine NoveUe sei sie, 
hat ein Freund gesagt. Und mit Anspielung auf das Gesamtziel des 
Werkes sagte einer seiner theologischen Schuler von ihm „Du hast uns 
gelehrt, keinenMenschen fur unfehlbarzuhalten,auchdich selbst nicht“. 

Es gilt von seiner ganzen theologischen Lehrtatigkeit, daB Sal- 
mon Manner bilden woUte, die klar sehen gelemt, nicht solche, did nur 
sahen, was er sah. Er hat deshalb auch keine Schule gebildet, wenn 
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schon viele ihn ihren Meister nannten; aus seinem Unterricht sind Theo- 
logen sehr verschiedener Parteirichtungen hervorgegangen. 

Seine theologisclien Vorlesnngen beruhten auf grundlicber Kennt- 
nis namentlich aucb des Historischen; im Band 1 (von 1874) des Jahr- 
buches „Hennathena“, das sicb das Trinity scbnf, erscbeint Sabnon mit 
Noten zum Chronikon des Hippolytus. Seine anfierordentliche Kennt- 
nis vom ganzen Christentnm der ersten Jahrlmnderte belegt aber be- 
sonders seine iimfangreiche Mitarbeit an dem groBen „Dictionary of 
Christian Biography^ von Smith imd Wace, das in vier machtigen 
Banden (J877 bis 1887) die Literatur, die Dogmatik nnd das kirehliche 
Leben wahrend der ersten acht Jahrhunderte der Ghristenheit behan- 
delt. Uber 20 groBere Arbeiten und mehr als 150 kleinere BeitrSge 
riihren von Salmon her — er war der hilfreichste Mitarbeiter des Ganzen. 
Aber ein Freund hat, wenn auch etwas iibertreibend, gesagt, daB seine 
Gelehrsamkeit in diesen Banden begraben liege. 

Noch 1897 und 1898 brachten die Jahreshefte der Hennathena 
Arbeiten von Salmon iiber Neuestes in der Theologie. Nun hoffte 
man aus dem NachlaB eine Schrift iiber das synoptische Problem zu 
erhalten als eine Frueht der stillen Arbeit seiner letzten zehn Jahre 
— „das ausgereifte Urteil des Weisesten der modemen Kritiker iiber 
die schwierige Frage“. 

Doch ich kehre noch einmal in die Zeit Salmons als Begins zu- 
riiek, indem ich anfiihre, wie er dem groBen Leserkreise der englischen 
Zeitschrift „Nature‘‘ im September 1883 das Bild seines Bkeundes 
Cayley zeichnete, der der Jahresversammlung der „British Associa- 
tion“ prasidierte — so liebenswurdig wie geschickt (Nr. 725, Vol. 28). 
Am SchluB erwahnt er des Freundes Vielsprachigkeit in der Form, 
daB es nicht viele europaische Sprachen gebe, in denen er nicht zu 
schweigen verstehe. 

Dann trat Salmon mit fast 70 Jahren in die letzte Periode seiner 
Tatigkeit, er ward im Marz 1888 von der Begierung zum Provost, d. L 
zum obersten Leiter und Beprasentanten des Trinity emannt, als der 
Mann des aUgemeinen Vertrauens, als den sie ihn kannte; und er hat 
diesem arbeits- und verantwortungsvollen Amte noch fast 16 Jahre 
bis zu den letzten Tagen seines Lebens vorgestanden. Nun spricht man 
von ihm unbeschadet seiner ausgezeichneten Vorganger als von dem 
groBen Provost, in Wurdigung seiner hohen Auffassung von Sffentlieher 
Pflicht, seiner echten Humanitat und Herzensfreundlichkeit, seiner 
freien Anerkennung der Leistungen jungerer Manner — kurz urn seiner 
charaktervoUen groBen Personlichkeit willen. 
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In das fimfte Jahr seiner Leitung (5. Juli 1892) fiel die Dreihundert* 
jahr-Jubelfeier des Trinity, als der protestantischen Universitat von Ir- 
land. Sie wurde zum imposanten Ausdruck seiner europaischen Repu- 
tation, aber in seinen Briefen war nicbts von dem Feste zu lesen, nicht 
nachher und nicht vorher; er schrieb mir aus den Osterferien, die er 
mit Freund Cathcart in Bagn^res de Luchon am FuBe der Maladetta 
in den Pyrenaen verbrachte — und wieder Anfang September nach 
einer wohltatigen dreiwochigen Badekur in der Nahe von Clermont 
Ferrand in der Auvergne aus Villars sur Ollon im westlichen Wallis, 
wo er die Kiihle suchte; die Ihteressen seines Trinity und der Protestan- 
ten in Irland, die durch Gladstone gefahrdet werden konnten, beschM- 
tigten ihn sorglich — aber er hat sie glhcklich durchgesteuert. 

Ohne Zweifel war fur sein letztes hohes Amt seine auBerordent- 
liche Vielseitigkeit wiehtig, aber sie ging weit dariiber hinaus. Er 
war ein Meister im Schachspiel und ist darum einst zum Spiel gegen 
Murphy erwahlt worden, soil auch einen Erfolg erreicht haben. Ich 
habe schon erw§.hnt, daB er stets viel und vielseitig las, auch viel Unter- 
haltungsschriften, aber ich will hier noch einige Beispiele dazu geben.* 
Er kannte die Jugendliteratur so gut, daB er zum 39. Band der „Fort- 
nightly Review^ (Anfang 1886) eine interessante Untersuchung Uber 
das Thema „What Boys read“ beitragen konnte; er schatzte das Mad- 
chenbuch „Alice in Wonderland^ hoeh. Er erfreute sich vor allem am 
Humor, an dem feinen, wie an dem derben. Er liebte Mrs. Gaskells 
Novelle „Cranford“, ein Beispiel vom feinen Humor so, daB er sie uns 
zweimal sendete: die schone von Thomson hubsch illustrierte Ausgabe 
von 1891 mit der biographischen Skizze von A Thackeray-Ritchie 
soUten wir auch haben. Und vom derben Humor bescherte er uns 
von 1878 bis 1885 treffsicher zum brennenden Christbaum jeweilen das 
neueste Paar der „Picture Books" von Randolph Caldecott, dem treff- 
lichen humorvoUen Zeichner, der leider schon 1886 sterben muBte; 
er suchte mit uns die Freude zu teilen, die er an diesen Bildem eng- 
lischer Volksfrohlichkeit hatte, von Cowpers Ballade vom John Gil- 
pin, von der Elegie Goldsmiths vom tollen Hund usw., und ohne alle 
Klassik in den Texten, von dem Haus das Jack baut, von der Milch- 
maid, der Fuchsjagd, dem groBen Schulmeister Panjandrum usf. 

Vielleicht hat solche einfach naturliche Vielseitigkeit ihm seine 
geistige Arbeitskratt und Gesundheit bis in sein hohes Alter erhalten 
helfen; gewiB erklart sie mit, wie es geschah, daB ihm so allseitig nicht 
ttur hoher Respekt, sondem Liebe und Verehrung zuteil wurde. 

Aber im Kern seines Wesens war seine kindliche Frdmmigkeit; 
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die Siclierheit, die er hatte, da6 die Lehxe Jesu Christi die hSchste 
WeisMt sei, und daB alle Wahrlieit aus der namlichen Quelle stamme. 

Auch ihm ist Schmerz und Leid nicM erspart geblieben, aber 
er hat sich beschieden, daB er die Geheimnisse der g5ttlichen Liebe 
nur noch nicht verstehe. Bei seinem Tode ruhmte man seine Mld- 
tatigkeit, die ebenso geheim als reich war. 

In der Gedachtniskapelle der Kathedrale von St. Patrick, deren 
Kanzler er durch 33 Jahre war, ist vor JahresMst zu seinem dauem- 
den Gedachtnis ein von seinen Preunden gestiffcetes schones Medaillon- 
portrat mit lateinischer Inschrift feierlich enthullt wordem 

In dankbarer Erinnerung am 22. Januar 1907. 


Wilh. Fiedler, 
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Erstes Kapitel. 

Der Kooxdiiiatealbegriff und der Pnnkt. 

1. Abszisse eines Punktes einer Greraden. Die Grrund- 
lage der analytischen Geometrie der Ebene bildet eine Methode, 
mit Hilfe deren man die Lage von Punkten in der Ebene dnrcb. 
Zablen bestimmen kann. Diese Metbode ist die Erweiterung 
eines Verfabrens, vermoge dessen Punkte einer Geraden dnrcb 
Zablen festgelegt werden. Wir wollen zunacbst dieses Ver- 
fabren naber betracbten. 

Urn den Pnnkt P der Geraden g festznlegen, nimmt man 
anf g einen Pnnkt 0 als fest gegeben an; alsdann ist die Lage 
von P dnrcb die Anzabl der Langeneinbeiten bestimmt, nm 
die der Pnnkt P von 0 entfernt ist, falls nocb angegeben 
wird, in welcbem der beiden Teile, in die die Gerade g dnrcb 
0 geteilt wird, der Pnnkt P gelegen isi So ist z. B. P 
in Fig. 1 dnrcb die Angabe fest- 
gelegt, dafi die Entfernnng ^ 0 P 

von 0 bis P 2,4 cm betragen ^ 

nnd sicb P recbts von 0 be- 

finden soil. Um nun moglicbst knrz angeben zn konnen, anf 
welcbem Teil der Geraden g der Pnnkt P gelegen ist, weist 
man den beiden entgegengesetzten Ricbtungen, in denen sicb 
g von 0 ans erstreckt, entgegengesetzte Vormchen zn nnd 
versiebt die Anzabl Langeneinbeiten, die den Abstand von 0 
bis P mifit, mit dem Vorzeicben + oder , je nacbdem P 
in positiver oder negativer Ricbtung von 0 ans gelegen ist. 
Welcber der beiden Ricbtungen man das eine oder andere 
Vorzeicben zn weist, ist gleicbgtiltig; docb mnfi die Verab- 
rednng biernber — wenn einmal getroJBFen — im Verlauf 
einer nnd derselben Untersncbnng festgebalten werden. 

Die mit ibrem Vorzeicben versebene Zabl der Lmgen- 
einbeiten, die den Abstand des Pnnktes P von 0 mifit, beiBt 

S aim ojx-Piedler: anal. GeozEL'd. Keg^ohn. 8. And. 1 
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die Absmse von P; sie wird im folgenden gewohnlich durcli 
X bezeichnet. Der Punkt 0 heiBt Anfangspunkt oder^ da ibm 
die Abszisse x^ 0 zugebort, NuUpimU. So hat z. B. der 
Punkt P in Fig. 1 die Abszisse x = + 2,4 cm, wenn der 
Richtung von 0 nach P das Vorzeichen + zugewiesen wurde; 
fur den Punkt P^ ist x ^ — 1,5 cm. 

2. Mit Vorzeielieii behaftete Strecken. Die auf einer 
Geraden g gelegene Strecke mit den Endpunkten P und Q 
pflegt in der elementaren Geometric durch FQ oder auch 
durch QF bezeichnet zu werden, und diese Bezeichnungen 
bedeuten dort meistens den absoluten Wert der Lmge dieser 
Strecke. Man kann aber auch durch die verschiedene Stellung 
der Buchstaben P und Q ausdrticken, in welchem Sinn die 
Strecke gezogen ist, wenn man festsetzt, daB unter FQ die 
von P nach Q gezogene oder durchlaufene Strecke verstanden 
werden soli, wahrend QP die von Q nach P gezogene Strecke 
bedeutet. 

Betrachtet man noch einen dritten auf der Geraden g 
p 0 Q gelegenen Punkt 0 und definiert man 

i H I pQ_j_ QQ die, Strecke, um die man 

? 2 ? sich von P entfernt, wenn man erst von P 

0 p Q nach 0 und dann von 0 nach Q geht, so 

zeigt die geometrische Anschauung (Fig. 2), 

h i 1 daB in alien Fallen, mag 0 zwischen P 

^s- 2 . ijud Q liegen oder auf einer der Verlange- 

rungen der Verbindungslinie dieser Punkte (fiber Q oder fiber 
P hinaus), die Gleichung stattfindet 

(1) PQ^PO+OQ, 

Liegt 0 auf g auBerhalb der Strecke P Q (wie z. B. in 
den drei unteren Geraden von Fig. 2) und laBt man nun Q 
mit P zusammenfallen, so folgt aus (1): 

(2) 0 - PO + OP, also PO = - OP. 

Bei der oben getrofifenen Verabredung sind somit Strecken, 
die gleiche absolute LaJige haben, aber nach entgegengesetzten 
Richtungen gezogen sind’ mit entgegengesetzten Vorzeichen 
zu versehen. Daher ist in (1) PQ ^ — QP, OQ = QO^ 
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und wenn man dies beaclitet, folgt aus (1) die fur alle Lagen 
von P, Q und 0 auf g gultige Gleichung^) 

(3) FQ+QO+OF^Q. 

Sind allgemein und die Abszissen zweier auf g ge- 
legenen Punkte P^ und Pg, so gilt naob (1) fur alle Lagen 
von Pj und Pg die Gleichung 

(4) PjPa = - a?!, 

und je nacbdem die Differenz x^ — x^ positiv oder negativ 
ist, erstreckt sicb die von P^ nacb Pg gezogene Strecke in 
der positiven oder in der negativen Ricbtung der Geraden g. 

3. Parallelkoordinaten. Um einen Punkt P der Ebene 
festzulegen, wurde von Fermat und Descartes (Cartesius) im 
17. Jabrhundert folgende Metbode eingefiilirt^) und spater durch 
die Geometer allgemein gebraucbt: 

Man nimmt zwei gerade Linien oder Achsen X^X, Y^Y, 
die sicb im Punkte 0 scbneiden (Fig. 3), als fest gegeben an und 
unterscbeidet bei jeder Acbse, ^ 

wie bei der Geraden g in Nr. 1, / 

die beiden Eicbtungen, in denen 
sie sicb von 0 aus ins TJnend- 
licbe erstreckt, durcb Vor- 
zeicben. Will man nun die Lage ^ 
des Punktes P durcb Zablen 
bestimmen, so ziebt man durcb 
P Parallelen zu den Acbsen 
und mifit die Abscbnitte OP' 

und OP", die diese Parallelen auf den Acbsen abscbneiden. 
Versiebt man die MaBzablen von OP' und OP" mit dem 
positiven oder negativen Vorzeicben, je nacbdem sicb die 
Strecken OP' und OP" von 0 aus in der positiven oder 
negativen Ricbtung der betreffenden Acbse erstrecken, so ist 
durcb diese mit dem ricbtigen Yorzeicben versebene Zablen, 
die die Koordinaten (Parallelkoordinaten) von P beiBen, der 
Punkt P eindeutig festgelegt. Die Koordinate OP' = P"P 
wird die Abs^isse genannt und durcb x bezeicbnet, die Koor- 
dinate OP" = P'P beiBt die Ordinate und wird durcb y be- 
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L Der Koordinatenbegriff und der Punkt. 3. 


zeiclinet. Die festen Achsen heiBen Koordinatenachsen, und 
zwar Z'Z die Abszissenaclise oder x-Achse, Y'Y die Ordinaten- 
aclise oder y-Achse] ihr Schnittpunkt 0 heiBt der Anfangs- 
pimU (Ursprung) oder NuUpunU der Koordinaten^ da fiir ihn 
Abszisse und Ordinate Null sind. Man untersclieidet das so 
dnrcb Angabe der Acbsen und des MaBstabes definierte Ko- 
ordinatensystem von anderen Systemen als das Cartesische oder 
das der Parallelkoordinatm. 

Die entgegengesetzten Richtungen; in denen sich. jede 
Koordinatenacbse von 0 aus erstreckt, sollen im folgenden 
stets so festgelegt warden, daB die nach rechts gemessenen 
Abszissen OP^ und die nach dben gemessenen Ordinaten OP" 

als posifiv, die im entgegengesetzten 
Sinn gemessenen Strecken OPg' 
und OPg" als negativ betrachtet 
werden (Pig. 4). Man konnte die 
positiven und negativen Richtungen 
auch in andrer Weise durcbi Vor- 
^ X zeichen untersckeiden, dock muB 
die diesbezuglicke Yerabredung — 
wenn einmal getroffen — im Yer- 
laufe einer und derselben TJnter- 
suckung festgekalten werden. 
Hat der Punkt in Fig. 4 
die Koordinaten OP' ^ x 
OP” = y == -j- 6^ so sind die vier Ecken des Parallelogramms 
P^P^P^P^ leickt zu untersckeiden als die Punkte mit den 
Koordinaten 



x^ + a,y-= + l] x^--a,y— + l] = — 6 ; 

a; = + a, 2/ ^ 

Je nackderd der Acksenwinkel XOF^ co ein reckter 
oder sckiefer Winkel ist, nennt man x, y rechtwinklige (ortho- 
gomle) oder scJiiefwinUige Koordhiatm, 

Die Koordinatenacksen teilen die Ebene in vier Felder 
oder Gehiete , bei recktwinkligen Acksen Qmdrcmten genannt. 

*) Diese Unterscbeidxmg muB dem Anf auger aus der Trigonometrie 
gel§iUfig sein. 
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Wie man sieht, sind alle Punkte eines und desselben Peldes 
durch die gleicbe Kombination der Yorzeicben ihrer Koordi- 
naten Xy y charakterisiert. Dasjenige Feld, fiir dessen Punkte 
X und y positiv sind, beiBt das erste Feld, und man laBt nun 
die iibrigen Felder in dem der Bewegung eines Ubrzeigevs 
entgegengesetzten Sinne als zweites, drittes, viertes Feld folgen. 
Die zugeborigen Vorzeicbenkombinationen sind aus nacbsteben- 
der Tabelle ersicbtlicb, die bei der vorbin getroffenen Yer- 
abredung iiber die positive und negative Ricbtung der Acbsen gilt : 



I 

n 

m 

lY 

X 

+ 

- 

- 

+ 

y 

+ 

+ 

- 

- 


Man siebt, da6 durcb die getroffene Yerabredung iiber die 
Yorzeicben von x und y Eindeutigkeit erreicbt ist. 

Es sei nocb darauf bingewiesen, dafi die Punkte gleicber 
Abszissen x^a (Fig. 4) auf der durcb P' parallel zur y-Acbse 
gezogenen Geraden liegen, die Punkte gleicber Ordinaten «/ = & 
auf der Parallelen durcb zur ir-Acbse. Alle Punkte, die 
in der Abszissenacbse liegen, baben die Ordinate Null, alle 
Punkte der Ordinatenacbse dagegen die Abszisse Null. 

Abkiirzend soil ein Punkt von den Koordinaten ic = a, 
y = 1) als der Punkt a \ 6 bezeicbnet werden, so daB dann z. B. 
P', 0 die Punkte + a|0, 0|6, 0|0 sind. 

Beispiel. Punkte + a\ + 'by — a|~-6 liegen sjmmetriscb 
in bezug auf 0, Punkte a\b^b\a symmetriscb zur Halbierungs- 
linie des Winkels zwiscben x, + y, usw. 

4. Messung der Winkel, Fiir die Messung der Winkel 
kann ein fiir die ganze Ebene giiltiger, positiver Sinn fest- 
gesetzt werden. Man ;pflegt den Dre'hungssinn des Uhrmgers 
als negativy den entgegengesetden als positiv m heseichnen.^) 

*) Bewegt sicb ein Punkt auf einem Kreise derait, daB sein zu- 
gebSriger Zentriwinkel im positiven Sinn wachst, so befindet sicli das 
Kreisinnere zur Linken jenes Punktes. Daber gilt uberhaupt derjenige 
Umfahrimgssinn einer nicbt uberschlagenen geschlossenen Pigur als 
positiv, bei dem das lnn&)'e derselben dem bewegten Punkte stets mur 
Linken bleibt. 
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L Der Eoordinatenbegriff nnd der Ptinkt. 4. 


Bei unserer WaH der Achsen gelangt also OX durch eine 
Dreliung im positiven Sinne nacheinander mit OY, 0X\ OY^ 
zur Deckung. 1st auf zwei Geraden der positive Sinn jeweilen 
fixiert, so wird als ilir Winkel derjenige genommen, den die 
gleichsinnigen Halbstrahlen einscklieBen; so ist -^XOY 
*= X' 0 = CD der Acksenwinkel (wahrend <^XOY'=-^X'OY’ 

= CD + 5^)- TJmgekelirt ubertragt die Angabe des nacb GroBe 
nnd Zeicben bestimmten Winkels den Sinn des einen Scbenkels 
auf den anderen, und eine ijiderung des Winkels urn % be- 
deutet die Umkebrung des Sinnes auf dem zweiten Scbenkel. 
AUe Winkd ^ POQ lassm sick als die algelraischen Differ - 
reiizen ^ XOQ — XOP der Winkel ausdriicken, die ibre 
Scbenkel OQ, OP mit einem positiven Anfangsstrabl, nam- 
licb der Halbacbse OX, bidden. 

TJnter dem Winkel cc, den die vom Koordinatenanfang 0 
nacb einem Punkte P gezogene Gerade, der VeMor OP, mit 
der positiven Ricbtung der a:-Acbse bildet, ist der Winkel 
zu versteben, urn den man die positive 5;-Acbse in positivem 

Sinne dreben muB, bis sie in die 
Ricbtung OP gelangt. 

^ Wird der absolute Wert der 

Lange der Geraden oder des Vektors 
y OP durcb \r\ bezeicbnet und bat 

X ^ P die rechtwin'kligen Koordinaten x, y, 

Fig. 5 , so ist (vgl. Pig. 5): 


(5) I y I = + y% cos sin a = 


tg a = yix, 



Mg. 6. 


und zwar gelten diese Pormeln gemaB 
den elementaren Regeln der Trigono- 
metrie, welcbem der vier Quadranten 
der Punkt P aucb angeboren mag. 

Liegt ein schiefwinUiges Koor- 
dinatensystem zugrunde, dessen 
Acbsenwinkel gleicb cd ist; so wird 
(Tgl. Fig. 6): 


( 6 ) 
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ferner nach dem Sinussatze der Trigonometrie: 


( 7 ) 


x^\r 


sin (o—a) 
sin (o 


} 


y = \r 


sin a 
sin CO ^ 


wobei die Vorzeicben der Zahlenwerte von sin (co — a) und 
sin cc stets mit den Vorzeicben der Zablen x bzw. y iiber- 
einstimmen. Aus (7) folgt iiberdies: 


( 8 ) 


x-\-y cos CO 
COS a = 7-1 ^ 


sin a ‘ 


2/ sin CO 


5. Koordinatenausdruck der Entfermmg d zweier Punkte 
Pi, Pj Oder x^\y^, Xi\y^. 

Fiir den Fall, dafi die Verbindungslinie der Punkte Pj, Pg 


einer Acbse parallel is t, z. B. der re- Acbse, 
ist PiPg^^-MiAfg die algebraiscbe 
Koordinatendifferenz x^ — x^. Im all- 
gemeinen Fall folgt aber unter Vor- I 

sinsspi'.TrnTiD* rpp.btw7nlrli0*PT* Acbsen 

Y j 

y"*' 

llf-- 

0 i * 

r 

CTlXOgC uZi X wwJLXu Vt J.J I.A XXq wX jCjlVXIOwJ-L 

offenbar P^P^ = / = P^ + fi-p,* 

(vgl. Fig. 7), also wegen 

-35 1 

Y'" 

Hg.7. 

4 


Xi^ SPg y% Vif 


Wablen wn in der Fig. 7 allgemeiner den Acbsenwinkel 
XOY = (D scbief, so ist ^ ^ — g) und es gilt 

j^^+SP^- 2T\S-^i-<iosP,SF^, 
wobei die Seitenlangen des Dreiecks immer absolut (positiv) 
zu nebmen sind. Man bestatigt dann fur verscbiedene rela- 
tive Lagen von P^ und Pg gegen die Acbsen leicbt, daB statt 
der Langen die Strecken so einzufubren sind, daB 


(10) d* = (*2 — + (?/a - yif + 2(a;j - x^) (y^ — y^) cos a. 

Der Winkel, den die in der Eicbtung von P^ nacb Pg 
gezogene Grerade mit der positiven Ricbtung der aj-Acbse bildet, 
werde durcb ^ (P^P^jX) bezeicbnet; fiir ibn erbalt man bei 
recMwinkligm Koordinaten 

cos(P,P2,a;) = ^, sin(P,P3,a;) = ^, 


( 11 ) 
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I. Der Koordinatenbegriff tuid der Punkt. 6. 


Ftlr den Winkel «), den die in der RicMung von 

Pj nach Pi gezogene Gerade mit der positiven Ricktung der 
aj-Achse bildet, ergibt sicli 


( 12 ) 


cos(P*Pi,a;) = ^* 

tg (^2 A; 


sin (PjPi, x) = 

^ Vi-Vi , 
ajj aUg 


Man merke sich; dafi bei den Differenzen, die im Zahler 
der Ausdriicke fur den Kosinus und Sinus des betreffenden 
Winkels auftreten, im Minuenden immer die Koordinate des- 
jenigen Punktes stebt, zu dem bin die Gerade gezogen ist. 
Bei scbiefwinkligen Koordinaten erbalt man 


(13) cos(PiP„a;)= ^^ -- ^'»±|^^° ^ , sin(PiP„a^) 




Wie scbon bier, so zeicbnen sicb im allgemeinen die 
Formeln bei der Anwendung recbtwinkliger Koordinaten durcb 
groBere Einfacbbeit aus. Wir werden aber im folgenden die 
bauptsacblicbsten Formeba in ibrer allgemeinsten Gestalt geben, 
da die scbiefwinkligen Parallelkoordinaten zuweilen mit Vor- 
teil anzuwenden sind und die Spezialisierung nur in der Einfub- 
rung yon o = bestebt. 

B. 1) Die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks sind 
% == 2, f/i = 3; = 4, — 5; a?3 — 3, — 6; 


unter Voraussetzung recbtwinkliger Acbsen sind die LSngen seiner 
Seiten 'j/^, }/T06. 

2) Die Langen der Seiten eines Dreiecks, dessen Ecken die- 
selben Koordinaten baben wie yorber, sind unter der Yoraussetzuug 
eines Acbsenwinkels yon 60® 7/52, l/ST, 7 /I 6 I. 

3 ) Der Ausdruck dafur, dafi die Entfemung des Punktes x | y 
yom Punkte 2 1 3 gleicb 4 ist, lautet; {x — 2)^ + {y — 3)® — 16. 

4) Der Punkt x\y ist yon den Punkten 2 j 3 und 4 1 5 gleicb 
weit entfemt, wenn 

{x — 2)^ + ( 2 / — 3)® = (a; — 4)^ + {y — 6)® oder x + y ^1. 

5) Der Punkt, der yon den Punkten 2|3, 4|6, [6 1 1 gleicb 
weit entfernt ist, bat die Koordinaten 

13 8 n in 

no ^ Entfemung — 

6) Die Bedingung, unter der die Yerbindungslinien des 
Punktes x\y mit zwei festen Punkten x^\y^ und x^ly^ zueinander 
recbtwinklig sind, lautet {x — x^ (x — x^) 4* ( 2 / — 2/i) ( 2 / — 2 / 2 ) 
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Diese Gleichung ergibt sich namlicli aus * sie 

driickt offenbar aucb die Bedingung dafur aus, daB P auf einem 
K!reis liegt, der die Strecke P1P2 znm Durcbmesser bat. 

6. Winkel der Geraden OP^ und OP 2* Wenn die Yom 
Koordinatenanfang 0 nacb zwei Punkten P^ und P3 gezogenen 
Geraden OP^ und OPg sicb nicbt in einer und derselben Ricb- 
tung und aucb nicbt in den entgegengesetzten Ricbtungen einer 
und derselben Geraden erstrecken, bilden sie zwei Winkel mit- 
einander, ron denen der eine klei- 
ner als zwei Recbte (konkav), - 
der andere groBer als zwei Recbte 
(konvex) ist (Pig. 8). Dieser 
letztgenannte Winkel soil im 
folgenden nicbt beriicksicbtigt 
und nur der Winkel der Geraden 
OPi, OP 2 betracbtet werden, 
der kleiner als zwei Recbte ist, er werde mit v bezeicbnet Als- 
dann sind binsicbtlicb der Lage von OP^ und OPg mvei Falle 
moglicb: OP^ liegt zu OPg entweder so wie die positive Ricb- 
tung der rr-Acbse zur positiven Ricbtung der ^/-Acbse oder um- 
gekebrt, d. b. um OP^ auf dem kurzesten Wege in die Lage 
OPg uberzufiibren, muB man OP^ entweder in positivem oder 
in negativem Sinn (vgl. S. 5 ) dreben. Aucb kann man sagen: Im 
ersten Pall liegen OP^ und OPg mit den positiven Ricbtungen 
der Acbsen x und y gleiclistimmig, im zweiten imgleichsthnmig, 

Es moge zunacbst angenommen werden, daB der erste dieser 
beiden Palle vorliege; fernerseienai 
und ofg die Winkel von OP^ und OPg 
mit der positiven Ricbtung der x- 
Acbse, also die Winkel, um die man die 
positive ir-Acbse in positivem Sinn 
dreben muB, bis sie in die Lage OP^ 
bzw. OP 2 gelangt. Wenn cc2> 0^ 
ist, folgt alsdann selbstverstandlicb 
v= U2 — CC1 (vgl. Pig. 8); ist jedocb 

> ^2 und daber infolge der soeben erwabnten Annabme 
so wird v= 2 ^ — (a^ — ojg) =» + 02 ^ (’^gbPig. 9 ). 
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I. Der Koordinatenbegriff und der Punkt. 7. 


Der zweite Fall, bei dem OP^ zu nicbt so gelegen ist 
wie die positive Ricbtnng der ic-Acbse zur positiven Ricbtung 
der 2/'Aehse, sondern omgekekrt, ist biermit aucb erledigt, er 
bedeutet ja mir eine Vertauscbung der Buchstaben P^ nnd Pg 
sowie der Buchstaben und Og* Hier wird 

V ^ — oder v ^ 2 % — {a^ — ^ c^. 


Wie man sieht, ist stets 

cos V = cos (^2 — aj = cos — <x^, dagegen 
sin ^; == sin oder sin v = sin (0^^ — 

je nacbdem OP^ und OP^ mit den positiven Ricbtungen der 
Acbsen x und y gleicbstimmig oder ungleichstimmig liegen. 
Mit Benutzung der Formeln ( 5 ) und der Formeln 

cos (ttg — = cos ^2 cos oji + sin sin 

sin (^2 — flji) — sin cos — cos sin 


ergibt sich der Satz: 

Der Tconkave Winkel v, den die vom Koordinatenanfang 0 
nach iswei DunUen | und x^ | gezogenen Geraden mit- 
einander hilden, ist im FaUe cd = -|-3t bestimmi durch die Formeln: 


cos V 


^1^2 + 2/1^2 


( 14 ) 


sin “ ± 


y«'**+2/2*r 

X, Vo — /r, V, . 

^ j? tg V = ± 




^ 1^2 +2/1^2' 


wo in den Ausdrucken fiir sin v und tg v das obere oder untere 
Vor^eichen m stehen hat, je nachdem OP^ so 0u OP3 gelegen 
ist wie die positive Bichtung der x-Aclise zur positiven BicMung 
der y-Achse oder umgekehrt 

7 . Plaeheninlialt eines Dreiecks oder Vielecks. Mit 
Hilfe dieses Ergebnisses laBt sicb sofort die Aufgabe 
losen, den Flacbeninbalt eines Dreiecks zu bestimmen, 
dessen eine Ecke im Koordinatenanfang 0 liegt, wahrend die 
anderen Ecken P^, Pg die Koordinaten x^\y^ bzw* x^ly^ 
baben. 

Sind und r^ die absoluten Langen der Strecken OP^ 
und OPg, so ist der Flacbeninbalt F des Dreiecks bekannt- 
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lich gleich sin v, wo v den zur Ecke 0 gehorigen Drei- 

eckswinkel bezeiclmet. Man erbalt daher nach (14); 

(15) -F=“ ±|(%ya 

WO das obere oder untere Vorzeichen zn stehen hat, je nachdem 
OPi und OPg mit den positiven Richtungen der Achsen x 
und y gleichstimmig oder ungleichstimmig liegen. 

Bei schiefwinkligen Koordinaten mit dem Achsenwinkel o 
erhalt man mit Hilfe von (8): 


, • / \ , 2/a siii(D(£Ci-{-y, cosoi))--(a;a+2/s cosca)Vi smoj 

sm«; = ± sinfcijg — aj «= ± — 


folglich 

(16) 


/r /!• ^ 


F=± - x^y^) sin ra 


mit der gleichen Vorzeichenregel wie bei rechtwinkligen Ko- 
ordinaten. 

Bei der fruher getroffenen VerabrediiDg (vgL S. 4) '□.ber 
die positiven Richtungen der Achsen (bei der a?-Achse nach 
rechts, bei der ^/-Achse nach oben) kann man auch sagen: In 
(15) und (16) ist das obere oder untere Vorzeichen zu setzen, 
je nachdem man beim Umlauf des Dreiecks im Sinne 
dessen Flache zur linken oder rechten Seite hat. 

Der Fall, dafi keine Ecke des Dreiecks im Koordinaten- 
anfang liegt, laBt sich auf den soeben betrachteten zuriick- 
fuhren. Man gelangt hier zu folgendem Ergebnis: 

Der Fldcheninhalt F eines Dreiecks, dessen Fcken P^, Pg, 
Pg die schief- oder rechtwinkligen Koordinaten | i0W. x^ 1 2/2 
i0w. 1 2/3 haben, ist gegelen durch: 


(17) F=± ^{x^y^ - x^yi + x^y^, - x^y^ + x^y^ - x^y^} sin o, 

WO das obere oder untere Vorzeichen zu setzen ist, je nachdem 
die Geraden P3P1 und P3P2 mit den positiven Pichtungen der 
Achsen x und y gleichstimmig oder ungleichstimmig liegen. 
Bei der friiher getroffenen Verabredung iiber die positiven 
Richtungen der Achsen kann man auch sagen: In (17) ist das 
obere oder untere Vorzeichen zu setzen, je nachdem man beim 



12 


1. Der Koordinatenbegriff und der Punkt. 7. 


TJmlaufen des Dreiecks im Sirme P^PgPg desseu Flache auf 
der linken oder reckten Seite kai 


Zum Beweis der Pormel (17) nekmen wir ein neues Ko- 
ordmatensysfeem 'if zu Hilfe, dessen Anfangspunkt in einer 
yA y'j ^ der drei Ecken des Dreiecks, z. B. in Pg, 

/ /\ gelegen ist, w*akrend seine Acksen mit den 

/ . Acksen des ursprunglicken Systems parallel 

o! / r beziiglick der Vorzeicken gleick ge- 

/ 735 Mj ricktet sind (Fig. 10). Haben die Punkte P^ 

I’ig.io. und Pg, auf dieses neue System bezogen, 
die Koordinaten xf | 'ijf bzw. xf | so ist nack (16) 

(18) = ± |■(aV 2 / 2 ' - sin cd. 

Die GrroBen xf^ yf, xf, die nickt gegeben sind, lassen 
sick leickt durck die auf das urspriinglicke System x^ y be- 
zogenen Koordinaten x^ \ y^ und x^ | y^ der Punkte 1\ und Pg 
ausdriicken. Wie aus Pig. 10 kervorgekt, ist 


/I Q\ I ^1^ “ P 3 P — — 0 Ml 0 Afg — x^ x^ 

und analog xf ^x^ — x^, yf = — 2 / 3 . 

Man erkalt daker nack (18): 

-F= ± -!■{(%- iBg) ( 2 / 2 - — (so.— ( 2 / 1 - 2 / 3 )} sin ra oder 

(20) F=±^\x^y.^~x^y^-\-Xiy^—Xiy^-\-Xiyi — x^y^]am o 
und mit Benutzung einer Determinante (nakeres iiber Deter- 
minanten in Nr. 8 ): 

Vi 1 

x^ y.^ 1 sin o. 

^3 Vs ^ 

Die Bemerkung iiber das doppelte Vorzeicken in (17) er- 
gibt sick leickt aus der entspreckenden Bemerkung zu den 
Gleichungen (15) und (16). 

Wir finden allgemein den Inkalt eines Vielecks aus den 
Koordinaten seiner Eckpunkte folgendermaBen. 

Wenn wir imerlialh des Vielecks einen Punkt x | y 
waklen und ikn mit alien Eckpunkten desselben x^\y^j 
x^\y<i, • * > Xn\yn durck Geraden verbinden, so ist der Inkalt 
des Vielecks die Summe der Inkalte aller der Dreiecke, in 
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die dasselbe dadurch. geteilt worden ist. Die doppelten Inlialte 
dieser Dreiecke sind lei recMwinMigen Koordinatm 

i (vi 2/2) y (^1 ^2) " 1 " ^12/2 ^22/1)7 

± (2/2 - 2/3) - 2 / - ^3) + ^22/3 - ^32/2)7 

± {x -yn)-y (pCn-^i — Xn) + Xn^iyn ~ X^yn^i), 

± (2/n “ 2 / 1 ) - 2/ {^n — X^) + Xny^ - X^yn), 

und zwar hat hier jedesmal das obere oder jedesmal das untere 
Vorzeichen zu stehen in TTbereinstimmiing mit der friiher ge- 
gebenen Vorzeichenregel. Bei Addition dieser Ansdrticke zer- 
storen sich die Glieder, die x und y als Faktoren enthalten, 
wie auch notwendig ist, weil der Betrag 2 F des doppelten 
Inhaltes von der Art der Zerlegung des Vielecks unabhangig 
sein muB. Wir erhalten ftlr den doppelten Inhalt 
( 21 ) 2 F =± + (a^«/s - x^y.^) + • • • + {x„y^- x^y„)]. 

Der Klammerausdruck kann auch geschrieben werden in 
einer der beiden Formen 

iVi — 2 /n) + Xkiy ^ - 2/1) + «$ (2/4 - 2/2) + 1 - *«( 2 /l - 2 /n-l)» 

Oder 

2/1 {x„ - Xs) + J/2 (x^ — x^) + ys{x,^ — X^) + h yn («„_ 1 — *1)- 

Der doppelte Inhalt des Vielecks ergibt sich aus denKoordi- 
naten der Ecken, indem man die Ordinate jeder Ecke mit der 
Differenz der Abszissen der Yorangehenden und der nachfolgen- 
den Ecke ’multipliziert und die Produkte summiert. Bei schief- 
Eoordinaten ist in (21) der Faktor sin cd beizufiigen.^) 

B. 1) Der Inhalt des Dreiecks 2 1 1, 3 | — 2, — 4 | — 1 ist = 10. 

2) Der Inhalt des Dreiecks 2 | 3, 4 | — 5, --31 — 6 ist = 29. 

3) Der Inhalt des Vielecks 1 ] 1, 2 | 3, 3 | 3, 4 1 1 ist 4. 

8 . Determinanten. Der in der Klammer auf der rechten 
Seite der Gleichung ( 20 ) stehende Ausdruck kann in auBerst 
tibersichtlicherWeise in Gestalt einer sogenannten 
dritten Grades geschrieben werden. Da die Determinanten in 
der analytischen Geometric eine sehr zweckmaBigeVerwendung 
finden, sollen hier in aller Kiirze ihre wichtigsten Eigen- 
schaften abgeleitet werden. 
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Der Ausdruck a^\ wird als eine ,,Determinante 

meiten Grades^^ gesckrieben, wenn man die in ihm entkaltenen 
22=4 GroBen (Elemente) a^, in Gestalt des qna- 

dratischen Schemas 


( 22 ) 


«2 ^2 


anordnet Die Determinante (22) enth'alt zwei Horizontalreihen 
oder Zeilen und zwei Yertikalreihen oder Spalten. Die von 
links oben nacb rechts unten gezogene Hauptdiagonale liefert 
das Produkt die andere Diagonale das Prodnkt 

dem jedoch ein Minuszeichen vorzusetzen ist. So ist z. B. 

= 4 . 5 3 . 7) = 41. 

Wie man siebt, whrde sich der Ansdruck ^162“" <^2^1 
auch in Gestalt der Determinante 

I 

l^i h 



4 7 
-3 6 


schreiben lassen, worans der Satz hervorgeht: 

Eine Determinants sweiten Grades dndert ihren Wert nicht, 
wenn man die Zeilen und Spalten miteinander vertauscht 
Man bemerkt ferner, dafi die Determinante (22) ihr For- 
zeichen dndert, wenn man in ihr zwei parallels Beihen mit- 
einander vertauscht; es ist 


(24) 


«i h 


^2 ^2 


«2 &2 

«1 \ 


, ebenso 


a^ 61 
% ^2 


\ % 

ha ao 


Eine Determinante driUen Grades ist ein aus 3^ = 9 
GroBen oder Elementen gebildetes quadratiscbes Schema von 
der Form 


(25) 


a^ \ Cl 

^2 ^2 ^2 ; 

h Cs 


das eine abktirzende Schreibweise ftir den Ansdruck 


(26) A =* ai&gCg + biC^a^ + c^agis — Ci 62^3 — ^1^263 — b^a^Cs 
darstellt. Das Schema (25) enthalt drei Horizontalreihen oder 
Zeilen und drei Yertikalreihen oder Spalten, und zwar haben 



Determinanten zweiten nnd dritten Grades 


15 


alle in einer nnd derselben Zeile stebenden Elemente denselben 
Index, fur alle in derselben Spalte stebenden Elements ist 
derselbe Bucbstabe benntzt worden. 

Offenbar bestebt der dureb (25) dargestellte Ausdruck (26) 
aus secbs dureb das Plus- oder Minuszeicben verbundenen 
Produkten oder Qliedern von je drei Faktoren derart, dafi 
jedes dieser Produkte aus jeder Zeile und jeder Spalte nur 
ein Element als Faktor enthalt. 

TJm diese Produkte und die ibnen zugeborigen Vorzeicben 
zu erbalten, kann man auf versebiedene Weise verfabren. 

1 ) Man denkt sicb die zwei ersten Spalten reebts neben 
das Schema (25) gesetzt: 


(27) 


Oi \ Cl I \ 


Alsdann erbalt man die in (26) mit dem Pluszeicben be^ 
bafteten Produkte, indem man je drei Elemente dureb die 
von links oben nacb reebts unten verlaufenden „Diagonalen^^ 
oder Querlinien zu Produkten verbindet; die von reebts oben 
nacb links unten gezogenen Querlinien ergeben die Produkte 
Cl 62 ^83 <^ 1 ^ 2^33 (26) mit einem Minuszeicben 

zu verseben sind. 

Offenbar laBt sicb die Formel (20) fiir den Inbalt eines 
dureb die Koordinaten seiner Ecken gegebenen Dreiecks in 
der Gestalt 


(28) 


F^± 


1 

2 


Xq 


Vi 

2/2 

2/3 


1 

1 

1 


sin CD 


sebreiben. 

2) Eine zweite Art der Bereebnung der Determinants (25) 
bestebt in der Zerlegung in sogenannte JJnterdeterminanten. 

Da jedes der secbs Produkte, aus denen A nacb (26) 
zusammen gesetzt ist, aus jeder Zeile und jeder Spalte nur ein 
Element als Faktor entbalt, muB man im Hinblick auf (27) 
diese secbs Glieder — vom Vorzeicben abgeseben — aucb 
dadurcb erbalten konnen, daB man die Elemente irgendeiner 
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Reihe je mit derjenigeu Determinant e zweiten Grades multi- 
pliziert, die iibrigbleibt, wenn man die Zeile nnd Spalte, in 
der das betreffende Element stebt, ausstreicbt. Will man A 
erbalten, so sind diese Produkte nacb einer nocb abzuleitenden 
Regel mit dem Plus- oder Minuszeicben zu yerseben und als- 
dann additiy zu yerbinden. Gebt man z. B. yon den Elementen 
der ersten Spalte aus, so ergeben sicb aus (25) die Produkte 


(29) 


h Cl 
h 




5i Cl 


^■2 ^2 


daber ist A jedenfalls yon der Form 


(30) A = ± 


^2 ^2 
h ^3 


± ^2 


^3 ^3 




h i 

^2 ^2 


und es fragt sicb nun nocb, welcbe Vorzeicben man setzen 
muB. Wird die mit dem ricJitigen Vormchen yersebene Deter- 
minante zweiten Grades, die in (30) den Faktor yon at bildet, 
die sogenannte Unterdeterminante yon at, durcb At bezeicbnet, 


+ a^Agj und bier ist nocb 
h Cl 


^8 C 3 


Oder -^2 — 


^3 Cft 


so ist jedenfalls A ^ a^A^ -r a^A 
zu entscbeiden, ob z. B. A 2 == + 

ist. Die Entscbeidung lieBe sicb durcb Vergleicbung yon (30) 
mit (26) geben, aber wir wollen es yermeiden, die Frage durcb 
Vergleicbung zu beantworten. Nur die Tatsacbe werde fest- 

gestellt, da6 man dem ersten Glied 


&2 Cg 
^3 Cft 


der recbten 


Seite yon (30) das Pluszeicben geben muB. Im tibrigen moge 
folgender Weg zur Beantwortung der gestellten Frage ein- 
gescblagen werden. 

Nebmen wir an, die fraglicbe Vorzeicbenregel sei uns 
bekannt und betracbten wir die Determinants Aj, die man 
aus A durcb Vertauscbung der zweiten und dritten Spalte er- 
balt: 

Cl 61 


(31) 


A,= 


C 2 ^2 
bo 


Durcb Zerlegung yon A^ nacb TJnterdeterminanten der 
ersten Spalte folgt 
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(32) 


= it 


^2 ^2 
^3 ^3 


±a. 


C, \ 

h ^3 




Cl &i 
^2 ^2 


Tind tier haben das erste, zweite, dritte Glied der recbten Seite 
der Reibe naoh ikre Vorzeicben nacb derselben Regel zu erbalten 
wie in (30). Die Determinanten zweiten Grades, die in (32) 
die Faktoren von bilden, sind nacb einem auf S. 14 

abgeleiteten Satze den Determinanten zweiten Grades, die in 
(30) die Faktoren von ctj, ag, bilden, entgegengesetzt gleicb, 
daber ist aucb 

Ai A. 


Hatten wir aus A durcb Vertauscbung irgend zweier 
anderen paraUelen Reiben eine andere Determinante A^ ge- 
bildet, so wiirde sicb in analoger Weise zeigen lassen, da6 
aucb A' = — A ist, d. b. es gilt der Satz: 

Erne Determinante drittm Grades mdert ihr Vormchen, 
wenn man in ihr mei parallele Beihen miteinander vertauscht 
Zur Ableitung der in (30) zu benutzenden Vorzeicben- 
regel wollen wir zunScbst eine andere Bezeicbnungsweise ein- 
fiibren, namlicb alle Elements der Determinante mit demselben 
Bucbstaben bezeicbnen, diesen aber mit zwei Indizes verseben, 
von denen der eine, etwa der erste, die Zeile anzeigt, in der 
das betreffende Element stebt, der andere die Spalte. Wir 
geben also aus von 


(33) 



^12 

®13 


^^22 

%3 

« S 1 

^32 

^^33 


Mit Aa werde die Unterdeterminante von a^ bezeicbnet, 
also die mit dem ricbtigen Vorzeicben versebene Determinante 
zweiten Grades, die bei Berecbnung von A den Faktor von 
aik bildet. Alsdann ist bei Zerlegung nacb Unterdeterminanten 
der Zeile 

(34) A = c&n A*i + <^.*2 A ‘2 + (^ = 1 2 oder 3) 

und bei Zerlegung nacb Unterdeterminanten der Spalte 
erbalt man 


(36) A = + O 3 * At (it = 1 oder 2 oder 3), 

Salmo n-riedler: anal. Oeom. d.Kegel8chn. 8. Anfl, 2 
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und jedenfalls ist tier *** ; aber es fragt sich, 

Clg 2 ^33 

welctes Vorzeichen man allgemein bei Aa betreffenden 
Determinantenscbema geben mtiB. Zur Beantwortnng dieser 
Frage rticken wir die i*® Zeile, in der das Element stebt, 
an die Stelle der ersten Zeile, indem wir sie der Reihe nacb 
fiber die vor ihr stebenden i — 1 Zeilen verscbieben, womit 
nacb dem vorbin abgeleiteten Satze ein (i — l)maliger Vor- 
zeicbenwecbsel verbunden ist. Alsdann verscbieben wir die 
ft*® Spalte fiber die vor ibr stebenden ft — 1 Spalten, so daB die 
ft*® Spalte znr ersten wird, und biermit ist ein (ft — l)maliger 
Vorzeicbenwecbsel verbunden. Nacb diesen Verscbiebungen 
befindet sicb das Element aa an der Stelle, die friiber von 
eingenommen wurde, die ^*® Zeile und ft*=® Spalte sind ja an die 
Stelle der ersten geriickt, und die so erbaltene Determinante 
A' ist alsdann von der ursprunglicben (33) nur um den Fak- 
tor (— 1 = (— !)»'+* Yerscbieden, es ist 

A«(~- 

In A' wird der Faktor von a,'*dureb eineDeterminante zweiten 
Grades gebildet, deren Schema sicb ergibt, wenn man in dem 
Schema von A' oder von A Zeile und Spalte, in der aijk steht, 
wegstreicbt. Daraus gebt hervor, daB die TJnterdeterminante A^^ 
die in dem Ausdruck fur A den Faktor von bildet, das 
eben angegebene Schema hat, man muB ibm aber nocb den 
Faktor (— 1)*+* beifugen, um A^ selbst zu erbalten. 

Hiernacb ist z. B. A^g = , A^^ =» — 

^81 ^32 ^21 ^23 

Die Zerlegung nacb Unterdeterminanten wird auch bei 
der Berecbnung von Determinanten vierten Grades: 

^11 ^12 *^13 I 

<^21 %2 <^28 ^24 

^31 ^32 ^33 ^34 

^41 ^42 ^43 ^^44 

angewandt. In abnlicber Weise wie bei Determinanten dritten 
Grades ist 


(36) A = 
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(37) A=a,-i-4ii 4- ^**2-4/2 + H" ^* 4^/4 ^ oder 4), 

ebenso 

(38) A = (Zj ;5.-4^;t+ ^ 4 A-^ 4 A (^^ *=“ 1; 2, 3 oder 4). 

Hier bedeutet Aik die Unterdetemiiiaiite von nnd man 

erhalt Aik, indem man in A die Zeile nnd Spalte, in der 
aik steht, wegstreicht und die so entstehende Determinante 
dritten Grades mit (— 1)*+* mnltipliziert, 

Eine Determinante Grades 


(39) A = 


«u 

to 

Ujg . . . 

a^n 

^21 

^22 

^23 . . . 

a^n 


^32 

%s * * • 

a^n 

a„i 


3 ... 

(^nn 


entli*alt Elemente in n Zeilen und n Spalten. A ist die 
Summe aller Produkte, die aus jeder Zeile und jeder Spalte 
ein und nur ein Element al$ Faktor enthalten, das Sauptglied 
^11 <^ 22 ^33 "•(^nn bat das Pluszeicben. Aucb bier ist 


(40) A = an Ail "f Ai 2 + • * • + Ain, ebenso 

(41) A = A^^ + o^kA^k -f • • • + a„kAnk, 


wobei Aik die geradeso wie bei Determinanten dritten und 
vierten Grades zu bildende Unterdeterminante von a^ bedeutet. 

Im folgenden erwabnen V7ir nocb einige der wicbtigsten 
Satze der Determinantentbeorie. Sie gelten samtlicb fiir 
Determinanten beliebigen (^^®“) Grades, docb bescbranken wir 
uns beim Beweis auf solcbe Yom Grade w == 3, da der Beweis 
im Falle eines beliebigen n ganz analog ist. 

Um diese Satze bier beisammen zu baben, sei zunacbst nocb 
einmal der scbon fruher fiir n =» 3 bevriesene Satz erwabnt: 

L Eine Determinante andert ibr Vorzeicben, wenn man 
in ibr zwei parallele Reiben miteinander vertauscbt. 

2. Eine Determinante, die zwei einander gleicbe parallele 
Reiben entbalt, bat den Wert Null. 

Dies folgt daraus, da6 bei Vertauscbung der beiden 
gleicben parallelen Reiben der Wert A der Determinante 
nacbS. 17 sein Vorzeicben wecbselt; andererseits aber bleibtdas 
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Determinantenscliema bei dieser Keihenyertauscbung unyeran- 
dert, derm die beiden Eeihen sind einander gleicL Somit 
ist A — A, d. h. A «=> 0. 

3. Haben alle Elemente einer Reibe einen gemeinsamen 
Faktor m, so l^t sicb dieser ausscbeiden und yor die Deter- 
minante setzen, es ist also z. B. 








0i 

^2 

mb 2 

C 2 

= m 

^2 

h 



mb 2 



% 

h 

^8 


Dies folgt sofort daraus, daB die Determinante eine Summe 
yon Produkten ist, die aus jeder Zeile nnd jeder Spalte ein 
und nur ein Element als Faktor enthalten. 

Offenbar gilt aucb die Umkebrung: 

4. Eine Determinante wird mit einem Faktor m multi- 
pliziert, indem man alle Elemente einer beliebigen Reibe mit m 
mnltipliziert. 

5. Werden die Elemente einer Reibe mit den entsprecben- 
den Unterdeterminanten einer parallelen Reibe multipliziert, 
so ist die Summe dieser Produkte gleicb NuU; es ist also z. B. 

(43) o,iiA]tx + = 0 und 

(44) Ui I -4i jj. + iA^ ji+ Os ^ -4.3 * == 0, 

falls % j - "" "k ist* 

Zum Beweis dieses Satzes werde daran erinnert, daB man 
bei Berecbnung yon A durcb Zerlegen nacb Unterdeterminanten 
der Zeile die Gleicbung erbalt: 

(45) A = djtiAki -f dh^Au + ciiizAkz. 

Hier sind nun die Unterdeterminanten -4*1, A^y A^z unab- 
bangig yon a*i, a* 2 , a*s; ersetzt man also in (45) die Paktoren 
o>kZy dkz durcb a^i, so entstebt der Ausdruck anA^^i + 

^t 2 ^jfc 2 + aizAkz, wabrend A in eine Determinante iibergebt, 
bei der die Elemente der Zeile mit denen der k^^^ Zeile 
bbereinstimmen. Eine solcbe Determinante bat aber, wie wir 
yorbin saben, den Wert Null. 

6. Werden in der Determinante A die Elemente einer 
Reibe durcb Summen yon je zwei Summanden gebildet, so 
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lafit sich. A als Summe von zwei Determinanten sclireiben. 
Es ist z. B. 



+ k h 




ft 

(46) A = 

H" ft ^2 ^2 

= 

cc^ ft 

+ 

^2 ft ^2 


^3 ft ft ^6 


^8 ^8 ^3 


ft ft ^3 


wie sofort bei Bereclmnng von A durcb Zerlegen nacb Unter- 
determinanten der ersten Spalte folgt. 

7. Der Wert einer Determinante bleibt unverandert, wenn 
man zu den Elementen einer Reibe die mit einem beliebigen 
(positiven oder negativen) Paktor X multiplizierten Elemente 
einer parallelen Reihe binzufdgt. Es ist z. B. 



\ Cl 


«i \ 

(47) A = 

^2 ft ^2 


^2 ^2 ^ "i“ ^^2 


% ^3 ^3 


«3 h Ca + 


Zum Beweis beacbte man, daB sicb die letzte Deter- 
minante in (47) nacb dem vorbergebenden Satze als Summe 
von zwei anderen Determinanten Aj, + Ag scbreiben laBt, wobei 
Aj mit A tibereinstimmt, wabrend 

Ag = ^2 ^^2 

Qt^ A 63 

nacb Ausscbeiden des Paktors X in eine Determinante mit 
zwei gleicben parallelen Reiben tibergebt, also den Wert 
NuU bat. 

Dieser Satz laBt sicb banfig sebr vorteilbaft verwenden, 
um eine Determinante in eine andere zu verwandeln, die an 
mebreren Stellen, wenn moglicb in derselben Reibe, KTullen 
entbalt und alsdann bei Berecbnung durcb Zerlegung nacb 
TJnterdeterminanten dieser Reibe mebrere verscbwindende 
Grlieder ergibt, also beim Ausrecbnen nicbt viel Miibe macbt. 

So gebt z. B. die Determinante 



5 

-2 

4 

5 

-2- 

0 

A = 

7 

3 

6 in 

7 

3 

12 


8 

5 

- 7 

8 

5 

3 


liber, wenn man die mit 2 multiplizierten Elemente der zweiten 
Spalte zur dritten addiert; werden nun die Elemente der dritten 
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Zeile mit 4 multipliziert und von der zweiten Zeile subtrahiert, 
80 folgt 

5-20 


A = 


5-2 
-25 - 17 


15 


1 2 
-5 17 


- 25 - 17 0 
8 5 3 

Oder A = - 15 (17 + 10) = - 405. 

8. Der Wert einer Determinante bleibt tuigeandert, wenn 
man bei ibr die Zeilen und Spalten miteinander vertauscbt, 
also die Elemente der Zeile in die i*® Kolomie setzt 
(i = 1, 2 • •»). Es ist hiernacbi fur w = 3: 


(48) 


FlirDeterminanten zweiten Grades ergibt sicli dieRichtigkeit 
des Satzes ganz von selbst, wie scbon S. 14 bemerkt wurde. 
Bei Determinanten dritten Grades ist offenbar 

h. 1 

a 
c 


a. 


Cl 




“3 

% 

h 






h 


h 

Cs 


e, 

^2 

Cs 




h 

h 




und nach Anwendung von Satz 7 folgt 

0 

A == 0 

1 

Die letzte Determinante reduziert sicb sofort auf eine vom 
zweiten Grad; da fur diese die Gultigkeit des Satzes scbon 
bewiesen ist, kann man in ibr die Zeilen und Kolonnen ver- 
tauschen und erbalt- alsdann 


b. 

-h 

A 

Cs 

h 

«s 

A 

1 

a. 

h 

% 

aj 

A 

^8 

<h 







A, 

-A 

h 

>A 



a. 


A_ 

>A 

A. 

-A 


«8 


«8 



0 

0 


1 

A 

-h 

A_ 

A 

A 




«s 


A 


A« 

A 

A 



^2 


^8 
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Bei Addition der Elemente der dritten Spalte zu denen der 
ersten und zweiten bleibt der Wert A nacb Satz 7 ungeandert, 
daher wird 


1 

1 

1 





h. 

h 

h. 


a-^ 

a^ 

«3 

ai 




h 

h 

^3 

A 


A 


Cl 



a, 







Ganz entsprechend ist die Beweisfabning bei Determinanten 
vierten Grades; im Falle eines beliebigen n setzt der Beweis 
die Erledigung des Falles n — 1 voraus>) 

9. Projektion eines Linienznges. In Nr. 2 wurde gezeigt, 
daB zwiscben den Strecken, die dnrcb drei Punkte P, Q, R 
einer und derselben Geraden g bestimmt sind, die Beziebung 


(49) PQ + QR^-RR^Q 
stattfindet, gleicbgtiltig wie die Punkte 

Q, R auf g einander folgen. 

Sind nun P' und die Projektionen 
der Punkte P und Q auf eine andere Ge- 
rade (Pig. 11), so beiBt die Projek- — P' T' 
tion der Strecke P Q. Wird aucb R auf rig. ii. 

dieselbe Gerade projiziert, etwa nacb P', so bestebt die Be- 
ziebung 

(50) P^Q^ + (3'P' + P'P'=0. 



Bilden die Punkte P, Q, 8 ein Dreieck PQS oder n Punkte 
Py Q, Sj ... T ein Vieleck P QS . , . P und denkt man sicb die 
Begrenzung in einem bestimmten Umfahrungssinn YoUstandig 
durcblaufen, also nacbeinander die Strecken PQ^ QS , . . . TP, 
so ist notwendig die algebraiscbe Summe der Projektionen 

P^ + h P'P^ gleicb Null. Einen anderen Aus- 

druck bierfbr gibt der Satz: die ProjeMion jedes die PunMeP 
und Q verbindenden Linienmges auf eine heliebige Gerade ist 
gleich der Projektion der geraden Strecke fPQ au dieselbe, 

10. Transformation der ParaUelkoordinaten. Parallel- 
transformation. Es wird oft notwendig, aus den bekannten, 
auf gegebene Acbsen bezogenen ParaUelkoordinaten x, y eines 


0 
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Punktes seine Koordinaten m bezug auf ein anderes ge- 
gebenes Achsenpaar abzuleiten. Diese Operation wird die Trans- 
formation der Koordinaten genannt. Sie ist bestimmt, sobald 
man die Lage der neuen Acbsen im alten System kenni Ihr 
Nutzen liegt darin, da6 man 8wei gan0 ielieiige Gera den der' 
Ebene als neue Achsen neJimen Tcann. 

Den allgemeinen Fall, wo sowobl der Anfangspnnkt als 
die Achsen im nenen System andere Lage haben als im alten, 
konnen wir offenbar stets erreichen, wenn wir nacheinander 
folgende Transformationen ansftiliren: erstens andem wir den 
Anfangspnnkt, setzen aber die neuen Achsen den alten bez. 

den Anfangspnnkt fest, 
andern aber die Rich- 
tungen der Achsen. 

Der erste Fall kann 
als Paralleir oder Ver- 
schiebungstransformation 
gekennzeichnet werden, 
da das nene Achsen- 
system anfgefaJBt 

werden kann als das Er- 
gebnis der Parallelver- 
schiebnng des alten 
Systems xOy um die 
Strecke 00^ (Fig. 12). Sind die Koordinaten des nenen Anfangs- 
pnnktes O' im alten System 0 JR =» iCy, OS = yQy so ist 

OP'^OR+ P'P^OS + PfP. 

Hat also P im alten System die Koordinaten x\y, im nenen 
aber die (akzentnierten) Koordinaten x' | y'j so sind die Trans- 
formationsformeln 

(51) x = x' + y = y' + x' = X - x^, y' = y- j/o. 

Also werden die gleichnamigen Koordinaten alter Punkte der 
Ebene um je eine (additive) Konstante gedndert 

Schon friiher (S. 12) wnrde von solchen Beziehungen zwi- 
schen den anf zwei verschiedene Systeme bezogenen Koordi- 
naten eines und desselben Punktes Gebranch gemacht. 


parallel voraus; alsdann halten wir 
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$ Man bemerbe, dafi die Formeln noeb eine zweite Dentung 
gestatten, wenn wir oi | als Koordinaten eines von P verscbie- 
denen Pnnbtes Q im alten System betracbten. In der Tat, 
wenn man das urspriinglicbe Koordinatensystem festbalt, jedocb 
alle Punbte P um Strecken verschiebt, die parallel nnd gleicb 
O'O sind, also im umgekebrten Sinne wie vorhin die Acbsen, 
so sind die Koordinaten x^y^ ibrer neuen Lagen Q aus jenen 
Formeln erbaltlicb. 

B, Gentigen die Koordinaten eines Punktes der Gleicbung 
£Ij 2_|_^2 — 4ic — 6y = 18, so'^verwandelt sick diese, wenn der 
Anfangspnnkt nacb 2 | 3 verlegt wird, in + y'^ Bl. 

11. AUgemeine Transformation. In dem zweiten, um- 
fassenderen Fall sind die Acbsenricbtungen beliebig verandei't, 
wahrend der Nullpunkt fest bleibt. Sind x, y die positiven 
alten Acbsen mit dem Winkel (o nnd bilden die positiven 
Ricbtungen der neuen Acbsen x\ y^ mit x bez. die Winkel 
^x^y^ = ist der neue Acbsenwinkel ^x\y^ 
«= /S — cu, nnd die Winkel 
^x\ y= x — a, ^y^ y=^G) — ^. 

Man erb’alt nun die Trans- 
fer mationsformeln am einfachsten 
dadurcb, daB man die gebroebenen 
Zuge OP’F und OP\P auf die 
Normalen von P zu den alten 
Acbsen orthogonal projiziert und O 
den Satz von Nr. 9 anwendet. Un- 
mittelbar bat man MP durcb die alten und durcb die neuen 
Koordinaten ausgedruckt (Fig. 13) als 

MP = EP\ + SP^ OP\ sin POP '3 + P\P sin 8P\P 

(52) Oder y sin co = ir' sin oj + 2/^ sin /3. 

Die Normale von P auf die 2 /-Acbse erbalt man ofifenbar, 
indem man y, a, ^ bez. ersetzt durcb x, co — of, co — /3, also 

(53) X sin CO = x^ sin (co — a) + sin (co — /3). 

Diese Formeln gelten allgemein, niebt nur bei der Aimabme 
der Figur, wo a, co positiv und (o > /3 > cf ist. 
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Der analytische Ausdruck der Koordinatentransformation 
bei festem Nullpunkt ist also der, da6 die a; 1 2/ ersetzt werden 
durch homogene lineare Funktionen der deren Koeffi- 

zienten von drei GrroBen a, pj o) abli*angen. Man erhalt auch 
die umgekebrte Transformation direkt in analoger Form. 

Endlick entspringen aus der Aufeinanderfolge der beiden 
biskerigen Schritte (Nr. 10) fur die allgemeinste Koordinaten- 
transformation die Formeln 

. . {{x — sin x^ sin {pj— a) + sin (co — /3) 

^ t ( 2 / J/o) (0 = a;' sin (x + y^ sin jS. 

B. 1 ) Man bilde die umgekebrte Transformation durcb Auf- 
losung der direkten. 

2) Haben die Systems y und x\ y^ denselben Anfangs- 
punkt, so ist bei jeder Transformation 

+ 2/^ + 2 ict/ cos CO + y^^ + 2x^y' cos 

Benn setzen wir sin a + 2 /^ sin ^ cos a + y^ cos jS = ill, 

so konnen die allgemeinen Transformationsformeln (52) und (53) 
gescbrieben werden 2 / sin 0 «= X, ic sin © = Jlf sin 0 — X cos 0 . 
Hieraus folgt: x^ -¥ ^xy cos 0 = X® + M}, anderseits aber 
durcb AuflSsung der Ansatze 

_ ^r2 ^ yn ^ 

Siebe aucb die Beispiele zu Nr. 25. 

12. Besondere Palle. Der zweite Transformationsfall um- 
faBt einige wichtige Unterfalle. 

Haben beide Systeme denselben Anfangspnnkt und ist 
y schiefwinklig, x\ y^ recbtwinklig, so ist jS — a = —ic und 
man erbalt 


(55) a;sin0=ii/sin(0~0)— 2/^cos(0— a), 2/sin0==»a;'sina+2/'eosa, 
woraus durcb TJinkebrung 

(56) re' = 0 ? cos a + 2 / (0 — 0 ), y^ =^ — x^ma + y sin (0 — a) 

bervorgebt, Diese beiden Formeln kann man aucb in der 
Gestalt 

(57) cos {Xj x^) + y cos (y, x^)y 2 /^ =3? cos {x, y^) + y cos ( 2 /, 2 /O 
sebreiben^ sie sind so dem Gedaebtnis ieiebt einzupragen. 
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SclilieBen das alte nnd das nene Achsenpaar gleich groBe 
Winkel ein (os — o'), so kann man das neue als die nm den 
Winkel a %' gedrehte Lage 
des alien betrachten. Hierin 
ist insbesondere fiir o = 

P = + %' inbegriffen: die 

Transformation von rechtwinlc- 
ligen Koordinaten durch Dre- 
hung des AcJisensystems urn 
einen Winlcel d’. Man erbalt 
direkt aus der Figur 14 

X = OR — SP\, y == RP\ + /SP, Oder also 

(58) x=^ cos y^ sin S', y ^ x^ sin S y^ cos S. 
Umgekebrt folgt 

(59) x' =:x cos S + y sin S, y^ x sin S + y cos S, 

Selbstverstandlicb erbalt man die Formeln (58) und (59) 
aucb ans (55) und (56) mit Hilfe Yon co = cc = S*, sie 
lassen sicb tibersicbtlicb in der folgenden kleinen Tabelle zu- 
sammenfassen: 


(60) 

y' 

die wobl keiner naberen Erlauterung bedarf. 

Man nennt diese den Drebungen eines recbtwinkligen 
Acbsensystems entsprecbenden Koordinatenbeziebungen ortho- 
gonale Transformationen. Sie baben die in 

x^+ y^^ y^^ 

entbaltene Eigenscbaft, die Summe der Koordinatenquadrate 
nicbt zu andern, was geometriscb daraus folgt, daB beide Aus- 
driicke das Vektorquadrat desselben Punktes darstellen (Nr. 4). 

Zu beacbten ist, daB, wenn der Drebungssinn der gleicben 
Acbsenwinkel x\ y^ und x, y nicbt iibereinstimmt, in den all- 
gemeinen Formeln zu setzen ist co' == — co oder ^ S — co, 


cos^ 


sin -S’ 


> sin d' 


cos ^ 
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bei recMwinkligen Xoordinaten ^ ^ Die zu diesen 

gehorigen Fomeln erhalt man offenbar nicbt durcb eine bloBe 
Drebting, sondem indem man nacb Ansfiibrung einer Drebung 
des recbtwinkligen Acbsensystems die positiye und die nega- 
tive Halbacbse der miteinander vertauscbt, also mit einer 
ortbogonalen Transformation die einfacbe Ersetzung von 
durcb — y^ verbindet. Man nennt diese Transformationen 
a; = cos -O’-!- 2 /^ sin '9’; y --y^ uneigentlich ortho- 

gonal. 

B. Aufg, 1) Die recbtwinkligen Koordinaten eines Punktes 
gendgen der Gleicbung wenn die Halbierungslinien 

der Acbsenwinkel das neue Acbsensystem bilden, geht diese iiber 
in 3. 

2) Die Formeln fiir die Transformation von gegebenen scbiefen 
Acbsen zu den Halbierungslinien der Acbsenwinkel als nenen Acbsen 
sind allgemein = -|g), |5 == --(o + ti;)); 

a; sin 00 = jr' sin I'O) — cos —o, y sin co = a?' sin jca + y^cosjo). 

3) Transformiert man die Gleicbung — bxy + 2y^= 4: 

von einem Acbsensystem © — jin; zu recbtwinkligen Acbsen unter Bei- 
bebaltung der ai-Acbse, so wird sie 3a;'^— Ix’y^Ys + 6. 

13. Andere Dentung der Formeln fxir die Trans- 
formation der Koordinaten. Almliclikeitstransformation. 
Die Formeln fiir die Transformation von einem recbtwinkligen 
Acbsensystem zu einem anderen gestatten ojffenbar wiederum 
eine zweite Auffassung (vgl. Nr. 10). Denken wir das Acbsen- 
system X, y fest und x\yy x^\y' als Koordinaten verscbiedener 
Punkte JP, Q m bezug auf dasselbe. 1st dann QiQ^ • • • eine 
bebebige Figur der Ebene, die durcb eine Drebung urn 
den Winkel '9* um den Fispunbt 0 mit einer kongruenten 
Figur PjPg . . . zur Deckung gebracbt werden kann, so sind 
die Koordinaten x^\y^y x^\y^j . . . aus den auf dieselben 
Acbsen bezogenen Koordinaten x\ | y\, x\ \y\^ . . . ver- 
moge der Gleicbungen zu berecbnen a; = a;^ cos '9* — y^ sin -O’, 
2 / = a3'sin'0' + j/'cos'9‘. DemgemaB verwandelt die orthogonale 
Transformation eine gegebene Figur in eine (gleichstimmig) Icon- 
gruente Figur. 
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Da ferner die Pimkte x^\y^ rad symmetriscli 

zur iu'-Aclise liegen, so verwandelt der Zeichenweclisel der 
Ordinate jedes Punktes einer Figur dieselbe in eine ihr sym- 
metrisclie. Auf ein festes Koordinatensystem bezogen, mit- 
spricht vermoge einer uneigentlich orthogonalen Transformation 
einer gegelenen Figur eine symmetrisch gleiche (ungleichsUmmig 
Iwngruente). 

Da aber bekanntlicb eine ebene Fignr durcb eine Drebnng -0* 
nm den Pixpunkt Xq | y^ mit jeder ibr kongruenten Figur der 
Ebene zur Deckrag zu bringen ist und aucb die allgemeinste 
Lagenveranderrag des recbtwinkligen Koordinatensystems von 
diesen drei Konstanten ^ abbangt, so kann aucb jede 

eiene Figur in eine beliehige ihr Tcongruente oder symmetrisch 
gleiche verwandelt werden, indem man die Foordinaten ihrer 
FunTde, unter passender Wahl der Konstanten, durch trans- 
formierte Koordinatm ersetzt. 

Endlicb bleibt nocb der Fall zu betracbten, daB auf den 
fest gewablten Acbsen der Ma^stab geandert wird. Stebt die 
neue Langeneinbeit zu der alten im Verbaltnis h:!, so sind 
die Koordinaten x\y eines Punktes in der neuen Einbeit 
x = Jox^, y = hy', d.b. die Koordinaten andern sicb proportional. 
Tragen wir stattdessen zu gegebenen Koordinaten x^\y^ die 
proportionalen x\y in der unveranderten Einbeit auf, so ist 
der Vektor von P das &-facbe des Vektors von Q und 0, P, Q 
liegen in gerader Linie (Nr. 4). Die Figuren der Funkte x' | y^ 
und 'kx^\'ky^ hei/ien dann dhnlich und ahnlich gelegen oder homo- 
thetisch und die zugeborige Koordinatenbeziebung beifit die 
Ahnlichkeitstransformation. 

14. Teilverli'altnis eines Punktes in einer Strecke. Eine 
Strecke AB wird durch einen Funkt C ihrer Qeraden im Ver- 
hdltnis n^ \ n^ geteilt, wenn die Teilstrecken AC :CB in dieseni 
Yerhdltnis stehen. Nacb dieser Definition bat man die Teil- 
strecken so zu messen, daB ibre Summe gleicb der geteilten 
Strecke, AO + OP = AB, ist. Somit bestimmt jeder inner- 
balb der Strecke AB gewablte oder inner e TeilpunM G ein 
positives Teilverhaltnis AG : CB, jeder in eine Verlangerung 
von AB fallende oder dufiere TeUpunkt ein negatives Tetl- 
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verhdltnis, denn die Teilstrecken haben im ersten Fall gleicbe^ 
im zweiten verscbiedene Vorzeicben.*) 

Werden nun A, By C durcb parallels Strablen auf irgend- 
eine Gerade nacb A\ B\ projiziert, so ist nacb elemen- 
taren Satzen A' B^ AC : G B, d. b. das Teilverhdltnis 
wird durch ParallelprojeUion nicht gedndert Haben Aj B die 

Koordinaten bez. so 

konnen die Koordinaten | y^ des 
Teilpunktes 0 zu jedem Teil- 
yerbaltnis : Wg bestimmt wer- 
X den. Denn die Projektionen auf 
die Acbsen geben (Pig. l5) 

(x^ — x^) : (% — x^)y ebenso 



OA^ 


D' 


M'C' B' 

I^g. 15. 

1 : Wj = A! O ' : C'B' 

Ml : % = (</' — 2/i) : iy% — y ') ; also 




(61) 

(62) X — , 

Oder bei Einfiibrung von v = 
( 68 ) 


Mi+Jbli, 

«1+ «s 


M, : w. 


y = 


_ y^+vVi 


1 + V 


Die Formeln (61) liefern zu jedem Punkt C der Geraden AB 
das Teilyerb'altnis, die Formeln (62) und (63) zu jedem be- 
liebigen Verbaltnis % : die Koordinaten des zugeborigen 

Teilpunktes. So^nii ist jeder PunJct der Geraden AB eindeutig 
iestimmbar durch die Verhdltnis^ahl nach der er 

die StrecJce AB teilt. 

Es sei nocb darauf bingewiesen, daB die Formeln (61) 
bis (63) Yom Koordinatenwinkel co unabbangig sind. Ver- 
folgen wir die Ortsveranderung des Teilpunktes 0, wenn wir 
das Teil verbaltnis v von Null an alle positiven und negativen 


*) In der Elementargeometrie pflegt man nnr den inneren Teil- 
punkt einer Sfcrecke zn betracbten nnd sein Teilverhaltnis als eine 
positive Zabl anzngeben. In den Lebrbiicbem der analytischen Geo- 
metric findet man Sfters die im Text gegebene Definition abgeS.ndert in 
niin^^ACiBC, d. h. man hatte die Teilstrecken von den Endpxmkten 
der Strecke nacb dem Teilpunkt kin zu messen. Man bat alsdann 
nur die TeilverbSltnisse des Textes mit entgegengesetztem Vorzeicben 
bei n^:n^ zu lesen. 
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ZaMwerte annelimen lassen. Fur v = 0 fallt C mit A 

zusammen; nimmt v positive wachsende Werte an, so entfernt 
sich G von A und natert sich JB, so da6 zu i; =« + 1 
derMittelpunktJf von-4. JS gehort; aber erst fiir v = + cx) (^^2 = 0) 
erreicbt C den Puntt JB. Da dies aacb fur i; = — cx) gescbiebt, 
so miissen diese Verh'altnis werte + oo ebensowobl als identisch 
betracbtet werden wie die Werte ± 0- Durcblauft nun v die 
Werte von — oo bis — 1, so entfernt sicb G in der urspriing- 
licben Ricbtung immer mebr von B und befindet sicb fiir 
7 / = — 1 im Unendlicben; nabert man sicb dem Werte 1, 

indem man v die Werte von Null bis — 1 durcblaufen laBt, 
so riickt der Punkt G von A ausgebend in der zu A JB ent- 
gegengesetzten Ricbtung ins Dnendlicbe. 

Zu jedem Wert des Teilverbaltnisses v konnen wir also 
den zugeborigen Teilpunkt in endiicber Entfernung angeben, 
nur nicbt zu v = — 1 (% =« — cd oo, a/' == oo 

wird. Nennen wir nun Punkte mit unendlicb grofien (oo) 
Koordinaten unendlicb feme Punkte, so werden wir zu der 
Annabme gefiibrt: in jeder Geraden der Ebene liegt nur ein 
einziger unendlich ferner JPunM. Denn, gebort so bei jeder 
endlicben Strecke der Geraden zu jedem Teilverhaltnis v^ — 1 
ein einziger Punkt in endiicber Entfernung und umgekehrt, 
so werden wir aucb fiir das Teilverhaltnis v — 1, das einem 
unendlicb feraen Punkte entspricbt, den Satz von der Ein- 
deutigkeit der Zuordnung noch giiltig voraussetzen, sofern 
sicb bieraus keine Widerspriicbe ergeben. Wir baben geseben, 
wie ein beweglicber Punkt den Punkt oo in beiderlei Sinn 
eiTeicben kann, und woUen daber die Gerade als eine im TJn- 
endlicben gescblossene Linie anseben. 

B. 1) Die Koordinaten des Mittelpunktes der Verbindungs- 
linie der Punkte | y\ | sind x == ^ y = ^ 

2) Die Mittelpunkte der Seiten des Dreiecks, das die 

Punkte 2 I 3, 4 | — 6, — 3 | — 6 zu Ecken bat, sind y | — y, 
X I J. q 1 1 

3) Die Verbindungslinie der Punkte 2 | 3, 4 | — 5 ist in drei 
gleicbe Teile geteilt; der dem ersten Punkte zunacbst begende 
Teilpunkt ist y | y. 
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4) Die EckeE eines Dreiecks sind 
Verbmdungslinie einer Ecke mit der Mitte der Gegenseite wird 
durcb zwei Teilpunkte B^S in drei gleicke Teile geteilt, und man 
soil nun die Eoordinaten des von der Ecke am weitesten entfemten 
Teilpunktes S angeben, der bekanntlicb der SchwerpunM der Elacbe 
des Dreiecks ist. Man jdndet 


» = t(®i + + ®8). ^ = T ( 2/1 + S's + 2/'s)- 

5) Fur das in 2) gegebene Dreieek ist der Punkt, in dem 
sich die Verbindungslinien der Ecken mit den Mittelpunkten der 
Gegenseiten (Mittellinien des Dreiecks) begegnen (wieder der Scbwer- 
pnnkt der Elache des Dreiecks), 1 | — -j* 

6) Bestiimnen 0, D in AB die Teilverbaltnisse a/, v\ so ist 
(1/ + l)(v^ + 1) • 01 ) = (v' —v^AB. Also folgt fiir einen Punkt JE, 

fur den AB : JSB = v" ist, 


CB 


V -{-1 


7) Aus dem Ergebnis von 6) folgt, dab 01 ) durcb die 

Punkte A, B in den Yerbaltnissen — + 1) : v^(v 1) bzw. 

^ (v^ -f- 1) : (v + 1) geteilt wird. 

8) In einem Dreieek P^PgPg wird die Seite P1P2 durcb einen 

Punkt Q im Verbaltnis i QP^ n^: geteilt; ferner teilt 

man die Yerbindungslinie §Pg des Punktes Q mit der Gegenecke 
Pg durcb einen Punkt Pin dem Yerbaltnis QB : PPg » Wg : (% 4 n^. 
Die Eoordinaten dieses letzten Teilpunktes P sind alsdann 




15. Harmonisobe Teilung einer Streoke. Zu einem nur dem 
absoluten Wert v nacb gegebenen Teilverbaltnis einer Strecke 
AB gibt es einen inneren Teilpunkt C mit AG :CB ^ n^in^ 
und einen auBeren Teilpunkt D mit AD : DB = — 

Aus den Eoordinaten von G in Nr. 14 folgen also die von 
D durcb Einfiibrung von — v statt v und ebenso umgekebrt. 
Aus dem ersten Punkt folgt der zweite in derselben Weise, 
wie aus dem zweiten wieder der erste; eine solcbe Eigen- 
sebaffc einander zugeordneter Punkte beiBt Vertausclilarkeit 
Zwei PunMe (7, D, die eine Strecke AB nach entgegen- 
geset/st gleicJien Verhdltnissen teilen, lieijien ein Paar Tconjugiert 
harmonischer Punkte in lemg auf das Punktejpaar AB}) Yon 
den Punktepaaren AB und GD teilt jedes das andere bar- 
monisch, denn aus der Proportion AG : GB = — AD : DB 
folgt aucb GA : AD = — GB : BD oder die in bezug auf 
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beide voUig symmetriscbe Bedingung der harmonisclien Lage 
von AB und CD: 

(64) AG-BD + AD-BG^ 0. 

Harmonisclie Paare AB, CD trennen sicb, d. b. zwiscben 

den Punkten eines Paares liegt stets ein Punkt des anderen. 
Bleibt AB fest und durcblauft G die ganze Grerade, so nimmt 
aucb der konjugierte Punkt D jede Lage einmal an, und zwar 
nahern sicb beide jeweilen demselben Endpunkt der gegebenen 
Strecke Yon entgegengesetzten Seiten her, da sie ja durch 
ihn getrennt bleiben, und fallen fur in. A, fur = 0 

in B zusammen. Zu der Mitte M eimr Strecke AB {n^ = 
ist Jiarmonisch konjugiert der mendlich feme Punkt (% = — ^^ 2 ) 
ihrer Geraden. Somit erscheint die Halbierung einer Strecke 
als ein besonderer Pall ihrer harmonischen Teilung. 

Die harmonische Lage zweHe/r Punktepaare uleHrdgt sich 
auf aUe ihre Parallelprojektionen, da diese kein Teilyer- 
haltnis andern. Auf der a?-Achse gemessen hat daher die 
Bedingung (64) harmonischer Lage der Paare | | 

und I y', \ y” den Ausdruck 

{x^ — xf) (a/' — X 2 ) + (a?" — co^) {pd — x^=-0 Oder 

(65) odd' + x^x^ — \ {od + od^) {x^ + x^ = 0. 

Statt erst durch Koordinatentransformation AB als neue 
Abszissenachse einzufdhren, konnen wir uns weiterhin einfacher 
nur auf die Achsenprojektionen der Punktepaare AB, CD 
beziehen. Die symmetrische Beziehung ( 66 ) driickt jede der 
vier Abszissen durch die drei anderen linear aus, z. B. wenn 
^ die Abszisse des Mittelpunktes M Yon AB ist, 

£C' — « 

Die Einfuhrung you u formt die allgemeine Beziehung urn in 

(66) (ic' — u) (z" — m) + (iCi — m) (aJa — «) = 0 
mit der Bedeutung 

MC-MD + MA-MB-^O oder«) 

(67) MC-MD^ MA^ = MB\ 

Sind AB, CB harmonische Paare, so ist das ProduM d&r Erd- 
femungen der PunTde C, B vom MittelpmM M des Paares AB 

S a lino n- Fiedler: anal. Gecm. d. Eiegelsolm. 8. Anil. 3 
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gleicli dem Quadrat der haTbe^i Entfernung von A und B, Um* 
gekehrt liegen also alle Paare von Punkten; deren Entfernungen 
von einem Punkte M ihrer Geraden ein positives konstantes 
Produkt ergeben, harmonisch zu einem Paare mit der 
Mitte M und den Abstanden +JP; von dieser Mitte. 

B. l) Im Falle der barmoniscben Lage wird CJD durch die 
Punkte A, B nach Nr 14, 7) im Verbal tnis (— v + l):(v+ 1) 
bzw. (v — l) : (v + 1) geteilt, denn alsdann ist = — v. 

2) Die Bedingung barmoniscber Teilung von AB laBt sicb 
umformen in 


AB AC^ AB 


Man nennt AB das harmonisclie MitteV) von AC und AD. 

16. G-leiohung des Pnnktepaares. Die Vertauscbbarkeit 
konjugiert barmoniscber Punkte tritt in den Abszissenrelationen 
der vorbergebenden Nummer bervor, denn diese entbalten die 
Abszissen der konjugierten Punkte a/' und x^^ x^ nicht 
einzeln (vgl. z. B. GL (65)), sondern nur ibre Summe und ibr 
Produkt. In der Tat sind aus 

(68) aji + aij = -^ 

die Zablenwerte x^, X 2 bestimmbar als die beiden Wurzeln 
der quadratiscben Gleicbung 

(69) ax^ -f 2lx + 0 = 0, 
namlicb in den beiden aquivalenten Formen 

(70) a; = g 

in denen — ac ^ D die Diskriminante der Gleichung beiBt. 

Demnach Itbnnen die Abszissen der BunTcte eines Paares 
als Wurzeln einer guadratiscJien Gleichung definiert werden, wie 
die Abszisse eines einzelnen Punktes durch eine lineare Gleicbunsr 
X ^ m gegeben ist. Einer besonderen Erlauterung bediirfen 
oBfenbar nur die Falle, wo eine der Wurzeln 0 oder 00 sein 
soil, Wenn in der Gleichung (69) der Koeffizient 0 = 0 ist, 
so betracbten wir sie immer nocb als eine quadratiscbe Gleicbung, 
deren eine Wurzel x=^ 0 ist, wabrend die andere aus ax + 2h^0 
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folgt. Nun kann aber dieselbe quadratiscbe Gleicbung aucb 
in der Form 

K'i) + ® 0 

geschrieben werden, und wir baben sie also aucb beim Ver- 
scbwinden von a nocb immer als eine quadratiscbe Gleicbung 
zu betracbten (nicbt als eine lineare), von deren Wurzeln die 
eine den Wert 1 : a? = 0 oder rr = oo, die andere aber den Wert 
1 : a; == — 2& : c oder a: = — c : 26 bat. Dies folgt aucb aus der 
Betracbtung der beiden aufgelosten Formen (70), da sicb in 
diesen die Diskriminante D, je kleiner c oder a werden, dem 
Werte6^nabert. Somit wird ein Punktepaar, das den Punktoo 
entbalt, durcb eine quadratiscbe Gleicbung 

0 • + 2lx + c = 0 


dargestellt, die scbeinbar linear ist. 

Setzen wir nun aucb + a;'' =* — 2V : a\ x^x” 
so dab 

a^x^ + 2Vx 4- c' = 0 


x\ X '' als Wurzeln liefert, so ergibt sicb nacb (65) die Bedin- 
gung der harmoniscJien Lage von x\ x^^ und x^, ausgedrucU 
durch die Koeffizienten der die Paare definierenden Qleiclmngen 
in der Gestalt 

(71) - + ^ — 2-^=0 Oder ac' + — 266'= 0. 

17. Involution. Zu zwei Punktepaaren einer Geraden g 
kann unter TJmstanden ein drittes gefunden werden, das beide 
gleicbzeitig barmoniscb teilt; baben die Paare z. B. einen ge- 
meinsamen Mittelpunkt My so ist My oo das gemeinsame bar- 
moniscbe Paar. Es seien nun allgemein die Abszissen der bei- 
den Punktepaare als die Wurzeln der quadratiscben Gleicbungen 
mit reellen Koeffizienten: 

(72) a'a;®+ 26'ir + c' = 0 und + 26"a7 + c" = 0 

gegeben, und zwar seien die Diskriminanten dieser Gleicbungen 
positiv, damit die Wurzeln reell werden. Alsdann ist nacb (71) 
der algebraiscbe Ausdruck des Problems die Bestimmung der 

3 * 
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I. Der Koordinatenbegriff nnd der Punkt. 17. 


Koeffizienten y der Gleicliung ax^ + 2^x + y => 0 des 
dritten Paares aus den Bedingungen 

(73) + ccc” + = 0. 

Diese Bedingungen sind in ^ : cc und y : cc linear, liefern also 
ein einziges reelles Paar von L5sungen. Durch die Einsetzung 
derselben in die Grleichung des dritten Punktepaares erhalten 
wir als den eindeutig bestimmten Ausdruck des Problems: 

(74) (a' ~ Va^^) + (a'c^^ — c'a'^) x + {Vc^^ — c^Z)^') = 0. 

Hat diese Grleicbung zwei reelle Wurzeln und 

a; = Ig; ist das zugeliorige Punktepaar wirklicb vor- 

banden, es ist reeU; im Palle imaginarer Wurzeln sagt man 
— einen Spracbgebrauch der Algebra auf die Geometrie liber- 
tragend — das zugehorige Punktepaar sei imaginar. 

tJbrigens liegen und Dg nicbt nur zu den beiden durcb 
(72) dargestellten Punktepaaren harmoniscb, sondern zu jedem 
durcb 

(75) a^x^+ 2Vx + + X{a^^x^ + 2b'’ x + c") = 0 

dargestellten Punktepaar der Geraden^, wobei X einen beliebigen 
Zablenfaktor (Parameter) bedeutet, denndieBedingung der har- 
moniscben Lage 

(76) cc{c' + Xc") + y (a' + Xa") -2^{b'+ Xb") ^ 0 

ist nun mit Riicksicbt auf (73) erftillt, welcben Wert aucb X 
baben mag. 

Man sagt von diesen unendlicb vielen Punktepaaren (75), 
daB sie eine Involution bilden und nennt die beiden der Glei- 
cbung (74) entsprecbenden Punkte Dg die DoppelpunMe 
Oder Doppelelemente der Involution, die Gerade g den Trdger der 
Involution^), Offenbar ist die Involution bestimmt, sobald man 
zwei Punktepaare kennt, die ibr angeboren. Sind A, A'-, B, S'; 
0, O' . . . Punktepaare der Involution und ist M die Mitte der 
Strecke D^, so besteben uacb (67) in Nr. 15 die Gleicbungen 

(77) ^ = MA ■ MA' = MB ■ MB' 

= M0 -MC ^ 

aus denen bervorgebt, dafi die Doppelelemente D^, Dg, wenn 
sie reeU sind, auf entgegengesetzten Seiten und in gleicbem Ab- 
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stande von M, dem sogenannten MiUeljpunkte der Involution, liegen. 
Der konstante Wert der Produkte MA * MA\ . . . 

heifit die Potent der Involution. Je nachdem diese Potenz po- 
sitiv oder negativ ist, d. h. je nachdem die Strecken 31 A und 
MA\ ebenso 3fB nnd 3IB^ usw. gleiche oder entgegengesetzte 
Richtung haben, ist 3ID^^ nnd 3iD^^ positiv oder negativ, also 
nnd reell oder imaginar. 

Anch 3£ gehort einem Punktepaare an, das zn D^, har- 
monisch liegt; der zngehorige vierte harmonische Pnnkt liegt 
anf g im TJnendlichen. Nach Nr. 16 erhalt man daher die Grlei- 
chnng fiir die Abszisse von M, indem man den Parameter X in 
(75) ans a' + Xa^' == bestimmt; alsdann folgt 
2x(a^b” — 

nnd M hat somit die Abszisse 

® 2(a'6''-6'a'')’ 

Offenbar ist M immer reell, selbst wenn die Gleicbung (74) 
imaginare Wurzeln baben sollte. 

Die Bedingung dafflr, daB drei durcb 

a'x^+ 21' X + c' = 0, a"x^+ 21" x H- c"== 0, 
a"'x^+2b"'x + c"' = 0 

gegebene Punktepaare einer Involution angehoren, ergibt sioh 
nack (73) durch Elimination von a, y aus den drei GHei- 
chungen 

ac' + ya' — 2/36' = 0, ac" + ya"— 2/36" = 0, 
«c'"+ya'"-2/36'" = 0 

in der Gestalt 

c' a' -26' 
c" a" -26" =0, 
c'" a'" - 26'" 

Oder nack Wegkeben des Paktors — 2 und Umstellung der 
Spalten in der Gestalt 

a' 6' c' 
a" 6" c' =0. 
a'" 6'" c'" 


( 79 ) 
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I. Der Koordinatenbegriff und der Punkt. 17 . 


Sind X nnd y nnd y\ 0 und 0 ' die Abszissen der drei 
Ponktepaare, so laBt sich die gewiinschte Bedingung aucb in 
der Form 

1 X + x^ xx^ 

(80) 1 y +y' yy’ =0 

1 0 + 0' 00^ 

sclireiben oder auch in der Form 


1 

X 

xx’ 

1 

x' 

xx' 

1 

y 

yy' + 

1 

y' 

yy' 

1 

0 

Sg' 

1 

0' 

gg' 


Hier kann man die positiven Grlieder der ersten Determinante 
mit den negativen der zweiten in einer Gruppe zusammenfassen, 
alle iibrigen Glieder in einer zweiten Gruppe. Addiert man als- 
diQ,mix' y^0^ — xy 0 zur ersten, xy0 - x'y^ 0 ^ zur zweiten Gruppe, 
so folgt 

(81) { 0 ^ - x) (x^ - y) {if — ^) + { 0 ^ — y){^ — {f — x)^0 
Oder 

(82) AC’ • BA ’ . CB ’ « BC’ • CA’ • AB’, 

denn 0 ’ ^ x ist nichts anderes als AG’, x’ — y ^ BA’, usf 
Die Gleicbung (81) oder (80) gebt in die mit 0 statt mit 
X als Veranderlicber gescbriebene Gleicbung (74) iiber, wenn 
man 0 ’ ^ 0 setzt, an Stelle von x + x’, xx’ wieder — 2b’ : a’, 
c’ : a’ einfiibrt und bei y + y’, yy’ analog verfabrt. Da (80) von 
der Form 

(83) 1 ^ 00 ’ 4-l{0 + 0 ’) + m = 0 

ist, Bind die Abszissen 0 , 0 ’ der Punktepaare einer Involution 
irgendwelcbe Zablenpaare, die die Gleicbung (83) erfullen; die 
Abszissen derDoppelpunktedieser Involution sind alsdann durch 
die quadratiscbe Gleicbung 

(84) + 2 I 0 + m = 0 
bestimmt. 

B. 1) Zu den Paaren von den Abszissen 1 1 3; 6 | 8 liegt das 
Paar ir® — 9a; + 15~0 gleicbzeitig barmoniscb. 

2) In bezug auf 0 | — 2 ; 1 | — 5 sind gleicbzeitig konjugiert 
barmoniscb (5 ± 3]/T). 
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18. Arten der Involution. Man kann bei den Involu- 
bionen drei Falle unterscbeiden: 

1. Sind die in (77) auftretenden Prodnkte positiv, so mu6 
A in bezug anf M. anf derselben Seite liegen wie ebenso 
B anf derselben Seite wie usw. Ferner liegt nun jedes 
Punktepaar der Involution ganz innerbalb oder ganz auBer- 
halb von jedem anderen Paare der Involution. Deun wenn 
z. B. B anf g auBerbalb der Strecke A A! gelegen ist, so daB 
etwa MA > MB ist (Fig. 16), so muB wegen MA • MA 
= MB • MB^ notwendig MA < MS sein, also das Punkte- 
paar Ay A innerbalb des Paares 

B, B' liegen. h i 1' t 

In diesem Fall, den Steiner als 
den Fall der hyperbolischen Invo- 
lution bezeicbnete, kann man zu 
A, A und B, B^ beliebige weitere 
Punktepaare der Involution erbalten, 
indem man auBerbalb der Geraden g 
einen beliebigen Punkt K annimmt 
und nun durcb die Punkte Ky Ay A 
und Ky By B' je einen Kreis be- 
scbreibt (Pig. 17); diese beiden Kreise scbneiden sicb nocb in 
einem zweiten Punkte L, und wenn die Verbindungslinie KL 
die Gerade g in M trifft, so ist nacb einem Satze der Ele- 
mentargeometrie 

MK^ML==MA^MA ^MB^MB^. 

Jeder beliebige durcb K und L gebende Kreis scbneidet nun 
aus g ein Punktepaar der Involution aus, denn ist (7, ein 
solcbes Paar, so wird MA • MA *= MB • MB^ = MC-MC\ 
Legt man von M eine Tangente an einen dieser Kreise und 
ist T ibr Beriibrungspuiikt, so wird MT^ = MK • ML, und 
wenn man also auf die Gerade g von M aus nacb beiden 
Seiten eine Strecke von der Lange MT abtragt, so sind die 
Endpunkte die Doppelpunkte der Involution. 

Ein besonderer Pall ist der, wo der eine Doppelpunkt 
der byperboliscben Involution im TJnendlicben, der andere I)^ 
im Endlicben liegt; nacb Nr. 17 balbiert alsdann die Strecke 
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I. Der Koordinatenbegriff und der Punkt. 18, 


zwischen zwei zusammengeliorigen Punkten wie A und A ' oder 
B und B^ usw.; die Punktepaare sind in bezug auf sym- 
metrisch angeordnet; der Mittelpunkt M der Involution liegt 
nun im XJnendlichen. In diesem Falle nannte Steiner die 
Involution gleicliseitig-hype^^bolisch 

2. Wenn die in (77) auftretenden Produkte negativ sind, 
mtissen A und A’, ebenso B und B' usw. auf verscbiedenen 
Seiten von M liegen, und es miissen sich nun die einzelnen 
Punktepaare A, A) B, B) (7, O'; . . . trennen, denn mit Rtick- 
sicht auf MA • MA' = MB * MB^ muJB, wenn z. B. A und B 
auf derselben Seite von M liegen und MB > MA ist, fur 
die auf der anderen Seite von M gelegenen Punkte A\ B^ die 
Beziekung MB^ < MA^ gelten, d. b. wenn B auf g auBerbalb 
der Strecke JIA gelegen ist, muB B' zwiscken A! und A 
liegen, Nacb Steiner bezeicbnet man diese Involution als 
eUiptisch. Zur Konstruktion beliebiger weiterer Punktepaare 
der Involution beschreibt man tiber der Strecke AA^ als 
Durcbmesser einenKreis, ebenso iiber J5B'. 
Diese beiden Ereise scbneiden sicb in 



alle Ereise, die die Strecke KL zur 
gemeinsamen Scbnittsebne baben, treffen 
nun die Gerade g in Punktepaaren, die 
der Involution angeboren. So ist z.B. C, C' ein solcbes Punkte- 
paar, denn man bat MK • ML ^ MA - MA! = MB • MB^ 
=^MG-Mff. Da die Winkel AKA!, BKB\ CKC\ ... 
recbte Winkel sind, kann man aucb sagen: Die Involution 


^vird auf der gegelenen Geraden g durcli die ScJienM eines 
rechten Wmkels ausgeschnitten, der sich urn seinen Sclieitel 
dreht, und es gibt 0 wei Punkte {K und L), von denen die 
Pimktejoaare der Involution unter rechtem Winkel geselien 
warden. 


3. Hat die Gleicbung (74) eine Doppelwurzel, so ist diese 
durcb (78) gegeben; die Punkte und M fallen nun 

zusammen, und nacb (77) liegt in M aucb ein Punkt eines 
jeden Punktepaares der Involution. Diese beiBt dann nacb 
Steiner paraholisch 
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Imagin&re Ftmkte 

19. Imaginare Punkte. Werm wir auck jedes Punkte- 
paar einer gegebenen Greraden durcb eine quadratiscbe Gleicbung 
zwiscben den Abszissen darstellen konnen, so wissen wir docb. 
nocb nicbt umgekebrt jede solche Gleicbung als Ausdruck 
einer geometriscben Beziebung zwiscben Punkten zu deuten^ 
sondern vorlaufig nur Gleicbungen mit reellen Wurzeln. Nun 
bat die Algebra, um ibren Satzen AUgemeinbeit und Einfacb- 
beit des Ausdnicks, ibren Aufgaben die Losbarkeit zu sicbern^ 
das Gebiet der reellen Zablen zu dem Qebiet der kojnplexen 
Zalilen erweitert, indem sie neben den reellen die imagindren 
Einlieiten ± i durcb die Definition ^ \ einfiibrte. AUe 

komplexen Zablen werden in der Form p ig erbalten, wenn 
jP, g alle reellen Zablwerte durcblaufen. In diesem Gebiet bat jede 
algebraiscbe Gleicbung zweiten Grades + 2'bx + c = 0 
zwei Wurzeln, die, unter Voraussetzung reeller Koeffizienten, 
reell, zusammenfallend oder komplex sind, je nacbdem die 
Diskriminante i) = 6^ — ac positiv. Null oder negativ ist^ 
dabei beiBen die Wurzeln im letzten Fall insbesondere kon- 
jugiert imaginar, als komplexe Zablen x= p + ig, x^p — ig^ 
deren Summe und Produkt reell ist: — 2^, xx^p'^’\-(f. 

Wir werden weiterbin yielfacb erkennen, daB wir diesen 
Spracbgebraucb der Algebra aucb auf die Geometrie iiber- 
tragen mussen, um in sebi* yielen Fallen ibre Satze allgemein, 
einfacb und streng ausdriicken zu konnen. Auf diesem Stand- 
punkt der Entwicklungen ist klar, daB in der Koordinaten- 
geometrie der geometriscbe Punkt* voUig durcb zwei reelle 
Zablen ersetzt wird und daB es durcbaus folgericbtig ist zu 
sagen: wir fuliren auch fur ein Koordinatenpaar, das aus 
komplexen ZaJilmi iesteM, eine geometrische Bemchnung als 
imaginar er (idealer) Punkt ein. Konjugiert heifien insbesondere 
solche imagindre Punkte, d&ren Koordinatm heide konjugiert 
imaginar sind, 

Wir haben gemaji dieser Definition die fur die geometrischen 
Be^iehungen reeller Punkte gefundenen algebraisclien Ausdrucke 
als auch fur die imagindren Punkte gUltig anmnehmen und fur 
diese die geometrischen Begriffsbildungen entsprechend bu er- 
weitern. 
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Sind 

('86') I a?! = «i + = fflg + ih^ 

^ ^ 1 2/i = ci + *(^1 2(s = Cj + 

die Koordinaten zweier komplexeu Punkte Pi, p., so fassen 
wir aucli jetzt wieder die Differenzen — als die 

Projektionen der Strecke P, Pg auf die Koordinatenachsen auf 
und definieren die Entfernung d der beiden Punkte durcb die- 
selbe Pormel (9) in Nr. 5 wie friiber. Reelle Entfernung 
besitzen also nicbt nur reelle Punkte, sondern aucb solcbe 
imaginare, deren gleicbnamige Koordinaten in dem rein ima- 
ginaren Teil id^^id^ in (85)) ubereinstimmen: Die 

Entfernung konjugiert imaginarer Punkte (ag = 

02 =^ 1 , id 2 = — idj^ in (85)) ist rein imaginar. Wenn ein 
dritter Punkt x^\y^ mit x^\y^y allgemein das Teil- 

verhaltnis {x^ — x ^) : {a\ — x^ =- {y^ — y^ : - y^ bestimmt, 

so woUen wir, aucb wenn dieses einen komplexen Wert 
bat, sagen, der Punkt x^ | y^ sei ein Teilpunkt der Strecke 
durcb diese beiden bestimmten Geraden. 
Wir erkennen also: in jeder reellen Geraden liegen imaginare 
FunMe, und zwar zweifacb unendlicb viele, die erbalten werden, 
wenn das Teilverbaltnis aucb jeden komplexen Zablwert an- 
nimmt (vgl. Nr. 14). Der zu zwei konjugiert imaginaren Punkten 
geborige Mittelpunkt u ist ofFenbar stets reell. 

Ein Paar konjugiert imaginarer Punkte kann durcb eine 
quadratiscbe Gleicbung mit reellen Koeffizienten dargestellt 
werden. Da das Problem von Nr. 17 zu zwei reellen Glei- 
cbungen eindeutig eine dritte reelle Gleicbung liefert, so ist 
das 0 U zwei willkurlich gegeienen Fimldepaaren gleichzeitig har- 
monische Faar vbllig eindeutig durcli diese iestimmt, selbst wenn 
es aus konjugiert imaginaren Punkten bestebt. 

20. Darstellung imaginSrer Punkte aus ihren Koor- 
dinaten. Der imaginare Punkt kann in keiner Weise direkt 
geometriscb veranscbaulicbt werden, solange die reellen Koor- 
dinatenpaare die reellen Punkte der Ebene bedeuten.*) Unter 


So ist die bekannte znerst von C. Wessel gegebene, spater von 
Gau6 und Argand benutzte Darstellung der komplexen Zablen 
p-^-iq durcb die reellen Punkte von den recbtwinkligen Koordinaten 
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siner geometrischen Darstellung eines imagindren Punktes kann 
man nur die Angahe solcher reeller Punkte verstelien, die su 
seiner fur geometrische Konstruktionen verwendbare)t Definition 
msreichen. Die Moglichkeit, ein Paar konjugiert imaginarer 
Punkte durck reelle zn definieren, ist durck eine elliptisclie 
Involution gegeben, also durck eine Involution, deren Punkte- 
paare AA!, BB\ ... einander trennen (vgl. S. 40). Die zwei 
konjugiert imaginaren Punkte, die reeU definiert werden sollen, 
fa6t man als die imaginaren Doppelpunkte der Involution auf, 
ikre reelle Yerbindungslinie ist der Trager der Punktepaare 
der Involution. Diese Paare sind die reellen Stellvertreter 
eines imaginaren Punktes, und zwar wird dessen Darstellung 
von der des konjugierten Punktes dadurck untersckieden, dafi 
man der Involution einen bestimmten, durck die Ordnung der 
Punkte festgelegten Sinn zuweist; der Sinn ABA!B^ entsprickt 
z. B. dem einen der beiden gegebenen konjugiert imaginaren 
Punkte, der Sinn AB^AIB dem anderen (vgl. Pig. 18, S. 40).^) 
Haben die beiden zur reeUen Darstellung vorgelegten 
Punkte auf ikrer reellen Yerbindungslinie konjugiert imagi- 
nare Abszissen, die die Wurzeln einer Gleickung von der 
Form 

(86) kx^ + 2lx + = 0 {p — km < 0) 

sind, so sind nack S. 38 die Abszissen der Punktepaare der zu- 
gekorigen elliptiscken Involution Werte x, x\ die die Gleickung 

(87) kxx^ +1{X’+ x^)+ m = 0 

erfiillen (vgl. S. 38). Andert man kier x in bestimmtem Sinn, 
so andert sick der zugekorige Wert in demselben Sinn; 
diese Tatsacke erlautert analytisck die Moglickkeit, in der vor» 
kin angegebenen Weise die Darstellung des einen der beiden 
konjugiert imaginaren Punkte von der des anderen unter- 
scheiden zu konnen. 

p, gi nicht im. Sinn der Enklidscben Geometrie geometrisch zn. nennen, 
denn sie interpretiert nnr eine Variable im algebraischen Sinn. Diese 
Interpretation bat mehrfacb zn der irrigen Anscbaunng gefiibrt, der 
Punkt von den Koordinaten p + « 2|0 liege nicbt in der ic-Acbse, 
wabrend er docb die Strecke p 1 0, g; | 0 teilt. 
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I. Dei Koordinatenbegriff xmd der Punkt, 21. 


B. 1) In bezug an£ das imaginare Paar a + hi (vom Mittel- 
pnnld; a) findet man den zu dem reellen Punkt a;' konjugiert bar- 
monischen aus der Gleicbung (Nr. 15, Gl. (66)) 

(x' — a) {x" — a) = (hif =* — 

Dieser ist also bezuglieb a der symmetriscbe zu dem konjugiert 
barmoniscben Yon in bezug auf das Stellyertreterpaar a + 5. 

2) Dieselbe Gleicbung liefert die reelle Definition eines zu 
einem reeUen Paare x\ x^^ barmoniscben Paares, dessen Mittel- 
punkt zwiscben x^ und x^^ liegt. 

3) Man bestatige nacb Nr. 14, da6 a±hi die Strecke 
barmonisob teilt, 

4) Das Punktepaar, das zu dem durcb ax^ 4^ ^hx + c == 0 
gegebenen Paare und zu dem imaginSren Paare + 1 = 0 bar- 
moniscb liegt, ist durcb hx^ — (a — c)x — h ^ 0 bestimmt und 
immer reell, wenn a, b, c reelle Zablen sind. 


21. Polarkoordinaten. AuBer der Metbode der Parallel- 
koordinaten TYird zum Ausdruck der Lage eines Punktes noch 
eine andere baufig angewendet^ die aus den Betracbtungen von 
Nr. 4 und 5 folgt. 

1st ein fester Punkt 0 als NullpunM oder Pol und ein 
durcb 0 gelegter Halbstrabl OX als Nullstrahl oder Polar- 

achse gegeben, so laBt sicb ein 
Punkt P der Ebene festlegen, 
wenn man den Winkel %' des 
Strabls OP mit dem NuUstrabl 
und die Entfernung r OP 
kennt (Pig. 19). Der Winkel d’, 
der von OX aus in dem der 
Bewegung eines Ubrzeigers ent- 
gegengesetzten Sinn (in positivem Sinn) gemessen werden 
moge, beiBt die Amplitude oder Anomalie (aucb Argument), 
die Strecke r der BadiusveUor des Punktes P; ^ und r beiBen 
die PolarTcoordinaten von P. 

Die GroBe r kann aucb negative Werte annebmen; wir 
wollen verabreden, daB alsdann die absolute L^ge dieses 
Kadiusvektors nicbt auf dem freien Scbenkel des zugeborigen 
Winkels d' abzutragen ist, sondern auf der ruckwartigen Ver- 
langerung dieses Scbenkels uber 0 binaus. Pemer kann man 



Fig. 19. 
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den Winkel des Radiusvektors OF mit der Polarachse OX 
anch dadurck messen, dafi man die Polarachse in negativem 
Sinn (im Sinn der Bewegung eines Uhrzeigers) um 0 dreht, 
bis sie in die Lage OF gelangt. So hat z. B. der Punkt F 
in Fig. 19 die Polarkoordinaten ^ = 32®, r = 2 cm, oder auch 
^ - (360® - 32®) = - 328®, r =» 2, oder endlich ^ -= 180® + 32® 

= 212®, r = — 2. Offenbar erhalt man einen durch d' nnd r 
gegebenen Punkt F auch dann, wenn man ^ um beliebige 
ganzzahlige Vielfache you 360® vermehrt oder vermindert. 
Statt d' als Winkel, also in Graden, Minuten und Sekunden 
anzugeben, kann man natiirlich unter ^ auch das zugehorige 
BogenmaB bei einem Kreis vom Radius 1 yerstehen. 

Man sieht daher, daB ein Punkt mit den Polarkoordinaten 'B’, r 
auch die Wertepaare d' ± 2n7t, r oder d' ± (2n + l):jr, — r zu 
Polarkoordinaten hat, wenn n eine ganze positive Zahl oder 
die Null bedeutet. Umgekehrt aber ist der Punkt selbst durch 
seine Polarkoordinaten eindeutig bestimmt. 

Fiir den Pol 0 ist r = 0, beliebig. 

Offenbar k5nnte nach Einfuhrung eines zweiten Poles O' 
auf OX der Punkt P auch durch die bloBe Angabe der Ano- 
malien XOF, XO^F eindeutig und, wie man sagt, bipolar 
bestimmt werden. So gibt es noch viele Koordinatensysteme, 
die notwendig durcheinander ersetzbar sind. 

22. Zusammenbang zwischen den Parallelkoordinaten 
x\y eines Punktes P nnd seinen Polarkoordinaten d', r. 
Fiir den gebrauchlichsten Fall, wo rechtwinklige Koordinaten 
in Polarkoordinaten mit demselben Nullpunkt und der positiven 
ij;-Achse als Nullachse umzusetzen sind, ist, wie im wesent- 
lichen schon in Nr. 4 gezeigt wurde: 

( 88 ) a; = r cos = r sin 

denn x, y sind die senkrechten FrojeMionen des Vektors r auf 
die Achsen. Zum umgekehrten tJbergang gilt 

(89) = r = = 

SO daB in der Tat zu jedem Vorzeichen von r ein bestimmter 
Winkel d' gehort und beide um ^ verschieden sind. Anderer- 
seits hat man der Quadratwurzel Yx^ 4 - =» r das Pius- oder 
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Minuszeiclien zu geben, je naclidem man aus y :x einen 

Winkel •d' entnimmt, fur den x und cos S' gleiche oder ent- 
gegengesetzte Vorzeicben baben. Beides bann eintreten, denn 
tg S = y : X ergibt nicbt nur einen Winkel S, sondern als ge- 
radeso berecbtigt den Winkel S + at, und es baben nun 
cos 'O’ und cos'O’j Zablenwerte von entgegengesetzten Vorzeicben. 

Bei scbiefen Acbsen mit dem Winkel XOY=^(x) ist 
OP:P'P-sin OP'PisinP'OP, also 

(90) P^P = y==r^^^, ebenso OF' == x = r 

abnlicb wie vorbin. XJmgekebrt ist auszugeben von 

(91) 2 / * ^ = sin 'O' : sin (c3 — 'O’). 

Da dieses Verbaltnis y : x nur von der Anomalie 'O’ abbangt, 
ist fur die Koordinaten aller Punkte des Halbstrables OF 
yix^ const. Alle Punkte mit gleicbem Vektor liegen bin- 
wiederum auf einem Kreis mit dem Mittelpunkt in 0. 

Wenn endlicb der Nullstrahl OB mit der Acbse OX 
nicbt zusammenfallt, sondern diese den Winkel BOX^cc 
mit ibm bildet (Fig. 19) und ^ BOFDS' ist, so ist in den 
vorigen Formeln einfacb S durcb S' — a zu ersetzen; also 
fur recbtwinklige Koordinaten 

(92) 07 = r cos ('0’^ — ci), y ^ r sin (S' — a). 

B. 1) Die folgenden Gleicbungen in recbtwinkligen Koordi- 
naten sind in solcbe fur Polarkoordinaten zu tibertragen; 

^ 5wa; Aufl. r -= bm cos S 
r^Gos 2'0’ = al 

2) Die folgenden Gleicbungen in Polarkoordinaten sind in 
solcbe zwiscben recbtwinkligen Koordinaten umzusetzen: 

sin 20- =« 2a^ Aufl, xy = a? 

cos 2 'O’ {x^ + (x^ — 

cos ^-O- ^aJ + y^ ^ (2a — xY 

rT ^ ai cos I'O (2x^ + 2y^ ^ axf - (x^ -f y^). 



Zweites Kapitel. 

l)er Gleicliungsbegriff nnd die Gerade. 

23. Eine Gleichung zwisehen den Koordinaten definiert 
nnen geometrisohen Ort. Wenn die auf gegebene Acbsen 
}ezogenen Koordinaten x \ y unabhangig voneinander beliebige 
SVerte x = a, y=^l> annehmen, so entspricbt der Gesamt- 
leit der Wertepaare der beiden unabbangigen Veranderlichen 
Variabeln) die Gesamtbeit der Punkte der Ebene nnd nach 
inseren Festsetznngen (Nr. 19) aucb nmgekehrt. Eine Ab- 
langigkeit zwisehen diesen Veranderlichen wird ausgedruckt, 
Yenn von ihnen eine Gleichung 
;i) f{x,y)=^0 

irfiillt werden soil. Wir setzen die FunMion f (Xy y) stetig und 
luf die Form einer ganmi rationalen FimMion gehraclit voraus. 
Fede der Veranderlichen wird durch das Bestehen dieser 
Jleichung eine stetige Funktion der anderen. 

Eine solche Gleichung reicht nicht hin, zwei XJnbekannte 
v\y zu bestinamen; vielmehr geniigt immer noch eine un- 
3egrenzte Anzahl von Wertepaaren x\y der Gleichung. Aus 
ien samtlichen Punkten der Ebene wird also eine Vereinigung 
7 on. unendlich vielen Punkten ausgeschieden, deren Koordi- 
laten durch die Gleichung f(Xy y) = 0 verbunden sind.*) 
Diese Vereinigung Jidben wir als die geometrische Bedeutung 
ier Gleichung anmsehen und nennen sie den durch die Gleichung 
iefinierten geometrischen Ort oder den Ort von der Gleichung 
>'[x,y) = 0 . 

*) Die Gesamtheit der Werte von n Veranderlichen heifit eine 
'I’-dimermonale Manmgfaltigkeit\ daher heifit die Gesamtheit der Punkte 
ier Ebene ein Gebilde von zwei Dimensionen oder zweiter Stufe. Die 
Punkte, von deren Koordiuaten nur eine unabhangig veranderlich ist, 
jrfiillen ein Gebilde von einer Dimension oder erster Stufe. 
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Wir kennen schon verscliiedene Beispiele geometrischer 
Orte. Nack Nr. 5 kat ein Punkt mit den recktwinkligen 
Koordinaten x | y die Entfernung d von a 1 6; wenn 

( 2 ) ^(x- ay + ( 2 / — h)\ 

Diese Gleickung wird aber, wenn wir a | h und d gegeben 
denken, durck unzahlige Wertepaare x | y erftillt, namlick 
durck die Koordinaten aller Punkte auf einer roit dem Radius 
d um a \ l als Mittelpunkt besckriebenen Kreisperipkerie, 
aber nickt durck die anderer Punkte, da solcke einen von d 
versckiedenen Abstand kaben. Also ist diese Kreislinie der 
Ort, den die Gleickung (2) darstellt. 

Wenn wir ferner von einem Punkte nur wissen, daB er 
die Abszisse x^ a kat, so kann er, welckes auck seine Ordi- 
nate sei, nur in der zur jz-Ackse parallelen Geraden liegen, 
die die ic-Ackse in der Entfernung a vom Nullpunkt sckneidet 
(Nr. 3), Wird also der Wert von y unbestimmt gelassen, so 
ist jene jz-Parallele (P'Pi in Fig. 4, S. 4) der Ort der durck 
die eine Gleickung x^ a dargestellten Punkte a\y. So ist 
die 2 /'Ackse z. B. der Ort der Punkte von der Abszisse Null. 
Wir kaben in Nr. 16 sckon zwei Punkte der a?-Ackse zugleick 
durck eine Gleickung zweiten Grades in x definiert. Derselben 
Gleickung geniigen also die Abszissen aller Punkte in den 
beiden y-Parallelen, die durck jene beiden Punkte der i3?-Achse 
geken. So erkennen wir allgemein; eine Gleicliung^ die die 
eine Koordinate y les. x nicM entlidlt, definiert einen Ort, der 
aus jparaUelen Oeraden stir y~ hez, x-Achse hesteht 

24. Gleickung einer Kurve. Ist das Koordinatensystem 
und eine Gleickung f{x, j/) = 0 gegeben, so konnen wir von 
dem durck sie definierten Ort beliebig viele Punkte bestimmen. 
Wir nekmen fiir die Abszisse einen beliebigen Wert x ^ a 
an und sucken, welcke Wertepaare a | y der gegebenen Gleickung 
genugen, bestimmen also die Ordinaten y so, daB f{a, j/)==0 
wird. Die numerische Auflosung dieser Gleickung ftir die 
Unbekannte y gibt bestimmte Wurzeln y ^ !P, g, r, , . . Jeder 
Punkt a\py a|g, a|r, . . ., dessen Abszisse der angenommene 
Wert und dessen Ordinate eine jener Wurzeln ist, gekort dem 
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asuchten Orte an, da seine Eoordinaten die Gleichung des- 
dben erfiillen. Sodann nehmen wir fiir x irgend einen anderen 
?’ert a' und finden aus f{a\y) = 0 
[s Wurzeln die Ordinaten einer 
sveiten Reihe von Punkten 

. desselben Ortes, usw. 

Fig. 20). Wir erhalten dergestalt 
eliebig viele getrennte (diskrete) 

'unkte, die dem Orte angelioren. 

Nun soil aber y eine stetige 
'unktion von x sein, d. h. un- 
ndlich kleinen Anderungen von x 
ollen vermoge f(x, y)=‘0 auck un- 
ndlick kleine Anderungen von y 
ntsprecken. Genauer gesprochen lieiBt dies: macht man die 
Lbszissendifferenz a' — a beliebig klein, so werden aucb die 
)rdmatendifferenzen ^ p, g[^ — — r, . . . Heiner als jeder 

ngebbare kleine Betrag. Denken wir also die Intervalle der auf- 
inanderfolgenden jz-Parallelen von den Abszissen a, a\ a'', . . . 
inmefibar klein, so liegen auck die in iknen entkaltenen Punkte 
les Ortes, in gewissen Folgen, einander unmeBbar nake oder 
nlden kontinuierlicke Reiken. Die Punkte des Ortes sind 
blso durch einen stetigen Linienzug zu verbinden: der durcli die 
xleichung (1) defmierte Ort ist eine Kurve; f{x, t/) = 0 lieifit 
lie OleicJmng der Kurve. Die den Gleickungen f{xy y)^0 und 
c==a gleickzeitig geniigenden Punkte sind die Scknittpunkte 
ler Eurve mit dieser tZ-Parallelen. 

Die reellen Punkte der Kurve konnen so sofort in dem 
^cksensystem grapkisok eingetragen werden und bilden die 
^eellen Kurvenmge.^) Wir sagen aber iiberkaupt: die Kurve 

*) Die grapkischen Darstellnngen der Knxven aus Gleiclmngeix sind 
fur den Anfanger auBerst nutzlioke "Okungen. Fur die Beispiele unten 
Lst die Yerwendung von Papier mit Quadrateinteilung (Millimeterpapier) 
zu empfeklen. Insbesondere findet dieses grapkiscke Yerfakren kaufig 
Anwendung in denNaturwissensckaffeen, um durok die interpolierte Kurve 
das allgemeine Gesetz der Abkangigkeit zwiscken den auf experimen- 
fcellem Wege gefundenen zusammengekdrigen Werten zweier GrSBen 
iibersicktlick vor Augen zu fiikren. 

Salmon-I’iedler: anal. G-eom. d. Kegelsclm. 8. Aufl. 
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II. Der Gleiclmngsbegriff und die Gerade. 24. 


geU durch den PmU oder dieser FunTct liegt auf der 

Kurve, wenn filr seine Koordinateii f{x\ y') = 0 ist Daher 
gehoren der Kurve auch die imaginaren Punkte an, deren 
komplexe Koordinaten ihre Grleichung befriedigen und nack 
demselben Verfahren gefunden werden. Haben insbesondere 
die Eoeffizienten der Gleickung reelle Werte oder, kiirzer ge- 
sagt, ist die Gleicbung f(x, y) = 0 selbst reell, so geboren 
bekanntlicb die komplexen Wertepaare, die ibr geniigen, paar- 
weise zusammen: befriedigen + + die 

Gleicbung, so aucb x ^ p — gi, ^ — i^i- Liegt also auf 

einer Kurve von reeller Gleichung ein imagindrer Punkt, so 
geht sie auch durch den Jconjugieri imaginaren FunTct 

^Zusatz. Die Koordinaten eines niebt der Kurve an- 
geborigen Punktes geben, in f{x, y) eingesetzt, einen von 
Null verscbiedenen Punktionswert-, dieser ist reell, wenn 
die Gleicbung und x\y reell sind. Bewegt sicb der reelle 
Punkt x\y in der Ebene, so geben die Koordinaten aller 
aufeinanderfolgenden Lagen Funktions werte f(x, y) von un- 
veranderlicbem Vorzeicben, bis der bewegbcbe Punkt die 
Kurve f (a;, y)^0 tiberscbreitet oder ins TJnendlicbe rtickt. 
Denn nur durcb die Werte 0 und oo bindurcb kann ein 
Funktionswert sein Yorzeicben wecbseln; so geben also die 
Koordinaten von L und die von M in Fig. 20 den Funktions- 
werten f{x, y) entgegengesetzte Yorzeicben. Die reellen 
Eurvenmge m'schneiden somit die Ehene in Felder, deren Be- 
gren 0 ung eveniuell durch das TJnendliclie vervoUstdndigt wird, 
so daf fur alle FimTcte eines Feldes die FunTction f{x, y) Werte 
von Tconstanteyn Yorseichen annimmt Hiernacb kann man eine 
positive und eine negative Seite der Kurve unterscbeiden. 

B. 1) Man verzeicbne in einer Figur eine Reibe von Punkten, 
die der Gleicbung y = 2 a; + 3 geniigen. 

F^r die Werte a; = — 2, ~1, 0, 1, 2 usw. findet man die 
Werte von y bez, gleicb — 1, 1, 3, 6, 7 usw.; die entsprecbenden 
Punkte liegen aUe in einer Geraden. 

2) Man verzeicbne den durcb die Gleicbung y a? — 3a; — 2 
dargestellten Ort. 

Man findet fiir a: = — 1, — 0, 1, 2, -f-, 3, 4 

die bez. Werte 2/ =■ 2, — -r, — 2, — f , — 4, — — 4, — 
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— 2, — -jf 2. Wenn man diese Punkte auftragt, so reicben sie 
liin, die Form der Kurve anzudeuten, die dann unbegrenzt fort- 
gesetzt werden kann, indem man dem x groBere positive oder 
aegative Werte gibt. 

3) Man stelle die Kurve y ^ 20 — a; — a;® dar. 

Jedem Werte von x entsprecben zwei Werte von nur fur die 
Wurzeln der Gleichung 20 — x — =* 0, also fiir a; = 4 und 

a; fallen die zugeborigen Wertepaare y zusammen in ^ 3. 

Kein reeller Zug der Kurve liegt recbts von der Geraden a; = 4 
Oder links von der Geraden a; = — 6, da fiir groBere positive oder 
aegative Werte von x der Wert von y imaginSr wird. 

25. VerscKiedene Pormeix der Grieicliung einer Kurve. 
Hat die Kurve in einem gegebenen Koordinatensystem die 
Gleichung f{x, y) == 0, so stellt offenbar zunachst auch jede 
Gleichung cf{x, y) ^0 denselben Ort dar, wenn c eine will- 
kiirliche von Null verschiedene Konstante ist; denn die Funk- 
fcionen f(Xj y) und cf(x^ y) verachwinden nur gleichzeitig. Jede 
Gleichn/ng darf, ohne ihre geometrische Bedeutung m andern^ mit 
lelieiigen Tconstanten Fdktoren muUiplmert werden, Daher kann 
z. B. ein beliebiger Koeffizient der Gleichung gleich Eins ge- 
macht werden, 

Wird ferner statt der Langeneinheit etwa der Teil 
derselben als neue Einheit eingefuhrt; so lautet die Gleichung 
in den nach dem neuen MaBe gemessenen Koordinaten 
f(Jcx^, ly^) = 0 . 

Die wichtigsten TJmformungen einer Gleichung, die ihre 
geometrische Bedeutung nicht beeinflussen, sind die Koordi- 
natentransformationen. Nehmen wir als Achsen der x^\y^ zwei 
Geraden, die mit der a;-Achse die Winkel a, bilden und 
deren Schnittpunkt die Koordinaten x^\y^^ hat, so sind nach 
(64), S. 26 an die Stelle der alten Veranderlichen x, y die 
Ausdriicke einzusetzen: 


X = Xq + x^ 


sin (o — oi) , i 8in(o?— P) 

flin * y Bin rn 


' , sin o£ , f sin d 

'■y. + X-- h 2/ 

Rmm SIT] 


Sin CO 


Die Koordinatentransformationen gehoren so zu den linearen Sub- 
stiiutionen^ u/nter denen man die Ersetmng der Veranderlichen x [ y 
durch lineare FunMionen isweier neuen Veranderlichen x' j y^ ver- 
steht. Ordnet man die gegebene Gleichung, nach Ausfiihrung der 

4* 
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angegebenen Substitution fiir x\y^ nach Potenzen der neuen 
Veranderlicben x^\y\ so nimmt sie eine im allgememen you 
f {pi 2 /) = 0 ganz yerscbiedene Form f\x\ y^) ^0 an, aber 
f(x^ 2 /) == 0 uud f{x\ 2/0 ® stellen ein und dieselbe Kurve, 

auf yerscbiedene Acbsen bezogen, dar. AUe diese geometrisch 
aquiyalenten Gleicbungsformen sind in f{Xj y) ^0 enthalten, 
wenn man fiir die Veranderlicben die angegebenen linearen 
Ausdriicke eingesetzt und darin den yier GroBen Xq, y^, ^ 

bebebige Werte beigelegt dentt. 

Endlicb erbalt die urspriinglicbe Gleicbung nocb andere 
Pormen durcb den TTbergang zu anderen Arten yon Koordi- 
naten, z. B. yon Parallel- zu Polarboordinaten. Der Ausdruck 
dafiir ist die Substitution (ygl. (90), S. 46) 


_ sin (ct>— 


y 


sin -O' 


sin 0) sin to 

und ibr Ergebnis ist die Gleichung der Kurve f{xy y) ^ 0 in 

Folarhoordinaten 9 ? ('B*, r) = 0 , wobei 

/o\ j'f sin (©—-a-) sin-a-X . 

(3) fir — ^ r -. — )^q)(d',r). 

TJyngeTzehrt hannjede vorgelegte Gleichung 0wischen fswei Ver- 
anderliclien f{x, 2 /) = 0 in verschiedenen Koordinatensystemen ge- 
deutet werden und steUt alsdann im allgemeinen verschiedene geo- 
metrische Orte dar. So ist z. B. {x — a)^ + {y — 6 )“ = d"^ in 
recbtwinkligenKoordinaten die Gleicbung eines Kreises (Nr. 23), 
dagegen die Gleicbung einer ganz anderen Kurye, sobald wir 
uns die Koordinaten schiefwinklig denken. Denn bei beliebigem 
Acbsenwinkel 0 driickt jene Gleicbung nicbt mebr aus, daB 
die Punkte x\y und a\l den konstanten Abstand d baben 
(ygLNr. 5). Jedocb steben die Punkte x^\y^ dieser neuen 
Kurye zu den x\y des Kreises in einer gewissen Abbangig- 
keit Oder Beziebung, deren Ausdruck durcb die Formeln der 
Transformation zwiscben deu beiden Acbsensystemen geliefert 
wird, wenn man jene zweite Auffassung derselben gemaB 
Nr. 13 weiter ausbildet (ygl. Eap. IV). 

B. 1 ) Die recbtwinkbgen Koordinaten eines Punktes genugen 
der Gleicbung ( 1 ^ — y)^ + = y; wird die 2 /-Acbse als NuUachse 

yon Polarkoordinaten mit demselben Nullpunkt genommen, so bat 
dieselbe Kurve die Gleicbung r == cos S'. (Nr. 22 ) 
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2) Man transformiere die Gleichung 2 aj® — 5 + 2 = 4 

von Achsen, die unter dem Winkel von 60® geneigt sind, zu 
den Halbiernngslinien der Winkel zwischen den alien Aohsen. Sie 
wird — 27s/'^4- 12 = 0. (Nr. 12, 2.) 

3) Man zeichne die Knrve {x — 2)^ + — wenn die Glei- 

chung auf Achsen von dem Winkel co = — tt oder ^ % oder -g- 7t 
bezogen wird. 

26. Analytisclie Geometrie der Bbene. Die reine Geo* 
metrie definiert ihre Gebilde durcli gewisse geometrisclie Eigen- 
schaften derselben. Offenbar konnen wir aber irgendwelche 
Lagenbeziehungen zwiscben Punkten in Koordinatenausdriicken 
angeben, da wir ftir die elementare Grundlage derselben, die 
Entfernung zweier Punkte, scbon eine allgemeine Koordinaten- 
formel kennen. Die geometriscbe Definition einer Kurve konnen 
wir daber nmsetzen in eine Gleichung zwischen Koordinaten- 
ansdrucken derart, dafi diese Gleichnng von den Koordinaten 
aller Pnnkte erfiillt wird, die jene geometrischen Lageneigen- 
schaften haben. Wenn z. B. der Kreis der Ort eines Punktes P 
ist, der sich in konstanter Entfernung von einem festenPunktJf 
befindet, so ist die Gleichung des Ereises die Bedingung, da6 
der Koordinatenausdruck des Abstandes zwischen M und P 
einer Konstanten gleich sei. 

Wenn umgekehrt eine Gleichung zwischen Koordinaten 
gegeben ist, so werden die geometrischen Eigenschaften der 
durch sie dargestellten Kurve aus ibr abznleiten sein. Zunachst 
‘driickt offenbar die gerade vorgelegte Gleichung gewisse Lagen- 
eigenschaften der Kurvenpunkte gegeniiber einem Achsensystem 
aus, von dessen Wahl die geometrischen Eigenschaften der Kurve 
selbst ihrem Wesen nach ganzlich unabhangig sind. Daraus 
schlieBen wir einerseits, daB wir die Gleichung durch Trans- 
formation unter TJmstauden vereinfachen und zurUntersuchung 
gewisser Aufgaben geeigneter machen konnen. Hat z. B. die 
Kurve eine Symmetrieaehse, so laBt sich dies aus der vor- 
gelegten Gleichung f(x, y) ^0 zwar auch finden, aber man 
erkennt es unmittelbar, wenn man sie so zu rechtwinkligen 
Koordinaten transformiert, daB jene Symmetrieaehse etwa zur 
iu'-Achse wird. Denn die neue Gleichung enthalt dann not- 
wendig nur gerade Potenzen von y\ da sie zu jedem paar- 
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weise entgegengesetzt gleiche Wurzeln ± geben mnB (vgl. 
Nr. 12, 2). 

Andrerseits folgern wir, daB sicla aucli an der allgemeinen 
Form des Koordinatenansdrucks einer geometrisclien Eigen- 
schaft die TJnabhangigkeit seiner Bedentung irgendwie zeigen 
wird. Bin wicbtiges Beispiel bietet nns dafur die Abstandsformel: 

= {x, - + iVt — y^y + 2 (a?! ~ x^) (yj - y^) cos cd; 

denn, transformieren wir sie zn Acbsen Ton dem Winkel cd^ 
nnd werden x^\y^y x^ j y^ zn x \ ] x\ | y^^, so kann die trans- 
formierte Formel so gescbrieben werden, daB sie aus der vori- 
gen durcb die angedentete Substitution (Beisetzung der Ak- 
zente) hervorgeht (vgl. Nr. 11, 2). Das Kennzeichen geometri- 
scher Bedentung der recbten Seite ist diese tTbereinstimmung 
ibrer Form in der urspriinglicben nnd der transformierten 
Gestalt. 

Die DmipUnj die die geometrisclien Frobleme auf Orund 
des Koordinatenbegriffs nach rechnenden Methoden hehandelt, 
heifit analytische Qeometrie. Die Einfiihrung der dem Wesen der 
geometrisclien TJntersucbung ganz fremden Koordinaten, die so 
die analytische Geometrie charakterisiert, scheint ein Umweg 
zu sein, da erst die TInabhangigkeit von der Koordinatenwahl 
geometrische Bedentung geben kann. In Wahrheit verleiht ihr 
dieses Hilfsmittel jedoch einen groBen Vorteil vor der reinen 
Oder synfhetischen Qeometrie^ die nnr mit den geometrischen 
Eiementen unmittelbar operiert; denn die analytische Geometrie 
kann die Theorien nnd MethcfBen der Algebra nnd Analysis 
im weitesten TJmfange ihren geometrischen Zwecken dienstbar 
machen. 

27. Ordnnng algebraisoher Knrven. Man nnterscheidet 
transcendents md algebraische Kurven, je nachdem deren Glei- 
chung in Parallelkoordinaten f{x, y) == 0 transzendent oder al- 
gebraisch ist. Daher stellen Gleichnngen in Polarkoordinaten 
algebraische Kurven dar, wenn sie den Radiusvektor r nnd 
die trigonometrischen Fnnktionen von d' in algebraischen Ver- 
bindnngen enthalten. Hier soUen ausschliefilich nnr algebraische 
Kurven in Betracht gezogen werden. 
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Eine algebraische Gleichung = bei der nach 

!!Tr. 23 angenommen wird, da6 f{x^ y) auf die Form einer gamen 
"ationalen Funktion gebracbt sei, bat einen bestimmten Gradn, 
ier den hochsten Wert der Exponentensumme der Verander- 
Licben in einem Grliede darstellt. So ist z. B. die Gleicbung 
vy + 2xA-by^4:-^0 yom zweiten Grad, wird aber vom ersten 
Grad, sobald das erste Glied feblt. 

Der Grad einer Ghiclmng wird durch Koordinatentrans- 
formation^) nicht gedndert, Denn erstens kann eine solcbe den 
Grad n der Gleicbung nicbt erboben. Ist namlicb ein 

Glied mit der hochsten Exponentensumme, so gebt dasselbe durcb 
Transformation iiber in das Produkt der und n — Po- 
tenz je einer linearen Funktion der neuen Veranderlicben 
daber kann offenbar in keinem Glied der Entwickelung nacb Po- 
tenzen von a;' 1 2 /^ die Exponentensumme die Zabl n iiberscbreiten. 
Zweitens kann die Transformation den Grad aucb nicbt ernied- 
rigen, weil man sonst bei Wiederberstellung der urspriinglicben 
Gleicbung durcb die umgekebrte, wiederum lineare Transfor- 
mation der transformierten Gleicbung den etwa verminderten 
Grad wieder auf w erboben miifite, entgegen dem ebenBewiesenen. 

Der Grad der Gleicbung ist somit eine von der Acbsen- 
wabl unabbangige, also geometriscbe Eigenscbaft der Kurve 
selbst. Man nennt eine Kurve, deren Gleicbung V07n Grade 
ist, eine Kurve w^®*^ Ordnung. 

^ Eine allgemeine Gleicbung n*®^ Grades wie f(x, y) = 0 
steigt aucb in jeder einzelnen Veranderlicben bis zum 9^*®“ Grade 
an, entbalt also Glieder a;”, y^. Zu jeder Abszisse x^a gebSren 
vermoge f(a, y) ^ 0 (Nr. 24) algebraiscb wirklicb aucb wWur- 
zeln y, Dabei sind nicbt nur die imaginaren mitgerecbnet, son- 
dern eine Wurzel y = p ist aucb 7cmal gezablt, wenn die Zer- 
legung von /“(a, y) in lineare Faktoren den Faktor (y — p)\ 
aber nicbt ( 2 / entbalt. Wenn wirnuu die Scbnittpunkte 

der Kurve in der 2 /-Parallelen in derselben Weise zablen, uns 
also aucb den Begriff bilden, dafi mebrere Punkte in einen zu- 
sammenfallen konnen, so entbalt jede 2 /-Parallele genau n Kurven- 
punkte. 

•) tJberhaupt durcb lineare Substitution nicht (Nr. 9 If.). 
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II. Der GleichungsbegrijBT und die Gerade. 28 . 


Nun konnen wir aber durcb Transformation mit festem 
NuUpunkt und fester rc-Achse zu jeder Geraden eine parallels 
2/'-Acbse einfiibren vermittelst der Substitution 


= + y = (Nr. 11, a - 0). 

^ sm CO sin CO ^ ^ 


Wenn dabei in der transformierten Gleicbung der Koeffizient 
von verschwinden soll^ muB ]3 aus einer endlicben Zabl von 
bestimmten Werten genoramen werden, denn jener Koeffizient 
ist eine algebraiscbe Funktion von sin cos jS. In unendlicb 
vielen Fallen ist also die transformierte Gleicbung in wirk- 
licb vom Grad, wie fur den obigen Satz vorausgesetzt war. 
In einer endlicben Anzabl von transformierten Gleicbungen 
steigt nur bis zur (n — Potenz auf, und wir baben die- 
selben nacb Nr. 16 als Gleicbungen Grades in y^ anzu- 
seben, die rWurzeln y^ ^ oo besitzen, konnen also wiederum 
?^Kurvenpunkte auf der «/'-Parallelen zablen, wenn r derselben 
im Punkte oo zusammenfallen. Da wir aber jede Gerade zu 
einer j/'-Parallelen macben konnen, so hat jede Gerade der Ebene 
n SchnittpunMe mit der Kurve Ordnmg. Diese SchniUpmht- 
zahl ist die geometrische Definition der Ordnungsmhl n der Kurve, 

28 . Bdzoutscbes Theorem. Wenn die Funktion Grades 

f {Xf y) in ein Produkt mebrerer Funktionen niederer Grade 
9 y\ ip} y) • • • z^riegt werden kann, so sagt man, die 
Gleiclmng f {x, y )^0 ^erfdllt in die Gleichungen g (a;, y) =« 0 , 
h (x, y) = 0 , , Oder die Kurve /* = 0 m die Kurvengesamtlieit 
^ 0 , /i = 0 , . . ., denn alle Wertepaare x\y, die einen Faktor 

9 ip} y)} ^ i^} y)} • ^ • 2u Null macben, erfuUen die urspriing- 
licbe Gleicbung. Demnacb bilden mebi*ere Kurven zusammen 
eine zerfallende Kurve Ordnung, wenn die Summe ibrer 
Ordnungszahlen n betragt; denn multipliziert man ibre Glei- 
cbungen ^ « 0, A = 0, ... Seite fiir Seite, so ist ^ • • • = 0 

eine Gleicbung n*®^ Grades. Haben zwei Funktionen f{x^ y\ 
cp {x, y) einen gemeinsamen Faktor g (a?, y)^ so ist die Kurve 
g^O eine Teilkurve der beiden durcb /*«= 0, 9 =* 0 dargestellten 
zerfallenden Orte. 

Dagegenbestimmen zwei Gleicbungen f{X; 2/) — 0, 9? (0?, y) ^ 0 , 
wenn f und (p keinen gemeinsamen Faktor baben, nur eine end- 



Schnittpunkte zweier Kurven 


57 


liclie Anmlil gemeinsamer Wertepaare. TJnd zwar sagt das Be- 
soutsche Theorem BMs: swei allgemeinen GVJcl^'ngfji undn^^'^ 
Grades genugm gleichzeitig genau mn Wertepaare der Uribe- 
kannfen. Bei besonderer Beschaffenlieit der Koeffizienten ist mn 
scbeinbar nur die obere Grenze der Zabl gemeinsamer Wnrzeln 
und es mussen die melirfacli erwabnten Zablmetboden von nn- 
endlicb. groBen nnd von zusammenfallenden Wnrzeln beriick- 
sichtigt werden. Geometriscb. gedentetlantet dieserFundamental- 
satz: 0 ivei Kurven und Ordnung Jiaben stets mn reelle 
Oder imagindre^ gesonderte oder zusammenfallende, ef^icUicli oder 
unendlich entfernte Schnittpimlcte. 

Im friilieren sind scbon zablreicbe Sonderfalle dieses Theo- 
rems enthalten. So ist dnrch x = y ^b ein einziger Pnnkt 
bestimmt, aber offenbar gescbieht dies uberbanpt durcb irgend 
zwei Gleichungen ersten Grades. So gibt die Einsetzung eines 
konstanten Wertes far eine Veranderlicbe in eine Gleicbnng 
^^ten Grades eine Gleicbnng Grades ftir die andere; dasselbe 
gilt aber nocb, wenn wir zwiscben der gegebenen nnd irgendeiner 
linearen Gleicbnng eine Veranderlicbe eliminieren. Ganz all- 
gemein findet man die gemeinsamen Wnrzeln zweier Gleicbnngen 
^ten ^ten Grades dnrcb Elimination einer Veranderlicbec, 
z. B. yj worans eine Eesidtante des Grades mn in x entspringt. 
Setzen wir irgendeine Wnrzel x == akj die das Eliminations- 
ergebnis gleicb Nnll macbt, in die gegebenen Gleicbnngen ein, 
so mussen die beiden Gleicbnngen in y eine gemeinsame 
Wnrzel 6* baben nnd dann gentigt a* | bk beiden Glei- 
cbungen. 

Wir nntersncben bier nnr die Form nnd die Eigenscbaffcen 
der dnrcb die Gleichungen ersten und 0iveiten Grades dargestellten 
KurveU; wobei mancbe in diesen Nummern znsammengestellten 
allgemeinen Begrifife ibre nocbmalige elementare Begriindnng 
nnd Erlauterung finden werden.*) 

B. 1) Durcb die Gleicbnngen 3x + 52/“13, = 2 ist 

der Pnnkt 1 ] 2 gegeben. 

*) Anfanger mSgen sicb daher damit begniigen, auf die in diesen 
Nummern fur bekannte algebraiscbe S’atze eingefiibrte geometrische 
Redeweise zn acbten. 
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II. Der Gleicimngsbegriff tind die Gerade. 29. 


2) Urn die durcli die zwei Gleichungen xy ^ 2 

dargestellten Punkte zu finden, eliminieren wir y zwisdien denselben 
und erhalten — 5 + 4 == 0. Die Wurzeln dieser Gleictiuiig sind 

x^ ==» 1, = 4, daher die Tier Werte von x 

a; ~ + Ij Ij + — 2 , 

Indem wir einen dieser Werte in die zweite Gleichung einsetzen, 
erhalten wir den zugehorigen Wert von y^ nSmlich bez. 

^==+2, -2, +1, -1. 

Die zwei gegebenen Gleichungen stellen daher die vier Punkte 1 | 2, 
- 1 I - 2, 2 1 1, — 2 I - 1 dar. 

3) Durch die Gleichungen x — y ^ 1, fl;^+2/^=*25 sind die 
Punkte 4 I 3, — 3 I — 4 gegeben. 

4) Die Gleichungen 

— 5a; + 1 / + 3 =* 0, aj® + 2 /^ — 5a; — 3^/ + 6 = 0 
bestimmen die Punkte 1 1 1, 2 | 3, 3 | 3, 4 | 1. 

29. Wir beginnen mit der Gleicliung ersten Grades und 
werden beweisen, dafi diese stets eine gerade Linie darstellt, 
Bowie umgekehrt, da^ die Gleichung einer Geraden stets vom 
ersten Grade oder linear ist. 

Die beiden wicbtigen einfacbsten Falle haben wir schon 
kennen gelemt. So baben wir in Nr. 23 die Gleichung x = a 
als die einer y-Parallelen gedeutet, wahrend y=^'b eine a; -Par- 
allele darstellt; die die a;-Achse in der Entfernung h vom Null- 
punkt schneidet. 

TJnd der Fall, daB eine Gerade durch den Nullpunlct geht, 
ist eigentlich durch Nr. 4 und Nr. 22 schon erledigt. In der 
Tat, verschieben wir in einer solchen Geraden einen PunktP, 
so andern sich zwar beide Koordinaten P'P, P”P (Pig. 3, 
S. 3), aber ihr Verhaltnis ist konstant, namlich gleich dem 
Verhaltnis 

sin P^OP : sin P OP'' oder sin cc : sin ((d — a), 

wenn a der Neigungswinlcel der Geraden gegen die posi- 
tive Richtung der a;-Achse ist. Demnach besteht zwischen 
alien x\yj die zu Punkten dieser Geraden gehoren, die Be- 
ziehung 
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, . V sm Of 

y sin (ca — a) 

Dder diese ist die Gleichung der vorliegenden Geraden. 

Umgekelirt verlangt die Bestimmung des durcli die 
Gleichung 

(^ 5 ) y^mx 

iargestellten Ortes, den Ort des Punktes P so zu finden, daB 
x:y ^ 0P^:P'P=«1 :m ist. Nach der Eigenschaffc ahnlicher 
Dreiecke OJP' P ist dieser Ort eine durch den Achsenschnitt- 
punkt gehende Gerade OP, die den Achsenwinkel m so teilt, 
daB sin P^OP sin POP^^ ist. 

Bei rechtwinkligen Achsen ist sin POP'^ == cos P^OP, 
also m =* tg P^OP. Die durch y = mx dargestellte Gerade 
ist somit diejenige Gerade durch den Ifullpunkt, deren 
Neigungswinkel a = arc tg m ist. 

Je nachdem m positiv oder negatiy ist, liegt die Gerade 
in den Peldern XOY, X^OT oder 70X\ TOX (Fig. 4). 
Denn aus y = + mx folgt, daB fiir positiye x auch y positiy, 
fiir negatiye x auch y negatiy ist; urn dagegen der Gleichung 
2 / = — . mx zu geniigen, muB y fiir positiye x negatiy, fiir 
negatiye x positiy sein (Nr. 3). 

30. Sinusteilverhaltnis. Man nennt die Verhaltniszahl 
m « sin XOP: sin P OF, die die Lage einer Geraden durch 
den Nullpunkt hestimmt, den Bichtungskoeffi^ienten derselben. 
Allgemein gesprochen hat dieses Verhaltnis in dem Stralilen- 
huschel 0, d. h. in der Gesamtheit der durch den Punkt 0 
gehenden Strahlen, analoge Bedeutung, wie in der Punktreihe 
das Teilyerhaltnis (Nr. 14). Daher heiBt der Quotient der 
Sinus der Teilwinkel XOP, POY, in die der Strahl OP 
den Winkel XOY teilt, das Sinusteilverhaltnis des Strahles OP 
im Winkel X 0 F, und wie in Nr. 14 yon Teilpunkten die 
Rede war, kann man jetzt yon Teilgeraden sprechen. Die 
Teilwinkel sollen wiederum in dem Sinne gemessen werden, 
daB die Beziehung ^ XOP + P0F==^ XOY besteht. 
Alsdann ist das Sinusteilyerhaltnis positiy fur Teilstrahlen 
innerhalb der Felder XOY, X'OF', negatiy fur Teilstrahlen 
in den Nebenfeldern. 



60 


n. Der Gleicbungsbegriff nnd die Gerade. 31. 


Die Bestimmung der StraUen eines Biiscliels durcb. ihre 
Teilverhaltnisse*) in bezng auf zwei feste Strahlen ist selbst- 
yerstandlich. unabbangig davon, daB diese zu Koordinaten- 
acbsen gewablt waren. Um die Wertanderungen der Zabl m 
zu iiberseben; gendgt die Bemerkung, daB die beiden Sinus, 
absolut genommen, sicb verbalten wie die Langen der aus 
einem Punbte P des Teilstrabls OP auf die festen Strablen 
OX, OY gefallten Lote. Ist also m gegeben, so ziebe 
man in Abstanden, die sicb wie m : 1 verbalten, Parallelen 
zu den festen Strablen OX, OY\ durcb ibren Scbnittpunkt P 
gebt der TeilstrabL Fiir ^ = 0 fallt dieser mit dem Anfangs- 
strabl OX, fiir m = oo mit dem Endstrabl OY zusammen, 
far m =» 1 mit der inneren, fur = •— 1 mit der auBeren 
Halbierungslinie des Winkels XOY, 

Zwei Strablen, deren Sinusteilverbaltnisse mit dem festen 
Strablenpaar entgegengesetzt gleicb sind, bilden ein zu jenem 
harmonisclies Strahlenpaar, analog zu Nr. 15. Von zwei bar- 
moniscb konjugierten Strablen ± m ist also stets einer ein 
innerer, der andere ein auBerer Teilstrabl. Insbesondere ist zu 
einem Strablenpaar das (recbtwinkbge) Paar ibrer Halbierungs- 
bnien barmoniscb (m = ± 1). Umgekebrt sind zu zwei recbt- 
winkligen Strablen immer die in bezug auf sie symmetriscb 
gelegenen Strablen barmoniscb konjugiert. So sind also die 
Geraden mit den Gleicbungen y = mx, y = — mx in bezug auf 
die Koordinatenacbsen konjugiert barmoniscb, insbesondere 
die beiden Halbierungslinien y = x und y ^ — x des Acbsen- 
winkels. 

31. Gleicbung einer belieTbigen Geraden. Urn nun zu 
untersucben, wie eine in bezug auf die Acbsen voUig will- 
kiirlicb gelegene Gerade QP durcb eine Gleicbung darzustellen 
ist, zieben wir durcb den Nullpunkt OR parallel und gleicb 
QP. Hat ein Punkt P von QP die Koordinaten x\y, 
so bat der Punkt R von OR die Koordinaten x\y — 1, 
falls wir die konstante Lange RP = OQ nennen; und 
ist m der Ricbtungskoeffizient des zur Geraden parallelen 


Immer Sinusteilverbaltnisse daronter verstanden. 
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Yektors, so ist (Fig. 21) = P'P — BP = m • OP' 

Oder 

(6) ' y — b = mx. 

Diese fur die Koordinaten jedes Punktes von QP erfiillte 
Oleicliung y =* mx + b keifit 
die Grieichung dieser Geradeu 
Die Konstante b ist die Or- 
dinate des Scknittpunktes Q 
der Geraden mit der «/-Aclise. 

Der Richtungskoeffizient m 
des zur Geraden parallelen 
Vektors keiBt mch Bichtimgs- 
Tcoeffisient der Geraden selbst. 

Diese Uberlegung erweist sich unmittelbar als die Aus- 
fiihrung einer Paralleltransformation (Nr. 10) der auf Q als 
Anfangspunkt bezogenen Gleickung y^ = mx von QP zum 
Nullpunkt 0 durch die Substitution y^^y — b. Daher definiert 
auck umgekekrt die Gleickung y ^ mx + b oder y — b ^ mx 
eine Gerade, die die oJ-Ackse unter dem durck m gegebenen 
Winkel sckneidet und in der ^/-Ackse den Abscknitt b be- 
stimnitj denn sie ist, in der Form y^ = mx gesckrieben, die 
Gleickung des Yektors vom Ricktungskoeffizienten m im 
parallelen Koordinatensystem mit dem Anfangspunkt Q. 

Zugleick folgt: Geraden, deren Gleickungen sick in den 
Formen y == mx bj y mx + nur im konstanten Glied 
untersckeiden, sind parallel. ParaUele oder gleicJigerichtete Geraden 
Jiaben einen gemeinsamen unendlich fernen ScJmittpunM (Nr 14), 
durck den die Bichtung der beiden Geraden bestimmt ist. 

32. Die allgemeinste Gleichting des ersten Grades 

(7) a^x 4- a^y + 

stellt stets eine Gerade dar. Denn sie kann durck Division 
mit auf die Form y = mx + b gebrackt werden, namkck auf 


Sollte ^2 = 0 sein, so ist die Division mit nickt ge- 
stattet; die Division mit ergibt aber alsdann x = — a^: a^, 
die Gleickung einer ^/-Parallelen. 
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n. Der Gleicliuiigsbegriff nnd die Gerade. 33. 


Daraus folgt die geometrische Bedeutung der Konstanten 
in der allgemeinen Gleichung einer Geraden. 1st der Neigungs- 
winkel der Geraden gegen die ^r-Achse a, so ist (Nr. 29) 


( 8 ) m 


sin cc 

sin (o — a) ’ 


fur 03 = 


TH 




Femer ist der Absckuitt i der Geraden in der y- Aclise (Nr. 31) 



Nur diese Koef&zientenquotienten liaben geometrisclie Be- 
deutung, weil die Koeffizienten selbst nur bis auf gemein- 
same Faktoren bestimmt sind (Nr. 25). In der Tat stellt eine 
zweite Gleiebung a\x + a'^y + ^ ^ dieselbe 

Gerade wie die gegebene dar, wenn 



Zwei Geraden a^x + ~ 0, a\x + + a'g = 0 

sind parallel, wenn 

(9) : Og =- a\ : 

ist, denn sie haben dann denselben Richtungskoeffizienten. 
Der FaraUelismus erfordert cdso Froportionalitdt der Koeffi-- 
usienten mtsprechender Veranderlicher. 

AuBer der Form y = mx + & gibt es noch zwei an- 
dere gebraucbliclie besondere Gleichungsformen der Geraden, 
die zunacbst abgeleitet und mit der allgemeinen in Beziebung 
gesetzt werden soUen. 

33. Die Grleicliung einer Geraden MN, mittelst der Ab- 
schnitte OM ^ a, 0N= & ausgedruckt, die sie in den Aclisen 
bestimmt, lautet 

(10) f + f = l- 

Wir leiten diese Gleiebung ab aus der allgemeinen 
a^x + a^y + = 0 oder ^x + — y + 1 =* 0. 

ag (Xg 
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Sie muB durcli die Koordinaten jedes Panktes der Geraden 
MN (Fig. 22), also aucli durch diejenigen yon M, d.L a 1 0 er- 
fullt werden: daraus folgt —a +1 = 0, oder ^ Man 

findet ferner — (Nr. 32), weil die Gleichnng durch die 

ttg 0 

Koordinaten 0 | i von N erfiillt werden ^ 

muB. Durcli Substitution dieser Werte /K 

gebt aus der allgemeinen Form die jetzt / \ 

yerlangte bervor, die nacb dieser ibrer / \ 

Herkunft ebenso fiir rechtwinUige als fur p 

scJiiefwinJdige AcJisen gultig ist. \ / 

Die Lage der Geraden andert sicb \ / 

mit den Vorzeicben von a und i. Wenn 

z. B. die Gleicbung -^ + -^ = 1, der in Fig. 22 , 

beiden Acbsen positive Abscbnitte a, h entsprecben, die Gerade 

MN der Figur darstellt, so gibt die Gleicbung ~ = 1 

die Gerade MN', - -^ + |- = 1 ist der Ausdruck von M'N und 

— — — = 1 der von M' N, 

a h 

Jede Gleicbung ersten Grades, deren konstantes Glied 
nicbt Null ist, kann durcb die Division mit demselben auf 
eine dieser vier Formen gebracbt werden. So entstebt z. B. 
die Gleicbung einer i/-Parallelen wieder, wenn & = C5o, y=0 
gesetzt wird. 

B. 1) Man soli die Lage der folgenden Geraden untersucben 
und die von ibnen in den Acbsen gebildeten Abscbnitte bestimmen: 

2a; -32/ =7; 3a; + 4?/ + 9 = 0; .3a; +22/ = 6. 

2 ) Wird bei dem Di*eieck MON (Fig. 22) von 0 aus auf 
0Jf=a und OiV = b der Teil dieser Seiten abgetragen, 
so stellt 

a 6 m 

die Yerbindungslinie dieser Teilpunkte dar, sie ist also der dritten 
Seite MN des Dreiecks parallel. 

34. Als Normalform der Gleicbung der Geraden gilt 

(11) a; cos (u + 2 / cos (co — a) — jp =» 0, 

wo jp die positive Ldnge des auf die Gerade vom NuUpunkt 
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n. Der Gleidningsbegriff und die Gerade. 85. 


gefdllten Lotes und a dessen Winkel gegm die positive BicJitung 
der x-Achse hedeutet. 

03£^a, ON ^ MOP ^ cc, also 
^ PON = cj — so ist ~ 4- ”1 == 1 

die Gleichung der Geraden MN 
/ (Fig. 23). Durch. Multiplikation mit p 

- ^N^ erhalten wir —oo-\-^y—p = Oj wo 

Hg.SS. f ” «°® f “ (® “ “) 

werden kann, um in der Tat auf die Form (11) zu kommen. 

Bei rechtwinUigen Koordinaten, die wir zumeist ge- 
brauchen, wird wegen cos (~:it -- =» sin cc die Normalform: 

(12) X Q08 a + y Bin a — p 0. 


Diese Gleicbnng schliefit die vier Falle von Nr. 33 ein, wenn 
wir voranssetzen, da6 cc jeden beliebigen Wert zwischen 0 
und annekme; so ist fiir die Lage NM^ cc zwiscken —jr 
und TCj der Koeffizient von x negativ, fiir die Lage N^ 
ist a zwiscken ^ und —st oder — jr und — beide Koeffl- 
zienten sind negativ; fiir MN^ ist a zwischen — ~ und 0 und 
nur der Koeffizient von y negativ. Die vier Geraden sind also 
vollig unterscbieden, wenn wir p als eine wesentlich positive 
GroBe definieren, d. h. den Abstand des Nullpunktes von der 
Geraden stets positiv nennen. Die Bestimmung der Geraden 
aus der Normalform ist also eigentlicb identiscb mit der An- 
gabe des FuBpunkfes P des von 0 auf die Gerade gefallten 
Lotes in Polarkoordinaten cc\p (Nr. 21). 

35. Eeduktion der allgemeinen linearen Gleichung 
a^x + a^y -f ag = 0 auf die Normalform. XJnter der Annahme 
rechtwinUiger Koordinaten gelangen wir zu der Form xco8a + 
2/ sin cc — jp 0, indem wir die gegebene durcb divi- 

dieren. Sie lautet dann 


(13) T- . y + - = =. 0 

und nun kann man die Koeffizienten von x und y gleich cos a 



Die Normalform 


bzw. sin a setzen, weil die Summe der Quadrate dieser zwei 
acliten Bruche gleich eins ist. Also bestimmen ■ - *= cos a, 

a . . . 

^ ■-:= =z = sin a den Neigungswinkel a des Lotes der gegebenen 
Greraden nnd p =» — ■ die Lange dieses Lotes. Um dieses 

p positiv zu erbalten, baben wir also der Quadratwurzel im 
NTenner das V orzeicben zu geben, das dem des konstanten Grliedes 
entgegengesetzt ist. Diese Vorzeicbenregel versagt, wenn 
ist, d. h. wenn die Qerade durcb den Koordinatenanfang geht.^®) 
Um die in scliiefwinkligen Koordinatm geschriebene all- 
gemeine Gleichung auf x cos a + 2/ (cd — a) — jp = 0 zu 
reduzieren, suchen wir diese Form durcb Multiplikation mit 
einer gewissen Konstanten, die wir JR nennen wollen, mit der 
ersten identiscb zu macben. Also ist zu setzen a^^JR cos a 
JR cos ((D — cc), Mit Hilfe der Identitat 
cos^ a + cos^ (p — cc) — 2cos a cos Qd — cc) cos m = sin^ <o 
folgt bieraus 

+ 0 , 2 ^ — 2^1 (Zg cos 0 — J?® sin^ 0 , 
die Gleicbung a^x + agt/ + ag = 0 nimmt daber bei tJber- 
fiibrung in die Normalform die Gestalt an: 


lUiU ^ . 7 

± cij®— 2ajLajj COS ci) 

und es bestebt die Proportion cos a : cos (o — a) :p: 1 
= sin 0 : sin 0 : — ctg sin 0 : ^ci‘iCi >2 

Um p positiy zu erbalten, bat man aucb bier wieder der 
Quadratwurzel das Plus- oder Minuszeicben zu geben, je nacb- 
dem ag negatiy oder positiy ist. 

36. Winkel zweier Geraden. Bei Bestimmung desjenigen 
Winkels d zweier Geraden g^, g^^ der an Grofie mit dem kon- 
kayen Winkel QiOQ^ der yom Nullpunkt auf die beiden Ge- 
raden gefallten Lote ubereinstimmt, bat man zu unterscbeiden, 
ob die Lote 0 und 0 mit den positiyen Ricbtungen der 
Acbsen x und y gleicbstimmig oder ungleicbstimmig liegen 
(Nr. 6). Bilden diese Lote mit der positiyen Ricbtung der 

Salmon-I'iedler: anal. Goom. d. Kegelsolm. 8. Anfl. 6 
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11. Der GrleidLungsbegriff und die Gerade. 86. 


iC-Achse die Winkel a bzw. ]3, so ist diesen beiden Fallen 
entsprechend d = jS — a (Fig. 24) oder 8 ^ cc — 



Es seien nun a^x + a^y + = 0 und 

\x + l)^y 0 die Grleicbungen der 

(jeraden und bezogen auf ein recbt- 
winkliges Koordinatensjstem; alsdann folgt 
unter Anwendung der Formeln ftir cos a 
und sin a in Nr. 36 und der analogen 
Formeln fiir cos ^ und sin 


(14) 


cos 8 = 


^ ^ _ + {a^ ^ 

yv+vvv+v 


daher tg 8 


±{at\-aM 

<Xj “|- ctg bj 


Hierbei ist den Quadratwurzeln das zum Vorzeicben der Grofie 
^3 bzw. 63 entgegengesetzte Zeicben zu geben; femer ist vor 
das Plus- oder Minuszeicben zu setzen, je nacb- 
dem die Lote OQ^ und OQ^ mit den positiren Ricbtungen 
der Acbsen x und y gleicbstimmig oder ungleicbstimmig liegen. 

W enn die beiden Geraden durcb die Gleicbungen 
y^m^X'^V gegeben sind, so folgt aus den Ricbtungs- 
koeffizienten der eingescblossene Winkel yermoge 


(15) = 

oder aucb direkt, weil d = ± (arc tan — arc tan m) ist. 

Ganz analog yerfabren wir bei Koordi- 

naten. Wir setzen J? sin o = y{a^^ -f cos to), 

iJ' sin (D =* 2&1 &2 ®); 3 -us 


cos oc=^^} cos sin a - 

b, — cos (a 


0^2 “ cos CD 
i2 sin CO ^ 


sin ^ = 


B' sin CO 


folgt alsdann 

(16) cos d = ” sind=±#^4^, 

^ '' RB'sm^G) ^ BE' smo ^ 

also 

(17) tgd = 


+ (aj ba — gg bj sin o 


a^bi + ^2^8 (®1^2 + ^ 2 ^ 1 ) cos CO 


mit entsprecbender Vorzeicbenregel wie zuvor. 
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Nun ist tg d == 0, wenn die beiden Geraden parallel, 
tgd = oo, wenn sie zueinander recbtwinklig sind. Daber 
ergibt sicb wieder wie in Nr. 32 
(18) — 

als Bedingung des BamUelismus. Dagegen ist die Bedingung 
der Orfhogonalitdt zweier Geraden 

(19) == (aj)^ + cos to; 

bei rechtwinkligen Koordinaten lautet sie einfacber 

( 20 ) + 

und fur die besondere Gleicbungsform von Nr. 31 

mnJ = — 1 . 


37. Sclinittpunkt zweier Geraden. Jede der beiden 
linearen Gleicbungen driickt eine Bedingung aus, der von den 
Koordinaten des geforderten Punktes geniigt werden mufi. 
Desbalb finden wir seine Koordinaten durcb Aufldsung der 
beiden Gleicbungen nacb den TJnbekannten x und y. Man erbalt 

X « fn =- \ ^'1 ^8 

«! h^—a^h^ ^ \ \ 



Diese Werte werden nur dann unendlich groji, wenn 
der Nenner verscbwindet, d. b. wenn die Bedingung des 
Parallelismus 0 erfullt ist-, docb bleibt ibr Yer- 

baltnis endlicb, namlicb gleicb dem der Zabler. Einen un- 
endlicb fernen Punkt geben wir iiberbaupt an durcb den 
Ricbtungskoeffizienten der nacb ibm gebenden Parallelstrablen. 
Der Scbnittpunkt wird nur dann mibestimmt, wenn auBer dem 
Nenner nocb ein Zabler, infolgedessen aucb der andere ver- 
scbwindet-, dann ist aber die Bedingung der Identit'at erfullt 
(Nr. 32). 

Damit ist dem Satz von Nr. 28, daB irgend zwei lineare 
Gleicbungen einen Punkt eindeutig bestimmen, die geometriscbe 
Deutung gegeben. Jeder Punkt ist durcb irgend zwei Geraden 
bestimmt (unter anderen durcb zwei Acbsenparallelen); wie 
aucb jede Gerade durcb zwei Punkte bestimmt ist. 

Auf einer dritten Geraden c^x + c^y + liegt der 

Scbnittpunkt der beiden gegebenen, wenn seine Koordinaten 
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auch der letzten Gleichung geniigen. Demnacli ist die Bedingung, 
wit&r der sich drei Qeraden in einem Bunhte schneiden: 

(22) ^i^s) "t” <^ 3(^1 ^2 — a25i) =* 0; 

sie kann aucli in einer der Formen geschrieben werden 

/goN j ^i(^2<^3 ^8^2) + %(^3^i — ^1^3) + ^2^1) ~ 0, 

^ |^l(&2^3 - - ^3%) + ~ ^8^2) “ 0. 

Oder mit Benutzung einer Determinante: 

Qi-y ~^x 

(24) <Xg 62 ^ ~ 

% 63 C3 

Dieser Ausdruck ist auck die Bedingung dafiir, daB das von 
den drei Geraden gebildete Dreieck die Flache Null kat 
(vgl. Beispiel 5 nnd Nr. 7). 


B. 1) Die Koordinaten der Ecken des Dreiecks von den 
Seiten a; -1- 2/ == 2, a; — 32/ = 4, 3a; + 52/+7«^0 sind 

171 18 A.l^X. 

21 2) 2 I 2 

2) Die Koordinaten der Punkte, in denen sick die Geraden 

33;-|-.^-_2 = 0, aj + 22/ — 5*=0, 2a; — 3^ + 7^0 schneiden, 

sind — J-126 —ills, 

sina ^ \ 111 11 ? 6 1 6 

3) 2a; + 3^ — 13 = 0; 6x -- g — 7 ^ 0, x — 4:y + 10 == 0 
schneiden sich in 2 | 3. 

4) Das Yiereck, dessen aufeinanderfolgende Seiten dnrch die 

Gleichungen3a; — 2^4-10 = 0, a; + 2^ — 6*=0, 16 a; — 10^ — 33=0, 
12a;+ 142/ + 29 = 0 gegeben sind, hat die Ecken — l|-|-, 3|-|-, 
T I — ^ ■9'? <li® Scbnittpunkte der Gegenseitenpaare 

QQ 71 IQl . 

^^12? 5 10 

6) Inhalt des durch die Geraden a^x a^y + ^ 0, 

\x + \y + \^0^ c^a; + Cg?/ + Cg = 0 geUldeten Dreiecks, 
Wenn wir die Koordinaten der Ecken berechnen und ihre 
Werte in die Eormel (17) in Nr. 7 einsetzen, erhalten wir ftir 
den doppelten Inhalt 2F den Ausdiuck i 2F: sin o = 


a, 

6s- 

-0,6, 

(hs±. 

( 

1 


-C, 




Vc,6, 

-«>6i 

1 

1 


h 

^8 ^8 ^2 

K<h- 

— C3 

«i6s- 

-«8 

V 



-&jCi 

\<»lC, ■ 

-OjCi 

Gtg — fcg 





(<h\ 

-“361 

_ 61 ^3 

-6. 




-Cg 


-h<h 

c,6, 


61- 
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Wir reduzieren diesen Ausdruck auf einen gemeinsamen 
fenner und bemerken, daB dann der Zahler des zwischen den ersten 
Ilammern enthaltenen Teiles die mit multiplizierte GrSfie 

Cl (^2 + ^1 (^2 ^3 ^3 %) + ^3 — Cg 

3t, und dafi die in den beiden folgenden Klammern entbaltenen 
Leile des Ausdrucks die Produkte derselben GroBe mit bez, \ 
ind; dadurcb erbalten wir fiir den doppelten Inbalt des Dreiecks 
len Wert 

P __ -I- [^1 (^2 - 2)8 c^) + \ (c^ a, - Cg a,) + Cl (a, b, - a, b ^)] * 

^ TZ^ r I ' n /z. X TT ^ sin G). 

(Otj Og (Z^ Oji ) (Oj Cj Og Cj) (Ci Ctj ^2 ®l) 

Wenn sicb die drei Geraden in einem Punkte scbneiden, so 
P7ird dieser Ausdruck fur den Flacbeninbalt Null; wenn irgend 
zwei von ibnen parallel sind, wird er unendlicb groB (Nr 32). 

38. Bestimmung einer Geraden duroli zwei Bedingungen. 

Jede der Formen, die wir der Gleicbung der Geraden 
gegeben liaben, entbalt zwei Konstanten; so die Formen 
y mx + 1, •— + y = 1, iT cos a + y sin a — jp ==* 0 die Kon- 
stanten m, h, bez. a, b, bez. cc, p. Nur die allgemeine Form 
a^x + a 2 y + aQ== 0 entbalt drei Konstanten, aber nur 
scbeinbar, denn von geometrisclier Bedeutung sind in ihr nicht 
die absoluten Werte, sondern nur zwei unter den'Verbalt- 
nissen von a^, a^. Nacb Division durcb — wird die 
Gleicbung z. B. mit der zweiten besonderen Form identiscb 
und entbalt nur die beiden Konstanten — ~ — = -r-- 

Die Gerade ist also durch die zwei Konstanten ihrer Gleichung 
bestimmt; wir erbalten alle moglicben Geraden der Ebene, 
wenn wir den Konstanten unabhangig voneinander alle Werte 
geben. Wir konnten die durchi sie gegebenen geometriscben 
GroBen, z. B. die negativen Reziproken der Acbsenabschnitte, 
geradezu als die beiden Bestimmungselemente der Geraden an- 
seben, in demselben Sinne, wie x\y die beiden Koordinaten 
eines Punktes sind (vgl. Nr. 78). 

Wie der Punkt (Nr. 28), so bann aucb die Gerade zwei 
Bedingungen erfiillen, falls sicb diese nicbt widersprecben. 
Denn, betracbten wir die beidei* Konstanten b oder a, b 
Oder ccj p als Unbekannte, so konnen wir deren Werte be- 
stimmen, wenn ibnen irgend zwei Bedingxmgen auferlegt sind. 
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II. Der Gleiclmiigsbegriff nnd die Gerade. 39, 40. 


Ein solches Wertepaar entspricht dann einer besonderen Ge- 
raden, die diesen Bedmgimgeii genugt. Man nennt eine Be- 
dingang linear, wenn sie jeden Koeffizienten der Gleicbung nur 
im ersten Grade entbalt. Also ist eine Gerade durch mei (filr 
die Konsianten ihrer Oleichung) lineare JBedmgimgen eindeuUg 
festgelegt, analog wie der Punkt durcb zwei lineare Gleichungen 
bestimmt ist. Diese Bestimmung der Geraden durcb Bedingungen 
wird durcb ISTr. 39, 40, 41 binreicbend erlautert. 

39. Gleiclmng einer Geraden, die durcb. einen ibrer 
Punkte und durcb ibre Riebtung bestimmt ist. 

Wenn die Gerade y =« mx + h eine gegebene Ricbtung 
bat, so ist nacb Nr. 31 und 32 die Konstante m bekannt. 
TJnd wenn die Gerade durcb einen festen Punkt x^\y^ gebt, 
so muB die Gleicbung, als fiir jeden Punkt der Linie erfiillt, 
aucb fiir ibn gelten; man erbalt also damit 

die Bestimmung von h, so daB die Elimination von h die 
Gleicbung gibt 

(25) y ^ y^ = m (X — OJi). 

Betracbten wir in dieser Gleicbung den Ricbtungskoeffi- 
zienten m als unbestimmt, so ist sie die allgemeine Gleicbung 
einer durcb den Punkt x^ | y^ gebenden Geraden, und jede Ge- 
rade durcb x^ 1 kann so dargestellt werden. 

40. Gleicbung der Geraden als Verbindungslinie zweier 
ihrer Punkte. 

Nacb (25) in Nr. 39 ist y — y^== 7n (x -- x^) die Gleicbung 
einer Geraden durcb x^ [ y^ Wenn aber die verlangte 
Gerade aucb durcb den Punkt x^ | y^ geben soli, so muB diese 
Gleicbung aucb erfullt bleiben, wenn man fiir x | y einsetzt x^\y^, 
Demnacb ist y^—y^^m (x^ — x^, und durcb Elimination von m 
erbalt man die Gleicbung der Verbindungslinie in der Form 

In dieser Gestalt ist die Gleicbung leicbt zu bebalten; 
durcb Befreiung von den Nennem kann sie in eine andere 
viel benutzte Form gebracb^ werden, namlicb 
( 27 ) (j/i - Vi) X- Qci -X3)y + — x^y^==>0 

Oder {x - x^) (y — y^) = (x- x^) (y - y^). 
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Audi dies ist die GleicliuDg eiuer Geradeu, weil die Glieder xy, 
die auf iiiren beiden Seiten auftreten, einander aufheben; die 
Gerade(27) yerbindet die gegebenen Punkte, denu die Gleichung 
(27) wird durcb die Werte a? ^ sowie durcb x = x^, 
y=‘yi erfullt. 

Endlich lassen sicb die Gleicbungen (26) und (27) mit 
Benutzung einer Determinante in der Form 


(28) 


X y I 
Vi 1 
y^ 1 


= 0 


scbreiben. 

Insbesondere ist y^x — x^y — 0 die Gleichung der Ge- 
raden, die den Punkt x^ | y^ mit dem Anfangspunkt verbindet. 

Wir konnen jede der Gleicbungen (26), (27) und (28) 
aucb deuten als den Ausdruck der Bedingung, dafi drei Bunkte 
m einer Qeraden liegen. Denn, nennen wir den dritten Punkt x^\y^, 
so mu6 er der Gleicbung geniigen 


(2/i - J/2)»3 - - ok)yi + = 0- 


Man kann diese Bedingung in der zyklisch-symmetrischen 
Form*) scbreiben 

iVi - 3/s) + «2 ( 3/3 - 3 / 1 ) + aJs ( 3/1 - 3 / 2 ) = 0. 

B. 1 ) Die Gleicbungen der Seiten eines Dreiecks, dessen Eck- 
punkte sind: 2 | 3, 4 1 — 5, — 3 1 — 6, lauten 

a; — 7^/ = 39, 2x — 5^ = 3, 


2) Die Gleicbung der Yerbindungsgeraden der Punkte 

( 3/1 — — — ^)y + ® i 3/2 — = 0 - 


■^) Beim Gebrauch dieser und ’aknliclier Fonneln (z. B. Nr. 37) ist 
es nutzlicb, die Koordinaten oder uberhaupt durcb einen Index unter- 
ficbiedene Bucbstaben in einer festen Aufeinanderfolge 
zu denken; z. B. nimmt im zweiten Glied der eben ge- 
gebenen Formel die Stelle von die von y, 

und 2/1 die von y* im ersten Gliede ein, und im dritten 
geben wir von x^ zu von zu y^ und von 2/^ zu 
y^ uber. Man kann dies Yerfabren kurz als eine zykliscbe Yertauscbung 
der Indizes bezeicbnen. 
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ist 


3) Die Gleicliung der Verbindungsgeraden der PunMe 

^ I ^ 


(2/2 “I" 2/3 — 2 X — (i^2 "t" ^8 ^ ^32^1 2/3 — 

4) Die Geraden, die die Ecken des Dreiecks in 1) mit den 
Mittelpunkten der Gegenseiten verbinden, baben die Gleichnngen 

17a; -32/ =25; 7a; + 9^ +17=0; 5a; -62/ -=21. 


5) Die Gleichung der Verbindungsgeraden der Punkte 


l — m 


l — m 


und 


Ix^ — nx^ 
l — n 


l — n 


ist 

x\l{m — n)y^ + m{n — l)y^ + n{l — m)y^ — 
y\l{m — 'i^x^ + m{n — t)x^ + n(l — nfi)x^ = 

lm{y^x^ — y,^x^ + mn^y^x^ — 2 / 3 ^ 2 ) + ~ 2 / 1 ^ 3 )* 

6 ) Die Diagonalen des durcb die Geraden a; = x = a\ 
y y gebildeten Parallelogramms sind 

(l) — b^)x — {a-~a^)y^a^'b — aJ)\ (5— 5')a; +(a— a')2/ = a5 — 
mit dem Scbnittpunkt Y(a + a') | y (5 + 5'). 

7) .Wenn you einem Dreieck die Basis a;'|0, — a;'|0 und 
die Verbindungslinie ibres Mittelpunkfces mit der Spitze 0\y^ zu 
Koordinatenacbsen gewablt sind, so sind die Gleicbungen der Ge- 
raden, die Yon den Basisecken nacb den Mittelpunkten der Seiten 
a;'|0, 0\y^ bez. — a;'|0, 0\y^ geben, 

Bx^y — y'x — x^y^ = 0, Bx'y + y^x — x'y^ = 0 

und die Koordinaten ibres Scbnittpunktes sind 0|-|2/^ 

8) Zwei Gegenseiten eines Vierecks werden zu Koordinaten- 
acbsen gewSblt, die anderen baben die Gleicbungen 

2a^25 ' 2a'^26^ 


Die Mittelpunkte der Diagonalen sind a\'b\ a^\l)* 

9) In demselben Pall ist der Mjttelpunkt der Geraden, die 
die Scbnittpunkte der Gegenseiten Yerbindet, 

a^b*a — ab’» a' a^b •b'—ab'»b 
a'b — ab' a'b — ab* 

Nacb Nr. 14 zeigt diese Form der Koordinatenwerte, dafi 
dieser Punkt die Verbindungslinie der Diagonalenmitten SuBerlicb 
im Verbaltnis a^b : ab^ teilt. 
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41. Normale ans einem gegebenen Punkt zu einer ge- 
)benen G-eraden. 1st a^x ci^y + a^=^0 die Grleicliuiig der 
sgebenen Geraden in reclitwinkligen Eoordinaten, so sind in- 
ilge der Ortbogonalitatsbedingung = — \\ \ (Nr. 36) 
le Normalen derselben in der Gleicbnngsform enthalten 
■ o^x a^y + 1)^ 0. Die durcb den Punkt x^\y^ gebende 

ormale bat also nacb Nr. 39 die Gleicbung 


}9) a^{x - x^ - %(2/ - 2/i) = 0. 


us der Gleicbung der zur gegebenen parallelen Geraden 
urcb x^\y-^y a^{x — + (hiV ~~ Vi) ® Nor- 

tale also erbalten durcb Vertauscbung der Koeffizienten von 
und y und Anderung des Vorzeicbens von einem derselben. 
Ibenso ergibt sicb zu j/ = mx^ wegen — 1 : die 

Formale ^ = durcb den NuUpunkt, somit zu y=^mx + h 
urcb x^\y^ die Normale y — y^ == ~(^ “ ^^i)* 

In scMefwinTdigen Koordinaten folgt auf dieselbe Weise 
Is Gleicbung der Normale 

(ag — Ui cos cd) {x — Xi) — (a^ — cos cd) {y — yj = 0. 


Gauz ebenso bildet man die Gleicbung der Geraden, die 
urcb einen Punkt Xi\yi gebt und mit einer gegebenen Ge- 
aden einen vorgescbriebenen Winkel 8 einscblieBt. Denn, 
st m der Ricbtungskoeffizient der gegebenen Geraden, so folgt 
lerjenige der geforderten Geraden aus der Formel (15) in 
^r. 36 fiir tg d = namlicb unter Annabme recbtwinkliger 
loordinaten als 


m' 


m + ft 
1 + mft’ 


VO das Vorzeicben gemaB der zu fl4) in Nr. 36 gegebenen 
Jegel zu setzen ist. 

B. 1) Das Dreieck 2 1 1, 3 | — 2, — 4 | — 1 bat die Seiten 
X + 7y + 11 = 0, 3^ — a; = 1, 3x + y ^ 7 


and die H6ben (Lote aus den Gegenecken) 


7a; — ^==*13, 3a;+^ = 7, 3^ — a;«*l; 


demnacb ist es recbtwinklig. 
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2) Die Seitenmittelpunkte desselben Dreieoks sind — y | — y, 

— 1 1 0, yI “ Ti durok sie rechtwinklig zu den Dreiecksseiten 
gezogenen Geraden sind 

7a;-2/ + 2 = 0, dx + y + B = 0, 3?/ — a; + 4 == 0-, 

sie durcksckneiden sick in — y | — y, dem Mittelpunkt des um- 
gesckriebenen Kreises. 

3) Die Gleickungen der Hoken des Dreiecks 2 | 3, 4 | — 5, 

— 3 I — 6 (Nr. 40, l) sind 

7x-^y=^17^ 5flj+92/“t-25 = 0, x — 42/== 21; 

sie sckneiden sick in H | — dem Hokenscknittpunkte. 

4) Die Gleicknngen der Mittelsenki*eckten dor Seiten des- 
selben Dreiecks sind (vgl. 2) 

7a; + 2/ -f 2 = 0, 5a; -f 9^/ + 16 = 0, a; — 42/= 7; 

ikr Scknittpunkt ist ^ | — ||- 

5) Aus den Koordinaten der Ecken eines Dreiecks folgen die 
allgemeinen GlctcV'ingOi der IldJien als 

- x^)x + ( 2^3 - 2/3)2/ + (X1X3 + 2/12/3) - + 2/12/2) = 0 , 

(2:3 - a:i)a! + (2/3 - 2/1)2/ + (®2®i + 2/a2/i) “ (!>=a®s + WJa) “ 0, 

(ail - a:j)a: + (2/1 - 2/3)2/ + (Kjaij + 2/32/3) “ (®s + 2/32/1) ” 0 . 

6) Die Gleickungen der MittelsenhrecMen der Seiten des 
Dreiecks sind 

(®2 - *3)^0 + (2/3 - 2/3)^' = T i (2/3® - 2 /s‘O. 

(0:3 - x^)x + (2/3 - 2/1)2/ = T (»3^ - »1*) + I - (2/3^ - 2/1”), 

(»! - 23)0: + (2/1 - 2/2)2/ = Y (a^i^ - aii*) + Y (2/1® - 2 / 3 ®)- 

7) Die Basis iC^IO, —ajjlO eines Dreiecks und die von der 
Spitze 0 I y^ auf dieselbe gefallte Senkreckte sind als Koordinaten- 
achsen gewiihlt; die Gleickungen der von den Basisecken auf die 
Gegenseiten gefallten Lote sind 

x^(x - x^) + = 0, 3:3(0: + Kj) - 2/i2/ =■ 0 

und die Koordinaten ihres Solinittpunktes 0 

8) Fur dieselben Acksen sind die Gleickungen der in den 
Mittelpunkten der Seiten errickteten Lote 

2(0:33:+ 2/i2/)='^i®-i*8®; 2(3:33: — yi2/) = 3:3*- 2/1®, 2x = Zi—xf, 

ihr Schnittpunkt ist 

2 /i»-a;, 3 ;, 

2 22/1 
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9) Die Gleicliuiig der Normals von (C^\yi auf die Gerade 
X cos cc y sin a == 0 ist y — y^=:z (x — aij) tg c^, und die 
Koordinaten ihres FuBpunktes in derselben sind 

x^ + cos (p x^ cos cc — y^ sin 1 2/^ + sin cc {p — cos a — y^ sin a). 

Daher ist die Entfernung dieses Sclinittpunktes vom Punkte 
1 Vi ± (x^ cos a + sin c£ — - p), in Bestatigung der Ab- 

leitung von Nr. 34. 

42. Der Abstand eines Ptuoktes | von der Geraden 
cos a + 2 / cos (c3 — a) — _p = 0 ist 
(30) s cos a + 2/o cos (c5 — a) — jp). 

Die Normalform der linearen Gleickung gibt zugleich. die 
geometriscbe Bedeutung der Werte, die ihre linke Seite an- 
nimmt, falls die Koordinaten irgend eines Punktes in dieselbe 
eingesetzt werden. Ti’ansformieren wir namlich die Gleichung 
zu parallelen Acbsen durcb den Punkt XqIpqj setzen also 
X ^ + XQf y ^ ^ so gebt sie iiber in 

x^ cos a + cos (cd — cc) + Xq cos cc + y^ cos (c 3 — cc) — jp «= 0; 

das neue konstante Glied 

— p' === Xq cos cc + 2 /q cos (co — a) — jp 
gibt also den normalen Abstand des neuen Nullpunktes von der 
Geraden, wenn wir zuniicbst vom Vorzeicben abseben. 

Geometriscb finden wir dies 
folgendermaBen. Sind OP, QV 
die Lote von 0 und von Q auf die 
Gerade 3fN (Pig. 25), OQ^^Xq, 

Ih) Q' T Parallelen 

zu 31N, so ist OT == x^ cos a, 

Til ^ SQ iJq cos (q — cc), also 

Oil = Xf, cos cc + t/o cos (m — cc) 

und endlich PB Oil — = VQ. 

Lage aber <2 auf derselben Seite der Geraden wie der NuU- 
punkt, etwa in S, so ware SV^p — OT erbalten worden. Wir 
seben daraus, daB der Abstand sein Vorzeicben wecbselt, wenn 
man von einer Seite der Geraden auf die andere bbergebt. So- 
lange nur der Abstand eines Punktes von der Geraden betracbtet 
wird, ist es unnotig, dem Abstand ein Vorzeicben zu geben, da 
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es sich allein urn seine absolute GroBe handelt. Wenn wir aber 
die Abstande QY^ SV der Geraden von zwei verschiedenen 
Punkten 8 miteinander vergleichen, so miissen ojffenbar QV 
und SY als Strecken von entgegengesetztem Sinn unterscbieden 
werden (Nr. 1 und 2). 

Dasselbe folgt fiir die linke Seite der Gleichung der Ge- 
raden scbon aus dem Zusatz zu Nr. 24, da6 namlich das Ergeb- 
nis der Substitution der Koordinaten ccq | so lange unverander- 
licbes Vorzeichen hat, als der Punkt Xq | yQ sich in einem^der 
beiden Felder befindet, in die die Ebene durch die Gerade 
zerlegt wird. Nun haben wir p selbst als positiv angenomraen, 
daher miissen wir das Vorzeichen so wahlen, daB der Ausdruck 
des Abstandes s von Xq | j/q bei Einsetzung von 0 1 0 positiv ist. 
Der Abstand s eines heliebigen Funktes x^ | y^ von der Geraden 
X cos a4 2 / cos ((D — a) — jp = 0 wird als das Suhstitutionsergclnis 
von x^lyQ in die linke Seite der Gleichung mit umgekehrtem 
Vorzeichen erhalten. 

Ist die Gleichung der Geraden in der allgemeinen Form 
a^x + a^y + gegeben, so fiihren wir sie durch Division 

mit R (Nr. 35) in die Normalform fiber und erhalten als den 
Abstand eines Punktes x^ | y^ 

( 31 ) S + _ (a ia^o + agT/o + gg) sin co ^ 

— COB «) 

je nachdem die Achsen recht- oder schiefwinklig sind. Durch 
Vergleichen dieses Ausdrucks fur den Abstand von Xq [ y^ mit 
dem fiir den Abstand von 0 sehen wir, daB Xq | mit dem Null- 
punkt auf derselben Seite der Geraden liegt, wenn + ci^Vo 
+ a^ mit ^8 dasselbe Vorzeichen hat, und umgekehrt (vgl. 
Nr. 35). 

Die Bedingung, daB irgend ein Punkt Xq | in der 
Geraden a^x + a^y + a^ ^ 0 liege, beeteht darin, daB 
a^XQ + a^y^ + a^ ^ 0 sei. Wie der gegenwartige Artikel zeigt, 
ist diese Bedingung nur der algebraische Ausdruck der geo- 
metrischen Wahrheit, daB der Abstand eines solchen Punktes 
^ 0 1 2/o Geraden gleich Null ist. 

B. l) Der Abstand des Anfangspunktes von der Geraden 
3 a; + 41/ + 20 = 0 ist bei rechtwinkligen Achsen 2 '> 
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2 ) Der Abstand des Punktes 2 1 3 von der Geraden 

— 3 

2a; + 2 /“~'^ = Oists = tTv? 2 3 und 0 0 durch 

+ J/5 

die Gerade getrennt. 

3) Die Langen der Senkrechten von den Eckpunkten des 

Dreiecks 2 |l, 3|— 2 , — 4 |— 1 auf die Gegenseiten sind 

21 / 2 , yTo, 2 ]/lO; der Anfangspunkt liegt innerbalb des Dreiecks. 

4) Der Abstand des Punktes 3 1 — 4 von der Geraden 
4a; + 2 ^ — 7 = 0 ist unter Voraussetzung eines Acbsenwinkels 
von 60® s = - 4 '; der Punkt liegt auf der Seite des Anfangspunktes. 

6 ) Der Abstand des Anfangspunktes von der Geraden 
a (a; — a) -1- b (2/ — b) = 0 ist = ]/ + b^). 

43. Gleichungen der HalbienmgslinieDL des ‘Winkels der 
Geraden 

X cos cci + y sin x cos + y sin cc.^—'P^^ 0. 

Wir finden die Gleichung einer dieser Geraden am ein- 
faclisten, indem wir algebraisch. ausdriicken, daB die von irgend- 
einem Puukte x\y in ibr auf die beiden Winkelschenkel ge- 
fallten Lote gleicb sind. Dies gibt unmittelbar die Gleicbungen 
beider Winkelhalbierungslinien als 

(32) X cos «! + 2/ sin — p^ = ±^ {x cos a, + y sin — p^, 

weil jede Seite dieser Gleicbungen einen von diesen Abstanden 
bezeichnet (Nr. 42). 

Wenn die Gleicbungen in der Form gegeben sind 

a^x + a^y + = 0, \x + \y + bj = 0, 

so sind die Gleicbungen der Winkelbalbierenden 

Wie das doppelte Vorzeicbenanzeigt, liegt von den Winkel- 
balbierungslinien die eine so, daB die Abstiinde ibrer Punkte 
von der einen der beiden Geraden nacb Nr. 42 als positiv und 
die von der anderen als negativ zu betracbten sind; die andere 
Winkelhalbierende liegt dagegen so, daB ibre Abstande von 
beiden Geraden gleichzeitig positiv oder negativ sind. 

Wenn wir das Vorzeicben wahlen, das den beiden kon- 
stanten Gliedern einerlei Zeicben gibt, so drticken wir (Nr. 42) 
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durcli die Gleicliuiig die Halbierungslinie des Winkels aus, in 
dem der Anfangspunkt liegt; und wenn wir den konstanten 
Gliedern entgegengesetzte Zeichen geben, so haben wir die Glei-. 
clinng der Halbierungslinie des Nebenwinkels. 

Ganz in derselben Weise konnen wir den Ort eines Punktes 
bestimmen, dessen Abstande von zwei Geraden das konstante 
Verbaltnis A =« Sj : Sg kaben. Bei positivem X liegt der Punkt im 
Felde des NuUpuriktes oder seinem Scheitelfeld, bei negativem 
X in einem der Nebenfelder (Nr. 42). Der Ort ist in jedem Palle 
eine Gerade durch den Schnittpunkt der gegebenen, und zwar 
teilt sie denjenigen Winkel dieser beiden, durch den sie hin- 
durcligebt, im Sinusverkaltnis X (Nr. 30). In der Tat ist die 
Gleicbung des Ortes*) 

^2 {x cos + 2 / sin — jp^) == ± (ic cos + y sin — pg) 


(34) 


Oder 


^2 


a? + fl.. y + ^8 




hierbei gekort das Vorzeichen, das den konstanten Gliedern 
gleiches Zeicken gibt, wenn man die Koordinaten eines Punktes 
der Winkelbalbierenden einsetzt, demjenigen Winkel an^ in dem 
der Nullpunkt gelegen ist. Die den beiden Vorzeichen entspre- 
ckenden Straklen bilden ein in bezug auf die gegebenen liar- 
moniscbes Paar (Nr. 30). 

B, 1) Die Gleickungen der Halbierungslinien des Winkels 
zwiscben zwei Geraden, auf die Form a; cos a + 7 sin a — p = 0 
reduziert, lauten 


' <5os [l + £^2) + 2] ^ [’2 (^1 + ^ 2 ) + f*] = 


, Pi 

2 sin K-cSj,) 


und 


a; cos ^ +y sin \ + ofg) = 


.Pi+P^ 


2 C 08 -J 


2) Die Gleichungen der Winkelbalbierungslinien fiir 


3£C + 4^ — 9 = 0, 12a; + hy — 3 =» 0 

sind 

7a; - 9?/ + 34 = 0, 9a; + 7?/ =« 12. 


*) Die Gerade gebt durcb den gegebenen Schnittpunkt, weil ibro 
Gleicbung durcb das Wertepaar erfiillt wird, das die Gleichungen der 
beiden Geraden gleichzeitig befriedigt. 
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44. Aus den Gleiclmngen zweier Geraden 

a^x + a^y + = 0, h^x + \ 0 

folgt die jeder dritten dnrch iliren Schnittpunkt gehenden 
in der Form a^x + + h(h^x + + 63 ) — 0. 

Die zunachstliegende Methode zur Bestimmung einer 
solchen Geraden bestett darin, nacb ISTr. 37 die Koordinaten 
Xq I j/q des Schnittpunktes der zwei Geraden zu berecbnen nnd 
ibre Werte in die Gleicbung von Nr. 39 y -- y^ ^ m(x — x^) 
einznsetzen. 

Zu einem einfacberen Verfabren fiibrt jedocb folgende 
Uberlegung. Die gesucbte Gleicbung muB linear sein und 
erfiillt werden, sobald die gegebenen gleicbzeitig von einem 
Wertepaar x^lyQ befriedigt werden. Diesen Anforderungen 
entspricbt nun, fiir ganz beliebige Werte einer Konstanten h, 
die Gleicbung 

(35) (a^x + a^y + ^3) + h {\x i^y + 0] 

sie stellt eine Gerade durcb den Punkt Xq | yQ dar, der durcb die 
beiden Qleicbungen a^x^ + a^yQ + % = 0, 4 + &3 = 0 

bestimmt ist, denn fiir dessen Koordinaten verscbwindet jeder 
der beiden Klammerausdriicke in (35). Fiir jeden Wert von 
Jo stellt daber die Gleicbung (35) eine Gerade durcb den 
Scbnittpunkt dar. 

TJmgeloelirt ist aucli die GleicJmng einer jeden clurclh diesen 
ScJmittpunJot gelienden Oeraden in der Form (35) darstellhar; 
denn urn diejenige Gerade zu finden, die Xq | y^ mit einem be- 
liebigen Punkte x^ | y^ verbindet, baben wir Jo nur aus der Be- 
dingung zu berecbnen, daJS das Aggregat links fiir x = x^j 
y = 7/1 zu Null werde. Die verlangte Gleicbung wird alsdann 

= + 2 * 22 / + 

Man bemerkt, daB die Gleicbungsform in Nr. 39 nur ein 
besonderer Fall von (35) ist; denn bestimmen wir einen Punkt 
durcb die Geraden ==» 0, j/ — 0 , so bat jede weitere 

durcb ibn gebende Gerade eine Gleicbung von der Form 
7/ — 7/1 — m {x — Xi) =» 0, -wenn 7n eine verfiigbare Konstante ist. 
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B. 1) Die Gleichung der Geraden, die den Anfangspunkt mit 
dem Scbnittpunkt der oben erwahnten Geraden verbindet, lautet 

^ "f* (^ 2^3 ^3^2) 2 / ~ 

Denn wir erbalten sie, indem wir die erste Gleiclning mit ^ 3 , die 
zweite mit «g multiplizieren und die Produkte voneinander abziehen. 
Durcb den Anfangspunkt geht die Gerade nacb Nr, 23. 

2) Die Gleicbung der durcb. den Scbnittpunkt dei'selben Ge* 
raden gezogenen ir-Parallelen ist 

- a^h^) y + =- 0. 

3) Die Gleicbung der Geraden, die den Punkt 2 | 3 mit dem 
Scbnittpunkt von 203+3^+1 = 0 und 3 a? — 4 2 / = 5 verbindet, ist 
11 ( 2 o;+ 3t/+ 1 ) + 14(3a; — 42 /*- 5 ) = 0 oder 6403— 23 2 / =« 59, 

45. Bedingung dafur, daJB drei Geraden demselben 
Biisoliel angehbren. Das in der vorhergehenden Nummer be- 
griindete Prinzip liefert fiir drei sicb in demselben Puukt schnei- 
dende Geraden ein Kennzeicben, das haufig bequemer ist, als 
das in Nr, 37 angegebene. Drei Geraden gehen diirch denselhen 
PunU, gehoren also demselben Buschel an^ wenn es drei 
Konstantcn von solcher Beschaffenheit gibt, da/3 nach Midtipli- 
Ication der Oleicimngen der Geraden mit je einer dieser Konstantcn 
die Summe der linlcen Seiten der Oleichungen identisch ver- 
schwindet; d. b, wenn fiir alle x und y die Beziebung besteht 

(37) l{a^x+a^y+a^) + m(bj^X'{\y’^b^) + n{c^x+a2iH^c^): 0. 
Denn in diesem Fall mtissen die Werte der Koordinaten, 

die die beiden ersten Teile der Gleichung einzeln mit Null 
identisch macben, auch den dritten Teil gleich Null macben. 
Da der Ausdruck (37) in I, m, n homogen ist, miisseu 
auch pZ, pm, pn, wo p eine beliebige Zahl bedeutet, Kon- 
stanten der gleichen Beschaffenheit sein; es lassen sicb daher 
nur die Verhaltnisse l:m:n eindeutig bestimmen, und zwar 
geschieht dies, wie aus (37) bervorgeht, mit Hilfe dcr Glei- 
chungen 

la^ + m&i + = 0 

(38) la^ + = 0 

la^ + mb^ + nc^ = 0. 

Die aus den Koeffizienten dieser Gleichungen gebildete 
Determinants 
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(39) 


A = 


1)^ Cl 
^2 ^2 ^2 
^'8 ^3 ^8 


verschwindet nacli Nr. 37; uberdies ist das Verschwinden 
von A die notwendige nnd hinreicbende Bedingung dafiir, da 6 
die drei in den Unbekannten Z, n homogenen Gleicbnngen 
(38) nebeneinander bestehen. Znr Berecbnung von I :m:n 
sind nnr zwei der drei Gleicbnngen (38) notig. Bezeicbnet 
man die Unterdeterminanten der Elemente a*-, Cf (i == 1, 2, 3) 
von A mit Ai, Bi, Ci^ so erbalt man, je nacbdem bei dem 
System (38) die erste, zweite oder letzte Gleicbung weg- 
gelassen wird, durcb Auflosung der beideniibrigen Gleicbnngen: 

(40) l\m‘. oder ^A^iB^i C\ oder =^3 : B^ : G^, 

Tatsacblicb ist bier z. B. A^ :B^ ^A^\B^ oder A^B^—A^B^^O, 
denn weil A^B^ — A^B^ die Unterdeterminante von G^ in der 
ans den Aty Bi, Gi (i == 1, 2, 3) gebildeten Determinante 

A^ B^ Gi 
A^ jSg Cg 

1 -^8 -^8 ^3 

ist, bestebt, wie man dnrcb Ausrecbnen leicbt bestatigen kann, 
die Beziebung A^B^ — A^B^ =« ACg, nnd dieser Ausdruck 
verscbwindet nun wegen A = 0. 

Piir spater folgende Betrachtungen ist nocb die Bemer- 
kung wiclitig, da 6 die Gleicbnng A = 0 als das Brgebnis der 
Elimination von Z, m, n ans den drei Gleicbnngen (38) an- 
geseben werden kann. 

B. 1 ) Die drei Mittellmien des Breicclcs, die die Ecken mit 
den Mittelpunkten dor Gegenseiten verbinden, scbneiden sicb in 
einem Punkte. 

Die Gleicbnngen dieser Geraden sind nacb Nr. 40, 3 


(j'a + 2/3 — 2 2/1) a: — (aja + ajg — 2 Ki)?/ + iTj y, - — aJi^j — 0, 

(% + 2^1 - 22/3) a: — (»8 + - 2 2:2)2/ + VJi “ “22/3 + Xiy 2 -^ yi ’=' 0 , 

^1 + 2/2 — 22/8> - (»! + a^a - 2 a^) 2/ + ajj 2/8 - iKjyi + x^y^ - x^y^^O. 


Da die Snmme dieser drei Gleicbnngen identiscb Null ist, so 
gehen die durcb sie dargestellten Geraden durcb einen Punkt, den 

Salmon-iffiodlor: anal. Goom. d. Kogelsolin, 8. Atifl. 6 
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Sctiwerpunkt des Dreiecks. Nach Nr. 37 findet man ftir ihn die Ko- 
ordinaten 


+ aig) I + 2^3 + tJa). 


Vgl, aucli Nr. 14,4. 

2) Derselbe Satz ist evident unter der Voraussetzung, da6 
zwei Seiten des Dreiecks von den LSngen a nnd 1) zu den Acbsen 
genommen sind, denn dann sind die Gleicbungen der Halbiernngslinien 



a * 1) 



y 

h 


= 0 . 


3) Die drei Hoben eines Dreiecks nnd die drei Mittelsenk- 
recbten zn den Seiten scbneiden sick je in einem Punkte, denn 
die Gleicbungen Nr. 41, 6 u. 6 geben zur Summe identiscb Null. 

4) Die JSalbierungslinien der Wirikel eines Dreieclcs scbneiden 
sicb in einem Punkte, denn ibre Gleicbungen sind 

(a; cos a + 2 / sin a — — (a; cos jS + 2/ sin jS — jPg) 

{x cos jS + 2/ sin /3 — — (a; cos y + ^ sin y — =» 0, 

(a; cos y + 2/ y — cos o; -f ?/ sin a — = 0. 

Von den Halbierungslinien je zweier auBerer Winkel und der 
des dritten inneren gilt ein analoger Satz. 

46. Imaginare StraMen. Jede reelle lineare Gleicbiuig 
definiert eine reelle Gerade, d. h. eine Gerade mit unendlicb 
vielen reellen Punkten. AuBer diesen enthalt aber eine 
reelle Gerade aucb unendlicb viele imaginare Punkte, denn ein 
Punkt 2? + ig; in der Geraden a^x + %«/ + <3^3 = 0, 
V7enn fur die vier reellen GroBen p, 2, 2^ die beiden reellen 

Bedingungen erfiillt sind 

(41) + aj2+a22'==0; 

man erbalt diese durcb die Einsetzung der komplexen Werte 
in die gegebene Gleicbung, weil dann sowobl der reelle 
als der imaginare Teil der linken Seite dieser Gleicbung fiir 
sicb verscbwinden muB. Alsdann liegt aber gleichzeitig aucb 
der konjugiert imaginare Punkt p — — in der reellen 

Geraden (Nr. 24), denn er liefert dieselben Bedingungen. Aus 
diesem Grunde ist durcb die Angabe eines imaginaren Punktes 
eine reelle Gerade, die ibn entbalten soil, bestimmt, weil sie 
ibn mit seinem konjugiert imaginaren Punkt verbinden muB. 
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Die Gleichung der Verbindungsgeraden oder des Trdgers des 
imaginaren Funktepaares ist (Nr. 40) 

g^x — qy = 0. 

Eine lineare Gleichung mit komplexen Koeffizienten 
konnen wir durch Trennung des reellen und des imaginaren 
Teiles stets in der Form schreiben 
(-42) a^x + tt^y + ag 4 i{^iX 4 ft?/ 4 iSg) == 0- 
Sie stellt daher eine imaginare Q-erade dar, denn sie ent- 
halt auBer unendlich vielen imaginaren Punkten nur einen 
einzigen reellen Punkt. Ein reelles Wertepaar x\y geniigt 
der komplexen Gleichung namlich nur, wenn es gleichzeitig 
die reellen Gleichungen befriedigt 

+ ccs = 0, + jSgj/ + jSs =« 0. 

Diese beiden reellen Geraden bestimmen also in ihrem Schnitt- 
punkt (Nr. 37) den reellen Punkt, der auch auf der imaginaren 
Geraden liegt, Derselbe Punkt liegt aber auch auf der kon- 
jugiert imaginaren Geraden 

a^x + cc^y + cf3 — + ^2?y + ^s) ““ 

Somit ist der Sclmittpimld konjugiert imagindrer Geraden stets 
reell und heifit der Trdger des imaginaren Faares. Ein reeller 
Punkt ist also durch die Angabe einer durch ihn gehenden 
imaginiiren Geraden bestimmt. Eine reelle oder imaginare 
Gerade schneidet eine imaginare nur dann reell, wenn sie 
durch ihren Triiger geht; in alien anderen Fallen ist der 
Schnittpunkt imaginar ^^) 

Auf die imaginaren Geraden sind nun wiederum gewisse 
reelle geometrische Eigenschaften zu iibertragen, indem die 
analytischen Ausdriicke derselben als Definitionen fortbestehend 
genommen werden. Vor allem erinnere man sich der all- 
gemeinen analytischen Definitionen der goniometrischen Funk- 
tionen, nach denen fiir imaginare und komplexe Argumente 

sin == ^ 2 ? cos 17}’ = y 

(43) sin {ri + ir}^) = — sin 9^ + i ^ — cos 9?, 

cos { 7 } -f 17 }’) == cos 9J — i sin 7 }. 


6 
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Wir werden nun die Ausdriicke von Nr. 36 fiir die trigono- 
metrischen Funktionen des Winkels zweier reelier Geraden auck 
bei komplexen Gleichungskoeffizienten gelten lassen und konnen 
alsdann den Winkel misehen imagindren Geraden definieren. 
Fernerhin werden wir namentlich auck komplexe Richtungs- 
koeffizienten und komplexe Sinusteilverkaltnisse (Nr. 3o) in 
Betrackt zu zieken kaben. 

47. Die Polargleiclmng einer Greradeix ist 
(44) r cos {d' — a) = jp. 

Wenn wir namlick das auf die gegebene Gerade g gefallte 
Lot OP als NuUackse voraussetzen, wenn ferner OR ^ r 
irgendein durck den Pol nack einem Punkt der Geraden g 
gezogener Vektor und ^POR = d' die zugekorige Anomalie 
(Nr. 21) ist, so folgt 

r cos '9’ = j). 



Bildet kingegen die Nullackse mit dem Lot den Winkel 
a = AOP und ist jetzt ^ AOR ===» & die Ano- 
malie von R (Pig. 26), so erkalt man (Nr. 22) 
r cos (<0* — a) p. Diese Gleichung kann auck 
durck Transformation der Gleickung fiir reclit- 
winklige Koordinaten x cos cc y am cc ^ p 
erkalten werden; denn indem man fiir x | y 
bez. r coa d'lr sin ^ (Nr. 22) einsetzt, wird diese Gleichung 
r (cos ^ cos oj + sin d' sin a) d. h. r cos (-^ — p. 

Eine Gleickung von der Form 

r (a^ cos O’ + % sin 0) + % ^ 0 

kanu auf die Form r cos (O — a) ==p reduziert werden, indem 
man sie durck ‘]/{a^ + dividiert und wie in Nr. 35 setzt 


cos a 


sm a ■■ 






B. 1) Wird die Gleickung r == 2a sec ^0 + in eine solohe 
zwiscben recbtwinkligen Koordinaten umgewandelt, so folgi 

xY'd —y^4:a. 
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2) Die Polarkoordinaten des Schnittpunktes der Geraden 

r cos 2a, r cos (d' — ==^ a 

sind r = 2a, ^ ^5 der eingeschlossene Winkel ist="- 

M O 

3) Die Polargleicliung der Verbindungsgeraden der Punkte 
^ 2 ! '^2 ist: 

sin ('O'l — + r^r sin — '9') + rr^ sin ('9’ — — 0. 

4) Die Polargleicbung der Normal e auf r cos ('d' — a) =* j? 
aus 7\ I '9’i ist r sin — a) = sin ('9’i — a). 

5) Der Abstand des Punktes von der Geraden 

r cos (-d* — a) «=> jp ist ± { cos ('9’i — a) i? } • 



Drittes Kapitel. 

Anfgaben fiber Geraden nnd Geradeapaare. 

48. Naclidein wir im vorigen Kapitel die Prinzipien dar- 
gelegt haben, mit deren Hilfe sich die Lage eines Punktes 
Oder einer Greraden in der Ebene algebraisch ausdriicken laBt, 
woUen wir einige weitere Beispiele von der Anwendung dieser 
Methode zur Losung geometriscber Anfgaben binzufugen. Der 
Anfanger mn6 sicb in der Anwendung der Metbode zur Losung 
solcber Anfgaben uben, bis er bierin Sicberbeit und Scbnellig- 
keit erlangt bat. 

Bei den Auflosungen geometriscber Anfgaben konnen im 
allgemeinen die Gleicbungen durcb eine gescbickte Wabl der 
Koordinatenacbsen vereinfacbt werden; indem man zwei der 
wicbtigsten Linien der Pigur zu Koordinatenacbsen wablt, 
werden die analytiscben Ausdriicke wesentlicb verkiirzt (vgl. 
Nr. 40, 7 , 8 , 9 , Nr. 41, 7 ). Andrerseits gescbiebt es freilicb 
oft, dafi durcb die Annabme von Koordinatenacbsen, die mit 
der Pigur nicbt in einer solcben besonderen Verbindung steben, 
die Gleicbungen an Symmetric das gewinnen, was ihnen an 
Einfacbbeit abgebt. Der Leser kann dies aus den zwei in 
Nr. .46, 1, 2 gegebenen Auflosungen derselben Aufgabe er- 
kennen, wo die erste Losung, obgleicb die langere, den Vor- 
zug hat, dafi man aus der entwickelten Gleichung der einen 
Mittellinie sogleicb die der beiden anderen ohne Recbnung 
ableiten kann. 

Weil Ausdriicke, die von Winkeln abbangen, durcb die 
Anwendung schiefwinkliger Koordinaten komplizierter werden, 
ist es im allgemeinen ratsam, fdr solcbe Anfgaben recbtwinklige 
Acbsen vorauszusetzen. 

Die analytiscbe Geometric eignet sich mit vorztiglicber 
Leicbtigkeit zur TJntersuchung geometrischer Orte. Wir haben 
nur die Beziebung aufzusucben, die auf Grund der Bedingungen 
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der Aufgabe zwiscben den Koordinaten des Punktes stattfinden 
muB, dessen Ort gesucht wird; der algebraische Ausdruck dieser 
Beziehung liefert uns sofort 
Ortes (Nr. 26). 

B. 1) Ort der Spitze eines Dreiecks^ von 
dem die BasislSnge 2 c und die Differenz der 
Quadrate der anderen Seiten gegeben sind. 

Wir nehmen die Basis und ibr Mittellot 
zu Koordinateuacbsen und nennen die Ko- 
ordinaten der Spitze x | y. Dann ist (Fig. 27) mg. 37. 

ACf =y^ + (c + xYy j^(f _ -- 4 ^^^. 



die Gleicbung des fraglicben Ortes ist also 4(;£C=»w®; derselbe 
ist somit eine zur Basis recbtwinklige Gerade in einer Entfernung 

CP s=s ^ vom Mittelpunkte. Man siebt aucb, dafi die Differenz der 

Quadrate der Basisabscbnitte AB^—BB ^ der Differenz der Quadrate 
der Seiten gleicb ist. 

2) Ort der Spitze aus der Basis und der gegebenen konstanten 
Summe cot A + m cot B =p. 

Aus der Figur folgt cot A = cot B =» di© Gleicbung 

des Ortes ist also c + x + m (c — x) ^ py, die Gleicbung einer 
Geraden. 

3) Von einem Dreieck ist die Basis AB == 2 c und die Summe m 
der beiden anderen Seiten gegeben; welcbes ist der Ort des Punktes 
in dem von der Spitze des Dreiecks auf die Basis gefaliten Lote, 
der jenseits der Spitze liegend um die Lange der einen Seite AG 
von der Basis entfernt ist? 

Wir nebmen dieselben Acbsen (Fig. 27); um zu untersucben, 
welcbe Beziebung zwiscben den Koordinaten des Punktes bestebt; 
dessen Ort wir zu bestimmen baben. Die Abszisse des Punktes 
ist MB und seine Ordinate nacb der Voraussetzung so groB wie 
AC] also ist 

BO ^ m-- y. 

Aucb gilt 

=== AB^ + ACf — 2AB-AB, 


(m — 2 /)* = 4c® + j/* — 4c (c + x), 

woraus wir durch Reduktion erhalten 2 my — 4ca!“=5W*, die 
Gleicbung einer Geraden. 

4) Wenn zwei feste Geraden OA^ OB durcb eine dritte AB 
von gegebener Ricbtung (||00) gescbnitten werden, so soli der 
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rig, 28. 


Ort des Punktes P gefunden werden, der die Strecke AJB in dem 
VerhSltnis teilt, dafi AB ist (Fig. 28). 

Wir kdnnen bier scbiefwinklige Acbsen 
anwenden, well die Aufgabe die Betrachtung 
von Winkeln nicht erfordert: Nehmen wir 
also OA zur iC-Achse; OG zur ^/-Achse, so 
daB die Gleicliung fiir OB von der Form 
y = mx ist. Alsdann ist AB = m • OA- 
somit AP==^ mn - OA, und der gesuchte 
Ort des Punktes P eine Gerade aus dem Anfangspunkt mit der 
Gleicbung y mnx. 

6 ) Man denke wie vorher AP parallel OG gezogen und 
durcb eine Anzabl von Geraden in Punkten P, B\ B^^ usw. ge- 
scbnitten, AP aber als proportional der Summe aller Ox'dinaten 
AP, AP^ usw. bestimmt, und den Ort von P gesucht. 

Ftir y = ma;, y — m^x + n\ y = m^^x + n” usw. als die 
Gleicbungen der festen Geraden ist die Gleicbung des Ortes 
hy = mx + (m'x + n^) + (m’^x 4 + usw. 

6 ) Von einer beliebigen Anzabl von Dreiecken mit gemein- 
sebaftlicber Spitze sind die Grundlinien und die Summe ibrer 
Flacben gegeben; man soli den Orb ibrer Spitze finden. 

Sind die Gleicbungen der Grundlinien 
£C cos a 4“ 2 / sin a — = 0, a; cos (3 4- 2 / sin /5 ^2 == 0, 

a; cos y 4- 2 / sin y — jPs 0 usw. 
und ibre Langen c usw., so ist a{x cos a + y sin a — 

(Nr. 42) der doppelte Inbalt des ersten Dreiecks. Die Gleicbung 
des Ortes muB daber sein 

a(x cos a + y sin cc — + b (x cos ]S + 2 / sin /S — p^ ) 

4 - c (a; cos y 4 “ 2 / sin y — JP 3 ) 4 - . . . =» 2 m®; 
der Ort ist also eine Gerade. 

7) Aus gegebenem Winkel an der Spitze 0 und der Summe s 


L 


0 M 


Fig. 29. 


der ibn einscblieBenden Seiten den Ort des 
Punktes zu finden, der die Basis in ge- 
gebenem Verbaltnis teilt. 

Wir wablen jene Seiten des Dreiecks 
als Kooi'dinatenacbsen und setzen das Ver- 
^ baltnis KJPiPL gleicb n:m. Dann folgt 
aus abnlicben Dreiecken (Fig. 29) 

Wl+W 


0K=^x 


und der Ort ist eine Gerade mit der Gleicbung 

y $ 


X 

- 4 - 

VI n 


VI -j- n 
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8) Man bestimme den Ort eines Punktes P, wenn die Sninine 

der Abscbnitte ON gegeben ist, die die von ibm anf zwei 

feste Geraden gefallten Lote PJf, FN in diesen bilden (Pig. 30). 

Indem man die festen Geraden zn 
Acbsen wablt, findet man 

OM => a; + 2/ cos 0), ON === 2/ + cos w 

und daber die Gleichung des Ortes 
X + y ^ const. 

9) Man soli den Ort bestimmen unter 

der Voranssetzung, daB MN einer festen 
Geraden parallel sei; er ist I'lg. so. 

2/ + a; cos w = m (x + 2/ cos co). 

10) Ebenso, wenn MN dnrch eine gegebene Gerade 
2/ = mic + ^ balbieii: (oder allgemeiner in gegebenem Verbaltnis 
geteilt) werden soli. 

Die Koordinaten des Mittelpnnktes ergeben sich mit Hilfe 
der Koordinaten von P gleicb. y (a; + 2/ cos co) | y (2/ + a; cos co), 
und da sie der Gleicbung der gegebenen Geraden genugen mtissen, 
so ist der Ort von P dargestellt durch 

2/ + a; cos CO — m (a; + 2/ cos co) 4- 2 

11) Ort des Mittelpnnktes von MN^ wenn P die Gerade 
2/ <== mrr 4 n durchlauft. 

Sind 0: 1 die Koordinaten von P, a; 1 2/ die des Mittelpnnktes, 
so ward in der vorigen Aufgabe bewiesen, daB 

2 a; =» a 4“ ^ cos 00, 22/ = ^ + a cos co 
sei; die Anflosnng dieser Gleichungen fiir a 1 liefert 

a sin^ CO = 2 a; — 2 2/ cos 0, jS sin* co « 2 2/ — 2 a; cos co, 
und nacb der Beziobung p ^ ma + die a und verbindet, ist 
2y — 2a; cos 00 m(2a; — 2y cos co) 4 ^ sin* 00 

die Gleicbung des Ortes. 

49. Es ist iiblicli und zweckmaBig, die Koordinaten des 
veranderlichen Punktes, der einen Ort beschreibt, durch x | y, 
dagegen die Koordinaten fester Punkte durch Buchstaben 
mit Indizes oder mit Akzenten zu bezeichnen; dementsprechend 
sind in den vorigen Aufgaben die Buchstaben x und y tiber- 
all fiir die Koordinaten des Punktes gewahlt worden, nach 
dessen Ort gefragt ward. Oft ist es aber zur Bestimmung 
des Ortes notwendig, die Gleichungen von Linien zu bilden, 
die mit der Pigur in Verbindung stehen, und dann entsteht 
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die Gefahr der Verwirrung zwischen den lanfenden Koordi- 
naten x | y eines Pnnktes in einer solchen Geraden nnd den 
Koordinaten x | y des Punktes, der den gesuchten Ort be- 
schreibt. In solcben Fallen ist es zweckmaBig, die Koordi- 
naten des letzten Punktes zuerst durch andere Buclistaben, 
etwa cc\§, zu bezeichnen und die Betracbtung bis zur Auf- 
stellung einer sie verbindenden Beziehung zu fiihren. Diese 
ist bereits die Gleicbung des Ortes und wird in der gewohn- 
licben Form erbalten, indem man a | /? durcb x \ y ersetzt 
B. 1) Ort der Spitze P eines Dreiecks, von dem die Basis CD 
und das Verbaltnis AM iNB der Teile gegeben ist, die die Seiten 
in einer festen, der Basis parallelen Strecke AB abscbneiden. 

Wir nehmen AB und die zu ihr rechtwink- 
lig durch A gezogene Gerade zu Achsen (Pig. Si) 
und haben AAf, NB durch die Koordinaten a | § 
von P auszudrucken. Sind x^\y\ x^^\y^ die Ko- 
ordinaten von C und Z), so ist die Gleichung der 
Geraden JPC als der Verbindungslinie von a \ § 
I’ig.si. und x^\y' (Nr. 40) 

((? — y')x’-{a — x^)y = ccyK 

Dieser Gleichung gentigt wie jeder Punkt von JPO auch der in 
der Abszissenachse gelegene Punkt Jf, dessen Abszisse x ^ AM 
ist; wir erhalten also aus ihr fur y = 0 



AM = und ebenso AN = ^ 

p-y 


Wenn AB ^ c ist, so gibt die Beziehung AM ■■ 


>h-NB 




P-y' 


1' 


eine Gleichung, in der die Bedingungen der Aufgabe durch die 
Koordinaten des Punktes P ausgedriickt sind. Nunmehr kdnnen 

ohne verwirrende Folge die GrSBen 
a I p durch x | y ersetzt werden , und 
es ergibt sich durch Beseitigung der 
Briiche die Gleichung des Ortes in 
der Form 

yx^—xy^^^c^y -y^)—{yx^^—xy^)]. 

2) Zwei Ecken A, B eines Drei- 
ecks ABO bewegen sich in festen 
Geraden PAT, LN und seine drei 
Seiten drehen sich urn feste Punkte 0, P, die in einer Geraden 
liegen (Fig, 32); welches ist der Ort der dritten Ecke? 
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Wir nehmen die Gerade OP, die die drei festen Punkte ent- 
kalt, zur flj-Aclise und die Gerade OX, die den Schnittpunkt der 
beiden festen Geraden mit dem Punkte 0 verbindet, zur !/-Acbse. 
Unter den Yoraussetzungen 

OX==^ OM=a, ON=-a\ OI>^c, OQ^c^ 

sind die Gleicbungen von Xilf und LN 



und 


X 

a' 



1st ABC eine durcb die Koordinaten a 1 13 von G bestimmte Lage 
des beweglicben Dreiecks, so ist die Gleicbung von OP, als der 
Yerbindungslinie des Punktes mit P oder c|0: 

{a — c)y — jSo; + jSc == 0. 

Daraus folgen die Koordinaten des Scbnittpunktes A dieser 

X 1/ 

Geraden mit — h -r =" 1 als 
ct 0 

aZ)(a— c)-f acjS __ h(a — c)§ 

^1“ bia-c)+a§ ’ 6(o:-c)+a(3’ 


und die Koordinaten von B werden aus ibnen gefunden, indem 
man statt a und c bez. und c' einftibrt: 


a'b(cc — c') + h(a' — c') |? 

b(cc-o') + a'§ ' ’ — b(u'~c') + '^' 

Damit aber diese beiden Punkte | und | y^ in einer 
Geraden durcb den Nullpunkt liegen, muB (Nr, 40) 


x^: y^^ x^: y^ sein, also 

6 (g — c) j? c') § 

ab(oc’-c)-{-acp ^ a'&(a — c^y+a'c'/?* 


Da diese Beziebung von den Koordinaten des Punktes a | ^ 
stets erfiillt werden muB, so wird die Gleicbung des Ortes ein- 
facb dadurcb erbalten, daB man a | mit x\y vertauscbt; nacb 
Beseitigung der Nenner ergibt sicb 

(a — c) [a^h(x — cJ) + a^cUj] = (a^ — c') [ab{x ~ c) + Cioy'] 


Oder 


(ac'— a'c)a; 

ccY « — cl') — clo!{c — c ') 


+ 


y. 

b 


1. 


Der Ort ist demnacb eine durcb den Punkt X gebende 
Gerade. 

3) In der letzten Aufgabe den Ort der Ecke 0 unter der 
Yoraussetzung zu Bnden, daB die Punkte P, Q in einer statt durcb 
0 durcb X gebenden Geraden liegen. 
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Wir losen zuerst* das allgemeine Problem, in dem die Punkte 
P, Q eine vollkommen unbestimmte Lage baben, und wablen 
dazu die Linien LM^ LN zu Koordinaten- 
^ achsen. Sind dann die Koordinaten von 
P, Q, 0, G bez. x^\y^,x^\ y^, | %, a | (3, so 

ist die Bedingung anszndrucken, daB die 
Verbindungslinie der Punkte A und P, in 
denen die Geraden OP,CQ die Achsen schnei- 
den, stets durch 0 gehe (Fig. 33). Nun ist die 
Gleichung von CP : (j3 — 2/^) a; — (a ~ y 
= und der von ihr in der aj-Achse bestimmte Abschnitt 

B OC CC 77 

daher LA = — ^ ^ - « In gleicher Weise ist der von CQ in der 

^-Achse gebildete Abschnitt = und daher die 

Gleichung von AJB * 



Fig. 88. 


— + -^ = 1 
LA ^ LB 


Oder 


(Saji-a2/i o£3/j-~/3a’j 


1 . 


DaB diese Gleichung durch die Koordinaten | erftillt werde, 
ist die Bedingung des Problems, d. h. die Koordinaten a\^ des 
Punktes C sind durch die Beziehung verbunden 


Die Beseitigung der Nenner zeigt, daB diese Gleichung in den a\§ 
im allgemeinen vom zweiten Grade ist. Wenn wir aber voraus- 
setzen, daB die Punkte derselben Geraden y^mx 

durch L liegen, so daB y^^mx^ ist, so kann die Gleichung 

in der Form ~ ^ geschrieben werden. Wenn 

man nun die Nenner beseitigt und a | |S durch x | y ersetzt, ei’gibt 
sich als Ort eine Gerade mit der Gleichung 


^A{y “ Vi) — — ^ 2 ) * ““ 

50. Statt die Bedingungen der Aufgabe direkt durch die 
Koordinaten des Punktes auezudriicken, dessen Ort gesucht 
wird, ist es oft zweckmaBig, sie zunachst mit Hilfe anderer 
Linien der Figur zu bestimmen. Dann ist es notig, so viele Be- 
ziehungen aufzustelien, als zur Elimination der so eingefUhrten 
Unbekannten hinreichend sind, um nach vollzogener Elimi- 
nation eine Gleichung zwischen den Koordinaten des Punktes 
zu finden, dessen Ort gesucht wird. Die folgenden Beispiele 
werden zur Erlauterung dieser Methods hinreichen. 



Orte aus dem Dreieck 93 

B. 1) Ort der Mittelpunkte der Rechtecke, die in ein ge- 
gebenes Dreieck ABC eingeschrieben sind. 

Wir nehmen EG und zu Koordinatenachsen (Fig. 34) nnd 
setzen EG EB == s und AE = s^: dann baben -40 und B 0 die 

Gleicbungen = 1 und ™ =» 1. 

jP 5 P ^ 



y ~ ~\~h. Sollen wir eine Beziebung finden, die zwiscben dieser Ordi- 
nate und Abszisse fiir jeden Wert von k besteben mu6, so baben 
wir mir zwiscben diesen Gleicbungen 7c zu eliminieren; dann erbalten 
wir fiir die Gleicbung des verlangten Ortes 

Oder ^ ^ l. 

Der gesucbte Ort ist also eine Gerade, und die Acbsen- 
abscbnitte derselben zeigen, daB sie den Mittelpunkt der Basis .4J5 
mit dem Mittelpunkte der Hdbe GE verbindet. 

2) Parallel zur Basis eines Dreiecks ist eine Gerade gezogen, 
und die Punkte, in denen sie die Seiten desselben scbneidet, sind 
mit je einem festen Punkte der Basis durcb Geraden verbunden. 
Ort des Scbnittpunktes dieser Yerbindungslinien? 

Wir bebalten die Acbsen und die iibrigen Bestimmungen in 
1) und nebmen als die Koordinaten der festen Punkte T und V 
der Basis m | 0 und n | 0. Dann ist die Gleicbung 

von FT 4“ wi"! ^ + 7cx — Icm 0, 

von S V — n j ?/ — Jcx + Ten 0. 

Da nun der Punkt, dessen Ort wir sueben, in jeder der beiden 
Geraden F2^ und SV liegt, so drdeken die eben gesebriebenen 
Gleicbungen Beziebungen aus, die seine Koordinaten erfftllen mussen; 
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da sie aber die GroBe entbalten, so entsprecben diese Beziebungen 
lediglicb der besonderen Lage des Punktes, fur die die Parallele 
FS in der H6be k tiber der Basis gezogen ist. Eliminieren wir 
aber die TJnbestimmte k zwiscben diesen Gleicbungen, so erbalten 
wir eine Beziehung, die neben den Koordinaten des betracbteten 
Punktes nur bekannte GroBen enthalt, und die, als wabr fiir jede 
beliebige Lage der Parallelen FS^ die geforderte Gleicbung des 
Ortes sein muB. 

Wir setzen also die Gleicbungen in die Form 
(s' + m)y — k (^y — a: + = 0, 

(s — n)y — h {^y + a: — w) = 0, 
und erbalten durcb Elimination von k die Gleicbung des Ortes 
(s _ n) (^-y — x + inj = (s' + m) (^^y + x — nj, 


die Gleicbung einer Geraden. 

3) In einem Dreieck sind die Scbnittpunkte der Seiten und 
einer Parallelen zur Basis verbunden mit den gegentiberliegenden 
Basisecken; Ort des Scbnittpunktes der Verbindungslinien? 

Die Aufgabe ist zwar ein besonderer Pall der vorigen, nimmt 
aber eine einfacbere AuflSsung an, indem man die Dreiecksseiten 
AC und CJB zu Acbsen wablt; sind dann ibre Langen a und b, 
so kQnnen die proportion alen Absobnitte, die die Parallele in ibnen 
macbt, durcb ft a und ft 6 ausgedrdckt werden. Dann sind die 
Gleicbungen der Transversalen A8 und BF: 


- + 4 = i 

a ft6 


und 


-4-1: 

ft a ' 6 


1 ; 


indem man die eine von der anderen subtrabiert und den Best 


durcb die Konstante 1 — i dividiert, erbalt man fur die Gleicbung 

00 %i ^ 

des Ortes “I" ~ Gleicbung der Verbindungsgeraden der 


Spitze des Dreiecks mit dem Mittelpunkt der Basis (Nr. 45, 2 ). 

4) Es sind zwei feste Punkte A und JB, je einer in jeder 
Acbse, gegeben und zwei verEnderlicbe A' und B^ in denselben 
Acbsen so bestimmt, daB OA^ + OB’ «= OA + OB ist; Ort des 
Scbnittpunktes der Geraden AB’ und A’B? 

Sei OA « a, OB = b, OA’ = a + 7c, so ist nacb den 
Bedingungen des Problems OB’ h — k] die Gleicbungen von 


AB’, A’ B sind bez. ~ 

’ a ' b — A; 


1, 


^ , y 


1 , Oder 


hx + ay — ad + k(a — x) 0 , dx + ay --- ah + 7o(2/ — b) = 0 . 
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Wir eliminieren h durch. Subtraktion und erbalten ftir die 
Gleicbung des Ortes x y a + 1). 

6) In der Basis AB eines Dreiecks sei ein Stiick AT=^h 
und am anderen Ende ein Stiick SB 
genommen, das zu AT in einem fa- 
sten Verbaltnis m stebt; werden so- 
dann ET und FS einer festen 6e- 
raden GB parallel gezogen, so ist 
der Ort des Punktes 0 zu finden, in 
dem sicb die Geraden EB und FA 
scbneiden (Fig. 35). 

Wir nehmen AB zur iC-Achse, BC zur y-Achse, setzen 
BB => s, AB = BC p, so daB SB = mJz ist. Alsdann sind 
die Abszissen von S und von T bez. s — mh, — (s' — Z;). 

Wir finden die Koordinaten von E und F, indem wir diese 
Werte von x in die Gleicbungen von AC und BG einsetzen; also 



E als (s' — Ic) 


pk 


jP als s — mh 


mph 

s 


Wir bilden nun die Gleicbungen der Geraden EB und FA^ 
namlicb , , 

JEB (s + s'- 0, 


FA 


(s + 5 '— ml^y ---X 


mph mph s' 


und eliminieren endlicb Ic durcb Subtraktion beider Gleicbungen 
voneinander und Division des Eestes durcb 7f; so erbalten wir 
die Gerade 






6) PP' und QQ^ sind ein Paar beliebige Parallelen zu den 
Seiten eines Parallelogramms; welches q ^ 

ist der Ort des Scbnittpunktes der ^ 

Geraden FQ und P'C' (Kg. 36)? 

Wir nebmen zwei der Seiten des 
Parallelogramms zu Acbsen, setzen 
ibre Liingen gleicb a und h und 
bezeicbnen AQ^ durcb m und AP 
durcb n. Dann ist die Gleicbung 

von P§, als Verbindungsgerade der Punkte 0\n und m 
(5 — w)£ij — m?/ + == 0, und die Gleicbung von P'^', 

Verbindungslinie von a\n mit m|0, 

nx ^ {a — n^y — mn => 0. 



A P* 


Pig. 36. 


der 


Da bier zwei unbestimmte GrSBen m und n vorbanden sind, so 
kann man vermuten, daB es nicbt moglicb sein werde, sie beide 
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aus diesen zwei Gleicbungen zu eliminieren ; addiert man jedocb 
die beiden Gleicbungen zueinander, so verscbwinden beide Tin- 
bestimmte und man erbalt den Ort hx — ay = 0^ die Gleicbung 
der Diagonale AB des Parallelogramms. 

7) Ein Punkt und zwei feste Geraden sind gegeben; man 
ziebt durcb jenen irgend zwei Geraden und verbindet die Punkte, 
wo diese den festen Geraden begegnen, kreuzweise; Ort des 
Scbnittpunktes dieser Verbindungslinien? 

Wir nebmen die festen Geraden zu Koordinatenacbsen und 
lassen die Gleicbungen der durcb den festen Punkt willkurlicb 
gezogenen Geraden sein 


X 

m 



und 


— 4- 1 


Weil diese Geraden durcb den festen Punkt x^\y^ geben mbssen, 

• 'l/ OCr 

ist aucb — h“=l und— oder durcb Subtraktion 
m n m w 



Die Gleicbungen der Transversalen sind offenbar 

X *U X 

— h = 1 und — 4- = 1 ; sie liefern durcb Subtraktion 

m n m' n ’ 


X 





Aus dieser Gleicbung und der vorber gefundenen lassen sicb 


Tind (— 
\m m) \n 



eliminieren, und wir erbalten dadurcb 


mit x^y + y^ X = 0 die Gleicbung einer Geraden durcb den 
Nullpunkt. 

8) Durcb irgendeinen Punkt Q in der Basis eines Dreiecks 
wird in gegebener Ricbtung eine Gerade von gegebener Lllnge 
so gezogen, daB sie in jenem Punkte balbiert (allgemeiner von 
der Basis in einem gegeben en Verbaltnis geteilt) ist; welcbes ist 
der Ort der Scbnittpunkte der Linien, die die Enden der Geraden 
mit denen der Basis verbinden, wabrend Q die Basis des Dreiecks 
durcblauft ? 


61. Der Grundgedanke der analytiscben Geometrie liegt 
darin, daB jede durcb einen Punkt zu erfiillende geometriscbe 
Bedingung zu einer Gleicbung fubrt, die durcb seine Koorcli- 
naten befriedigt werden muB. Darum ist es sebr wicbtig, daB 
sicb der Anfanger in der Anwendung jener Idee ube, um so 
moglicbst jede geometriscbe Bedingung durcb eine Gleicbung 
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ausdriicken zu lernen. Wir fugea deshalb zur weiteren tTbnng 
eine Anzabl von Aufgaben ilber Orte bei, die auf Gleicbungen 
fiihren, deren Grrad den ersten iibersteigt. Obwobl die Deutung 
solcher Gleichungen erst Gegenstand der spateren Kapitel und des 
weiteren Ausbaues der Wissenscbaft ist, so ist dock die Metbode, 
durcb die man zu diesen Gleicbungen gelangt — und damit 
baben wir es bier allein zu tun — dieselbe, wie in dem 
Falle des geradlinigen Ortes. In der Tat erfabrt man ja erst 
durcb die Aufstellung der Gleicbung des Ortes den Grad der- 
selben und des Problems. Die folgenden Beispiele sind so 
gewablt, daB sie nacb der Reibenfolge ibrer Aufzilblung eine 
analoge Bebandlung gestatten, wie die Aufgaben der vorber- 
gebenden Nummern. In den bei ibnen gegebenen Auflosungen 
ist vorausgesetzt, daB die Acbsen ebenso gewablt sind, wie 
in den entsprechenden fruberen Beispielen. 

B. 1) Der Ort der Spitze eines Dreiecks, wenn die Basis und 
die Quadratsumme der anderen Seiten gegeben sind, ist 

+ 2 /^ = \m^ — c\ 

2) Ebenso, wenn die Basis und die Summe oder Differenz 
der m- und '/^fachen Seitenquadrate bekannt, etwa gleich sind: 

(m ± n) {p? + 2/^) + 2 (m ^ + (m ± == 

3) Aus der Basis und dem Verbal tnis der Seiten. 

4) Aus der Basis und dem Produkt der Tangenten der an 

ihr anliegenden Winkel: 

In diesem und dem folgenden Beispiel sind die Werte der 
Tangenten der Basiswinkel zu benutzen, die in Nr, 48, 2 ge- 
geben sind, 

5) Aus der Basis und dem Winkel an der Spitze oder der 

Summe der Basiswinkel: — 2 cy cot G «=• cl 

6) Aus der Basis und der Differenz der Basiswinkel: 

x^ — + 2xy cot D = cl 

7) Aus der Basis und ftir das Verbaltnis der Basiswinkel 

A : R =* 1 : 2 

3£c® — 2 /^ + 2ca; cl 

8) Aus der Basis und der Beziebung tg 0 ^ mtg JB: 

m (x^ + y^ -- 2c{c x)* 

Salmon-lB'iedIdr; anal, Oeom. d. Kegolsohii. S. Au£l. 


7 
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9) Wie in Nr. 48, 4 ist die Gerade .4P parallel zu OC gezogen, so 
dafi sie z wei Geraden mit den Gleichungen y^mx nnd + 

in Punkten P, sclineidet, nnd der Punkt P ist so bestimmt, 
daB PJL2=:PP.PP' ist. Der Ort von P ist 

mx(m^x + ^0 “ 2/(^^ + + ^0* 


10) BA ist als das barmoniscbe Mittel (Nr. 15, 2) zwiscben 
AB nnd AB^ bestimmt: 2mx(m'x + n') = y(mx + m'a; + ^0* 

11) Der Ort des Punktes, der in einem Dreieck von ge- 
gebenem Winkel an der Spitze nnd von konstanter Flacbe die 
Basis in gegebenen Ycrbaltnissen teilt, ist xy = const. 

12) Bei gegebenem Winkel an der Spitze (o nnd gegebener 
Basis h soil der Punkt die Basis im Verbaltnis n : m teilen: 




2L 


^xycoB (o 
mn 


(m + w)* 


13) Wenn die Basis durch einen festen Pnnkt geht: 


mx’ . 

X ‘ 


ny' 

y 


== m + 


14) Man soli nacb Nr. 48, 8 den Ort von P bestimmen, wenn 

MN konstant ist; + 2xy cos m « const. 

15) Wenn MN durcb einen festen Punkt gebt: 


I y' 

£C 4 “ 2/ cos 00 2/ + a: cos 00 


1 . 


16) Wenn sick eine Gerade um einen festen Punkt drebt und 
wenn sie die Acbsen in den sicb mit der Geraden Sndernden Punkten 
Jf, N trifft, so ist der Ort des Scbnittpunktes der Parallelen zu den 
Acbsen aus M und N 


17) Man soli in Nr. 49, l den Ort von P bestimmen, wenn 
die Gerade GB nicbt zu ALP parallel ist. 

18) Soli der Abscbnitt AB zwiscben den Seiten eines Drei- 
ecks von gegebener Basis in einer gegebenen Geraden konstant 
sein, so ist der Ort der Spitze 


{x'y—xy')(^ — y") — (x" y - zy") (y — y') == c(y-y')(y — y"). 

52. Anfgaben, in denen zu bewelsen ist, daB eine be- 
wegliche Gerade duroh emen. festen Punkt geht. 

Nacb Nr. 44 gebt die Gerade 

(«! + ll^x -f (flj -1- Ttb^y -f ctj -[- fcJs = 0, 
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wo Zj eine unbestimmte GroBe ist, immer durch einen festen 
Punkt, namlich durch den Schnittpunkt der Geraden 
a^x + a^^J + aj « 0, \x + \y + 63 ==: 0. 

Wir entnehmen daraus den Satz: Wenn die GUidnug einer 
Geraden eine imhestimmie Ordfie im ersten Grade entJidlt, so geht 
die Gerade immer durch einen festen PunM, 

B. 1) Wenn in einem Dreieck der Winkel an der Spitze und 
die Summe der reziproken Werte der Seiten gegeben sind, so geht 
die Basis immer durch einen festen Punkt. 

Fiir die Seiten als Achsen ist die Gleichung der Basis 


2. _L 1 

a b 


= 1 , 



£ 

m 


die zu erMlende Bedingung; daher ist die Gleichung der Basis 
CC V V 

— 1 , wo m konstant und a unbestimmt ist; schreiben 

wir dies — (cc — w) + ~ f so erkennen wir, daB die 

Basis stets durch den Schnittpunkt der Geraden x — y = 0 und 
y = m geht, 

2) Die Ecken eines Dreiecks bewegen sich auf drei durch den- 
selben Punkt gehenden festen Geraden 
OA, OB, OG und zwei seiner Seiten 
gehen durch feste Punkte; es ist zu be- 
weisen, daB auch die dritte Seite durch 
einen festen Punkt geht (Pig. 37). 

Wir wahlen die festen Geraden 
OA, OB, in denen sich die Basisecken 
A, B bewegen, zu Achsen y, x, so daB 
die Gerade 00, die die Spitze des Drei- 
ecks durchlauft, eine Gleichung von der 
Form y ^ mx hat, und bezeichnen die Koordinaten der festen 
Drehpunkte 1 und 2 von AG und BG durch x^\y^, x^\y^. Sind 
dann in irgend einer Lage die Koordinaten der Spitze a\ma, so 
ist die Gleichung von AO 

— a)y — ( 7/1 — ma)x + a{y^ — mxf) «= 0. 

Ebenso ist die Gleichung von BG 

~ ^)y ““ — ma)x -f a{y^ — moig) =« 0 . 

Die Liinge des von der Geraden A C bestimmten Abschnittes OA 
wird hiernach durch Substitution von cc =» 0 in die Gleichung der- 



selben gefunden, namlich 




7 
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ebenso die LSnge des Abschnittes OJB fur y^O aus der Gleichung 
von BG als 

o/g — ma 

Daraus ergibt sicb die Gleichung von AB 




Vi - riix^ 


a. 


Da hierin a unbestimmt ist und nur im ersten Grade vor- 
kommt, so geht diese Gerade immer durch einen festen Punkt. Der- 
selbe zeigt sich, indem man die Gleichung in der Form 


2/* 


t/, - mx^ 


-X — 


2/i - mx^ ‘ 


L + i) = o 


schreibt, als der Schnittpunkt der beiden Geraden 


2 *— 2/ = 0, L + i = o. 

3) Man untersuche, ob in der vorigen Aufgabe unter gewissen 
Bedingungen die Basis auch dann noch durch einen festen Punkt 
geht, wenn die Gerade, in der sich die Spitze 0 bewegt, den 
Punkt 0 nicht enthalt. 

Wir behalten die Achsen und die Bezeichnung bei, mit der 
einen notwendigen Abweichung, daB die Gleichung der von der 
Spitze durchlaufenen Geraden durch y ^ mx + n und daher die 
Koordinaten der Spitze in irgend einer Lage durch a\ma n 
ausgedriickt werden. Dann sind die Gleichungen von AG, BO 

{x^-- y -- ma n) X + a {y^ — • mx^ — => 0, 

(fljg — a) 2 / — ( 2/2 “ — w) a; + a (^9 — mx^ — nx^ = 0, 

A a{y,—mx.)--nx. a(ya--mx^)^nx^ 

woraus OA ^ ^ OB = — ^ SL. 

x^— a y^ — ma — n 

Daher ist die Gleichung von AB 

y. — ma^n x, — a 

X 1 ,, 1 

a{yj^ — nixG — nx^ 

Wenn diese Gleichung von Briichen befreit wird, so enthalt 
sie im allgemeinen a im zweiten Grade, und die Basis geht nicht 
durch einen festen Punkt. Wenn aber die Punkte •'^*2 12/2 

in einer durch 0 gehenden Gei'aden y ^ lex liegen, so daB wir 
2 / 2 =>^aj 2 und y^=:hx^ einsetzen kbnnen, so wird die Gleichung 


x^ 


x^ •— d 


a{k ^ wi) — 


die a nur im ersten Grade enthalt und somit eine durch einen 
festen Punkt gehende Gerade darstellt. 
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4) Jede Gerade, die so bestimmt wird, daJB die Produkte 
aus gewissen Konstanten und den Abstanden einer Anzabl fester 
Punkte iCj I Geraden die Summe Null geben, 

gebt durcb einen festen Punkt. 

1st die Gleicbung der Geraden x cos a + 2 / sin o; — ^ 0, 

so ist die von x^ | auf sie gefallte Normals von der LSnge 
x^ cos Of + 2 /i sin o: — p , und die Bedingungen liefern 

(x^ cos a + 2 /i sin — jp) + (x^ cos cc + sin. a — p) 

+ (iCg cos a + 2/3 sin a — + • • • — 0 . 

Unter Benutzung der Bezeicbnung Xj) fiir die algebraiscbe 
Summe der mx^ d. b. fiir + mg rUg + • • • und in gleicber Art 

fur m^y^ + , ^(wj) fur m^-\ 

konnen wir diese Gleicbung scbreiben 

£ (%aJi) cos cu + 2? sin cc — pH (m^) =« 0. 

Indem wir in die urspriinglicbe Gleicbung den bieraus erbaltenen 
Wert von p einsetzen, erbalten wir fiir die Gleicbung der be- 
weglicben Geraden 

x£(mj) cos a + y£(m^) Bincc'—£(m^x^) cosa— 2 J(mj 2 /i) sina = 0 
Oder x£(m^) — £(m^x^) + [2/27 (mj — 27 (m^ 2 / 1 )] tg 0 ; => 0. 

Da diese Gleicbung die unbestimmte Gr5Be tg a im ersten 
Grade entbalt, so gebt die durcb sie ausgedriickte Gerade durcb 
den festen Punkt, den die Gleicbungen 

x£(m^) — 27(mirri) «= 0, y£{m^) — 27(mj2/i) = 0 

bestimmen, d, b. durcb den Punkt 

+ m, -| ’ ^ -| 

Dieser wird oft als das Zentrum der mittleren Entfernungen 
der gegebenen Punkte bezeicbnet, er ist der ' der ge- 

gebenen Punkte, wenn die Koeffizienten m die denselben beigelegten 
Massen bedeuten. 

53. Entbalt die Gleicbung einer Geraden die Koordinaten 
irgend eines Punktes im ersten Grade, so wie 
(a^x' + a^y' + a^)x + {hix'+h^^J + l^y + {c^co' + Cj?/' + Cj) <= 0, 
SO gebt diese Gerade immer durcb einen festen Punkt, wenn 
der Punkt x'\y^ sicb selbst auf einer Geraden 

^ 0 

bewegt; denn dann kann mit Hilfe dieser Beziebung x^ aus der 
gegebenen Gleicbung eliminiert werden, und die unbestimmte 
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GroBe verbleibt im ersten Grade in derselben, die Gerade 
gebt also (Nr. 52) durcb einen festen Punkt. 

Daraus entspringt der Satz: Sind die Koeffimenten 
a, 2 p der Qleichung a^x + a^y + durch die Bemhung 

'kia^+\a^ + 'k^a^=^0 'uerhmdeny in der \ Konstanten 

sindf wdhrend verdnderlich gedacM 'leerden, so gelit 

die durch diese Gleichung dargestellte Gerade immer durch einen 
festen Punht. 

Denn durcb Elimination von % zwiscben beiden Gleicbungen 
erbalten wir 

{\x - - h)«'2 = Oj 

die Gleichung einer Geraden durch den Punkt 

54. Das Teilverbaltnis des Punktes, in dem die Ver- 
bindungsgerade der Punkte x^\y^, Geraden 

a^x + a^y + aQ = 0 gescknitten wird, finden wir nacb einer 
Metbode, die wir oft anwenden werden, nm den Punkt zu 
bestimmen, in dem die Verbindungsgerade zweier gegebenen 
Punkte durcb einen gegebenen Ort gescbnitten wird. 

Nacb Nr. 14 sind die Koordinaten eines Punktes in der 
Verbindungsgeraden der Punkte x^\y^, immer durcb 

^ y = darstellhar, und wir konnen 

das Verbaltnis n^in^^ in dem dieselbe durcb den gegebenen 
Ort geteilt wird, als eine unbekannte GroBe anseben, die sicb 
aus der Bedingung bestimmt, daB die eben gescbriebenen 
Koordinaten der Gleicbung des Ortes geniigen miissen. 

So baben wir im gegenwartigen Palle 


a I f. Vi + ^Vi , ^ A 


also 


( 1 ) 1 / ^ + + 

^8 "t" 2/* 4” % 

woraus sicb die Koordinaten des gesuchten Punktes ergeben. 

Der Wert i^xv^n^in^ sagt geometrisch aus, daB das 
Verbaltnis, in dem die Verbindungslinie von x^ \ y^ und x.^ \ y^ 
gescbnitten wird, dem Verbaltnis der Abstande dieaer Punkte 
von d er gegeben en Geraden gleicb ist; denn diese Abstande sind, 
mit 1 /^ 1 ^ -f multipliziert, Zabler und Nenner des Brucbes. 
Vgl. Nr. 42 und 43. 
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Das Minuszeichen in dem vorher gefundenen Werte ent- 
springt darauB, dafi in dem Falle des inneren SchnitteS; dem 
(Nr. 14) das Pluszeichen 
von n^:n^ entspricht, die 
Normalen auf entgegen- 
gesetzten Seiten der ge- 
gebenen Geraden liegen, 
daher (Nr. 42) als von 
entgegengesetzten Zeichen 
angesehen werden miissen. 

B. l) Wenn eine Ge- 
rade die Seiten eines Dreiecks BO, GA, AB in den Punkten 
L, N sohneidet (Fig. 38), so ist 

BL‘CM-AN 

LO-MA-NB^ 

Sind die Koordinaten der Ecken ^ 2 1 2/2) ^sl^/s? so 

haben wir 

LC' ^»ii»8 + <^22/8 + «s ’ MA"^ + % ’ 

AN _ __ 

NB %^2 + a22/2 + «'s’ 
nnd die Walirheit des Satzes ist offenbar. 

2) Wenn die Verbindungsgeraden eines Punktes 0 mit den 
Ecken eines Dreiecks die Gegenseiten BO, CA, AB bez. in 
Punkten D, JB, F schneiden, so ist 

BDGJi}-AF_ 

DG EA^FB^ 

Sind die Ecken x^\y^, angenommene 

Punkt I y^, so folgt 

BB ^ (yg - yj + (y^ - yi) + x^ {y, - t/^) ^ 

JJG ^ x,^ (y^ - yjj) + (yg ~ yj + (y^ - yj 

OF ^ x^ (7/3 - yj + a;, (y^ - y^) + ( 2/2 - 2/a) ^ 

¥A (y, - y,) + if, (y .4 -yG + x^ (y^ - y,) 

^ ( 2/4 ~ yG + ^4 (2/a - 2 / 1 ) + (2/t - 2 / 4 ) ^ 

j5 iCj (y^ - yj + ajj (y^ - y*) + x^ ty* ~ yG 

und die Wahrbeit des Satzes ist offenbar. 

55. Polarkoordinaten. Es ist im allgemeinen niitzlich, 
diese Metbode anzuwenden, wenn die Aufgabe verlangt, den 
Ort der Endpunkte von geraden Strecken zu finden, die nacb 
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einem gegebenen Gresetz durcb einen festen Punkt gezogeu 
sind. Die folgenden Aufgaben 1 — 4 fxibren auf geradlinige 
Orte, 5—8 auf Orte boberer Ordnungen. 

B. 1) A und B sind zwei feste Punkte; 
durcb B wird eine Gerade gezogen, von A 
ein Lot AP darauf gefallt und dasselbe so 
verlangert, daB das Recbteck AP-AQ kon- 
stant=7c* bleibt. Ort desPunktes Q? (Fig. 39.) 
Wir nebnaen A zum Pol und AB zur 
I’lg. 39. festen Acbse, so daB AQ der durcb r zu be- 

zeicbnende Vektor und der Winkel BAQ=^ O' ist; die Aufgabe for- 
dert, die zwiscben r und ^ bestebende Gleicbung zu finden. Wir 
setzen AB == c und baben AP «= c • cos 'd-; wegen AP • — 7c® 

ist alsdann 



TC cos '9' = Tj®, Oder r cos ^ • 





Dies ist (Nr. 47) die Gleicbung einer Normalen zu AB^ die vom 
Pol A den Abstand : c hat. 

2) Von einem Dreieck, dessen Winkel 
gegeben sind, ist eine der Ecken A fest, die 
zweite B bewegt sicb iSngs einer festen 
Geraden, man soli den Ort der dritten 
finden (Fig. 40). 

Wir nebmen die feste Ecke A zum 
Pol und das von A auf die feste Gerade 
gefallte Lot AP zur Acbse, so daB AC =* r, 
^ PAC = -O’ ist. 

Da die Winkel des Dreiecks ABC ge- 
geben sind, so stebt AJB in eiuem festen 
Verbaltnis zu AG, d. b. AB=>m-AC und 
^ PAB = <9 — a; aber man bat AJP == AB • cos PAB^ d. b. 
mit AP= a, mr cos (9 — a) = a, also (Nr. 47) die Gleicbung 
einer Geraden, die mit der gegebenen einen Winkel cc bildet und 
vom Pol A um die Strecke a : m entfernt ist. 

3) In einem Dreieck ist die 
Basis und die Summe m der 
beiden anderen Seiten gegeben; 
in einem Endpunkt B der Basis 
erricbtet man auf der anliegenden 
Seite BG ein Lot und verlangt, 
den Ort des Punktes P zu fin- 
den, wo dieses veranderlicbe Lot 
von der auBeren Halbierungslinie CP des Winkels an der Spitze 
getroffen wird (Fig. 41). 



Pig. 41, 
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Indem wir den Punkt B znm Pol waklen, wird BB der 
Vektor r und dnrch Wakl der verlangerten Basis zur festen Achse 
wird der Winkel JDBJP ^ 'O’, und die Aufgabe verlangt nun, r durch 
d' auszudriicken. Wir bezeicknen die Seiten und die Gegenwinkel 
des Dreiecks durch a, o, A, J?, (7; dann ist offenbar 
B (7P~ — und aus dena Dreieck JPCB folgt a = r tg 0. 
Wenn wir a und tg ^ 0 durch d' ausdriicken konnen, so ist die 
Aufgabe gelost. Aus dem Dreieck ABC ist &®=»a^+c^--2accosP; 
hier kann fiir 1) eingesetzt werden m — a und ist cos P *= sin -O’; 
daher 

— 2 am + + c® --- 2 ac sin <9* 


und 


2 {m — c sin -9) 
h sin C 


Ferner ist identisch tg C 

° 2 & (1 + cos G) 

Aber & sin 0= c sinP = o cos 'd*; & cos C == a - 

1 J. 1 n ^ cos ^ 

also tg 0 r— 

^2 m — c sin 9’ 


■ccosP = a“-csin^; 


Nun setzen wir die eben fur a und tg <7 gefundenen Werte 

2 


in die Gleicbung a = r tg ~ 0 ein und erbalten 


w* - 


rc cos -d* 


Oder r QOS d' 


m 




^ / • A\ ^ * V/\AV-/X i WV/tJ ’V ^ ^ 

2 (m — c sm '9) wi — c sin 9- 2 c 

Der Ort ist demnacb eine Normale zur Basis des Dreiecks, 


in dem Abstande 


2c 


vom Punkte B. 


Zu weiterer tJbung untersucbe man den Ort, der bei gegebener 
Differenz der Seiten durcb die innere Halbierungslinie des Winkels 
an der Spitze bestimmt wird. 

4) Gegeben sind n feste Geraden und ein fester Punkt 0; 
wenn man durcb diesen irgend einen Yektor ziebt, der diese Ge- 
raden in Punkten Pg, B^j ... Bn scbneidet, und in ibm 
einen Punkt B so bestimmt, daB OB das barmoniscbe Mittel aller 
dieser Vektoren oder 

n 1.1,1. .1 


OB 


+ 


+ 


OPi ^ OjB, ^ OB, 


+ ... + 


OB^ 


ist, so soil man den Ort von B bestimmen. 

Wenn die Gleicbungen der Geraden durcb 
r cos ('O' — a) r cos (^9' — jS) ^ (^9’ — y) == p^^ usw. 

dargestellt werden, so ist die Gleicbung des Ortes offenbar 
n C0S(9’— a) , cos(9’ — /5) , cos(9’ — y) , 

oe» “T" ■ ' ■ "T— * * * i 

r Pi Pi Pi 

nach Nr. 47 die Gleiohung einer Geraden. Der hierin enthaltene 
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Satz ist nur ein besonderer Fall eines weit allgemeineren, den wir 
spater beweisen werden. 

5) Samtlicbe Punkte P einer festen Geraden MB mit der 
^ Gleichung r cos '9’ = m werden durob Vektoren OP 
g' mit dem Pol 0 yerbunden und alsdann tragt man 
von P aus auf jeder dieser Yerbindungslinien 
nacb beiden Seiten eine konstante Lange 
\BQ' \ = \ ^ d ab. Man soil den Ort der 

Punkte sowie den Ort der Punkte 

Fig. 42. finden (Fig. 42). 

Nacb der Voraussetzung ist OP — ^Iso 

in recbtwinklige Koordinaten ubertragen gibt dies 
(x — my(x^ + y^) =* d^x^. 


Wie man siebt, entspricbt jedem der beiden durcb die Gesamt- 
beit der Punkte bzw. Q” gebildeten Kurvenzuge bei Polar- 
koordinaten eine besondere Gleicbung, wabrend nacb Einfiibrung 
recbtwinkliger Koordinaten beide Kurvenziige zusammen durcb 
eine einzige Gleicbung dargestellt werden. Die Punkte <3^ ^^.nd 
erftillen eine Kurye yierter Ordnung, die sog. Konclioide des 
NiJcomedes, 

6) Ort yon und wenn P irgend einen durcb seine 
Polargleicbung r ^ (p gegebenen Ort duroblauft. 

Da nacb der Voraussetzung OP in Funktion von & bestimmt 
ist und OP der um d vermindei’te oder yermebrte Eadiusvektor r 
des Ortes ist, so baben wir in die gegebene Gleicbung nur r + d 
fiir r zu substituieren: 

r If d ^ g) (d'). 

7) Wenn OP so weit verlangert wird, daB OQ ~ 2 • OP 
ist (Fig. 43), so ist OP die Halfte von dem r des Ortes ; und 

man bat an Stelle von r in die 
p gegebene Gleicbung I r einzu- 
, setzen. 

8) Wird der Winkel MOP 
pr balbiert und in der Halbierungs- 

Fig. 44 . Strecke OP' ab- 

getragen, so daB OP'^=»m-OP 
ist, so soil der Ort von P' gefunden werden unter der Yoraus- 
setzung, daB P die Gerade MP (Fig. 44) bescbreibt. Da nun 
JfOP das Doppelte vom ^ des Ortes ist, so bat man 

cos 2 ^’ Gleicbung des Ortes ist cos 2 'O — 



Fig. 48. 
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56. Offenbar kann aucb eine Gleichung hoheren Grades 
gerade Linien darstellen, namlicb dann und nur dann (Nr. 28); 
wenn ibre linke Seite in lauter Faktoren vom ersten Grade 
zerlegt werden kann. Wir konnen jederzeit solcbe Gleichungen 
^ten Grades bilden, indem wir n lineare Gleicbungen Seite 
fiir Seite miteinander mnltiplizieren. Dagegen ist es ans einer 
vorgelegten Gleichung nicht ohne weitere Kriterien erkennbar; 
ob die durch sie dargestellte Kurve zerfallt. Wir betrachten 
hier nur den Fall, wo sie in Geraden zerfallt; die uberdies 
durch einen Punkt gehen. Derselbe muB dann als ein nfacher 
Punlot der serfallenden Kurve Ordnung bezeichnet werden 
(Nr. 27); denn fur seine Koordinaten verschwindet jeder der 
n Faktoren der linken Seite. Eine Jiomogene Gleichung 
Grades mischen mei Verdnderlichen stelU n Geraden dar, die 
durch einen Bunld gehen, Denn ist diese Gleichung 
(2) — . • • ± = 0, 
so erhalten wir durch Division mifc 




eine Gleichung, die durch Auflosuug n Werte fiir — liefert; 
bezeichnen wir dieselben durch a, 1), c . . ., so kann die ur- 
spriingliche Gleichung in die Faktoren zerlegt werden 
(y — ax) (y — hx) {y -- cx) • • • ^ 0. 

Sie stellt also w Geraden dar 

y — ax ^ Oj y — tic =» 0; . . .; 
die alle durch den Anfangspunkt der Koordinaten gehen. 

Eine allgemeinere Form der Gleichung erhalten wir durch 
KoordinatentransformatioU; die etwa a | h zum Nullpunkt 
macht. Kann daher eine Gleichung n^^'°- Grades auf die Form 
gebracht werden 

(?/ ‘—h)^’-p(x-- a) (y — + q(x — a)^ (y — 6)”"“^ — ••• 

±t(x-aY==^0, 

so bestimmt sie n Geraden durch den Punkt a \ h. 

B. 1) Der durch die Gleichung a;y ==» 0 dargestellte Ort 
besteht aus den beiden Koordinatenachsen, weil der Gleichung 
durch jede der beiden Voraussetzungen a; » 0, y = 0 geniigt wird. 
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2) Der durch ^ 0 dargestellte Ort wird von den 

Halbiemngslinien der Acbsenwinkel x ^0 gebildet (Nr. 43). 

3) Die Gleichiing x^ — hxy+%y^^O stellt die beiden 
Geraden a; — 2?/ — 0, x — ^y = 0 dar. 

4) Der durch a;® — 2 aji/ sec ^ + 2 /^ = 0 dargestellte Ort ist 

® = 2/ tg (J ± 

6) Welche Geraden sind ausgedrlickt durch 
— 2 xy tg O' y^ == 09 
6) Welche Geraden bestimmt 

x^ — Ox^y + llxy^ — ^y^ =* 0 ? 

57. Geradenpaar. Wenn eine Gleichnng zweiten Grades 
zwei gerade Linien oder ein Geradenpaar darstellt, so miiB 
sie durch Koordinatentransformation auf die homogene Form 

(3) Ax^ + 2 Bxy + Cy^ ==» 0 

gebracht werden konnen. Sie stellt in der Tat die beiden 
Geraden 

y — %a7 = 0, y — m^x = 0 

dar, wenn die Wurzeln der quadratischen Gleichnng 

sind 

Oder also % + ^2 = — 2 == 

Bei reellen Koeffizienten der quadratischen Gleichnng sind 
diese Wurzeln entweder reell und verschieden, reell und 
gleich Oder konjugiert komplex, je nachdem die Diskriminante 

(4) - AC ^OiBt 

Im ersten Falle stellt die gegebene Gleichnng ein Paar 
reeller Geraden durch den NuUpunkt dar, deren Richtungs- 
koeffizienten sind. Ist zweitens die linke Seite der 

Gleichnng ein vollstandiges Quadrat, so sagen wir, urn den 
Sprachgebrauch der Geometrie dem der Algebra anzupassen, 
die Gleichnng stelle zwei zusammenfallende Geraden dar und nicht 
nur eine Gerade schlechthin. Sind drittens die Wurzeln komplex, 
so geniigen der Gleichnng keine anderen reellen Koordinaten 
als oj = 0, «/ = 0, sie stellt also einen Ort dar, der auBer dem 
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Nullpunkte nur imaginare Punkte entkalt. Wollen wir in 
tJbereinstimmung mit der Ausdrucksweise der Algebra bleiben, 
so mussen wir in der Tat in die Betrachtung auch imaginare 
Geraden aufnehmen und konnen dann sagen: Eine reelle qua- 
dratisclie liomogene Gleichung mitnegativerDislcriminantedefiniert 
ein Paar honjugiert imagindrer Om'aden mit dem NullpunM als 
reellem Schnittpunlct Oder Trdger, 

Wir deuten nun allgemein eine in x •— a, y — I homogene 
guadratische Gleichung als ein Geradenpaar mit dem JDoppel- 
punlct a I h, Ohne Annabme dieses einheitlicben Sprack- 
gebraucks der Algebra wiirde in vielen F'allen die Einfackkeit 
und Strenge des Ausdrucks und mancke wicktige Analogie 
verloren geken mussen. Diese Ausdrucksweise reickt wirklick 
auck aus, urn der komogenen Gleickung Grades die Deutung 
als n Geraden durck einen Punkt zu sickern^ da jede reelle 
Gleickung in reelle Paktoren ersten und zweiten Grades zer- 
legt werden kann. XJberkaupt ist kervorzukeben, da6 weiterkin 
keine Gleickungen kokeren Grades mit komplexen Koeffizienten 
beriicksicktigt werden, dafi dagegen infolge des eben erwaknten 
TJmstandes bei den linearen Gleickungen neben den reellen 
auch die komplexen zur Geltung kommen mussen. 

58, Winkel S des G-eradenpaares. Wenn die Gleickung (3) 
auf die Form C{y — m^ x) (y — m^x) = 0 gebrackt ist und reckt- 
winklige Koordinaten vorausgesetzt werden, so gilt nack (15) in 
Nr. 36 fiir den Richtungsuntersckied 6 der beiden Geraden m^^m^ 
tg d =» ± ■ Da nun aber nack Nr. 57 m. + m^ und 

m^m^ bekannt sind, also 

2 / 

mjL ■“ m^ =» K 0% + 4^1 ^2 == — AO 


ist, so folgt zur Bestimmung von d aus den Koeffizienten der 
quadratischen Gleickung 


( 5 ) 


tg (J = ± 2 


*) 


’•*) Fiir scMefe Achsen ergibt sioh in dereelbon Weise die Fonnel 
tg <5^ “ i 2 - sm 0 . 


A + 0 — 2jB cos o 
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Insbesondere schneiden sich die leiden Oeraden recMwinldig 
Oder hilden ein JRecMwinTcelpaar, wenn A C 0 istp also die 
OleicJmng des jPaares die lorm hat 

x^+ 2lxy — 0 ; 

welches auch der Wert von h sei. 

Die Formel (5) dient auch als Definition des Winkels 
zwischen konjugiert imaginaren Geraden, und zwar zeigt sie 
denselben als rein imaginar an (Nr. 46), da i (J. + G) tg 6 
gleich der Quadratwurzel aus der im vorliegenden Falle nega- 
tiven Diskriminante ist. Insbesondere schlieJBt das Geradenpaar 
x^ + y^^O wegen tgd==±i einen ganz unbestimmten ima- 
ginaren Winkel ein. 

B. Die Winkel in den Geradenpaaren 
x^+ xy — = 0 bez, x^ ^ 2xy sec d' + y^ 0 sind 

und -t-tc bez. und tc — '9*. 

59. Das Paar der Winkelhalbierenden ist stets reell. 
Bezeichnet man unter den Voraussetzungen der vorigen Nuramer 
durch y -- yx^O die Gleichung einer Halbierungslinie des 
Winkels d, so bestimmt sich der Richtungskoeffizient yu durch 
die Bemerkung, daB er die Tangente eines Winkels ist, der 
gleich der halben Summe der zu % gehorigen Neigungs- 
winkel sein soli. Aus 


2 arc tg /X == arc tg + arc tg 
folgt somit — - — ^ 

o 1 — ft* 1 — ^2 A — u 

oder ^ — 1 = 0- 

Die Wurzeln dieser quadratischen Gleichung sind die 

Richtungskoeffizienten der inneren und der auBeren Halbierungs- 
linie des Winkels 8 (Nr. 43). Indem wir also in die Gleichung 
fur [I seinen Wert y : x einsetzen, erhalten wir die Gleichung 
des Paares der Winkelhalbierenden 


(6) 2/® + — a:* = 0. 

Man erhalt dieselbe auch, wenn man zu y — «=» 0, 

y — m^x nach Nr. 43 die Gleichungen der beiden Winkel- 
halbierenden bildet und sie miteinander multipliziert. 
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Die Diskriminante 1 der Gleickung (6) ist stets 

positiv, worauB hervorgelit, daB ein Paar von imagindren Ge^ 
raden reeUe WinTcelhalhierende hat. Die Form der Gleichung 
(6) zeigt (Nr. 68), daB die beiden Halbierungslinien recbt- 
winklig zueinander sind. Fur £ — 0 reduziert sicb die Gleicbung 
B{y^-x^) + (A-^C)xy^0 

auf xy = 0, d. h. alle Geradenpaare Ax^+ Gy^^ 0 haben die 
Acbsen zu Winkelbalbierenden. Ist jedoch auBerdem A ^ G 
so wird vollig unbestimmt, d. b. jedes Eeclitwinlcelpaar Icann 
als ein Paar von Winl^elhalhierenden des imagindren Qeraden- 
paares x^+ y^=0 angesehen werden. 

60. Die Bedingung barmonischer Lage der Geradenpaare 
Ax^+ 2Bxy + 0, A^x^+ 2B^xy + G'y^^ 0 

lautet J.C" + A^G — 2BB^ = 0. 


Gehoren zu den Geraden der beiden Paare die Eicbtungs- 
koeffizienten m\^ so mGssen sicb die Geraden 

2 / — = y — m\x^() in der Form darstellen lassen 
(Nr. 43 und 44): 


y — m^x + h {y — m^x) = 0, y — m^x ^Tz{y — m.^x) = 0, 
wenn sie zu y m^x = 0, y -- m^x^O barmoniscb sein 
sollen. Hieraus folgt 


m' 


wii + 

■'T+F"^ 




’nrFF“ 


und durcb Elimination von 7c erbalt man die Bedingung barmo- 
niscber Lage, ausgedriickt in den Ricbtungskoeffizienten: 


(m^ — • m\) (m^ — m\) + (m^ — m\) (m^ — m'^) == 0 oder 
(7) + m\m\ - A {m^ + Wj) {m\ + m'j) = 0; 


dies ist aber mit der zuTor angegebenen Form identischi wegen 


4 - 


B 


A 


m\ + m\ 


m\7n 


f 

2 C' * 


~2 

Verbinden wir damit die Bedingung J.' + C' « 0, so 
folgt B' :G^ ^ (A — G):2B, d. b. zu einem gegelenen Geraden- 
paar gilt es nur ein harmonisches Bechtwinlelpaar, das Paar 
seiner WinMhalUerenden (Nr. 59). 
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Von grofier Wichtigkeit ist die Einsiclit; daB die Koeffi- 
zientenbedingung der harmoniscben Lage fur Punktepaare 
(Nr. 16) und Geradenpaare identisch ist. 

Diese gebt geradezu in jene liber, wenn wir eine Ko- 
ordinate konstant setzen, z. B. driickt AC' -}- A' C = 2J5JS' 
fur y « A zugleich die harmoniscbe Lage der Punktepaare 
Ax^ -h 2BTzx + Ch^ = 0, A'x^ + 2B'lcx 4- C'h^ = 0 aus. Dies 
gibt aber, da jede beliebige Gerade in ?/ — 7c = 0 transformiert 
werden kann, den sehr wichtigen FundamentalsaU : Jede Ge- 
rade sdlineidet mei harmonische Geradenpaare in harmonischen 
Punictepaaren; und umgekehrt hilden die Verbindiingslinien der 
Punkte zweier harmonischen Paare mit einem heliebigen Punkte 
der Ebene zwei harmonische Strahle^ipaare. 

4: Diese tFbereinstimmung begriindet aucb die Analogie 
in der Darstellung des Imaginaren. Soli namlicb das erste 
Geradenpaar zugleicb zu einem dritten.4'^ij?^ + 2B"xy -f C"y ^ « 0 
harmonisch, also auch AC" + A" G — 2JBB" ^ 0 so 
lassen die beiden Bedingungen nur eine gemeinsame Losung zu 
A:B-.G^{A'B"-^ A" B ') : | (A' C" - A" C')x{B'C"^ B" C'\ 
wie in Nr. 16 und 17. Zu zwei gegebenen Geradenpaaren mit 
demselben Doppelpunkt ist also unzweideutig ein gemeinsames 
harmonisches Paar bestimmt, aucb dann, wenn dieses imaginar 
ist (Nr. 16 und 17). 

*61. Absolute Richtungen. Von ganz bervorragender 
Bedeutung sind die imaginaren Geradenpaare 

( 8 ) + 

Jeder Punkt a\b ist der Doppelpunkt eines derselben, und 
zwar wird dasselbe offenbar gebildet von den durcb ibn ge- 
zogenen Parallelen zu den Geraden des Paares am Nullpunkt 

(9) x^ + ^0 Oder x±:iy ^ 0. 

Es gibt also in der Ebene zwei ausgezeicbnete iraaginiire 
Ricbtungen (Nr. 31), die den mit ■+ = 0 gleichgericliteten 

Geradenpaaren angeboren und burz die imaginaren dhsoluten 
(isotropen) Eichtungen beifien sollen. In der Tat sind sie bei 
alien Koordinatentransformationen, also auch (Nr. 13) hei alien 
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Bewegungm der Ebene in sich unverdnderlich oder absolute denn 
es ist 

{x cos '9’ — y sin sin -O’ + y cos 

Dies ist nur moglicli, wenn der Winlcel irgend einer Oeraden 
der Ebene mit einer Geraden absoluter Richtung imbestimmt ist, 
und in der Tat ergibt die Pormel (15) in Nr. 36 stets tg d => ± i 
(Nr. 46). Gleicliwohl rniissen wir die Geraden von den Rich- 
tungskoeffizienten ± i als bestimmte Geraden auffassen, da sie 
durcb bestimmte Gleicbungen gegeben sind, nur lassen sie sich 
nicht durch gemessene Winkel angeben. 

Ferner geht die Bedingung harmonischer Lage eines 
Geradenpaares Ax^ + 2Bxy + Cy^ == 0 mit x^ + y^^0 (Nr. 60) 
Tiber in A + 0 0, d. h. in die Orthogonalitatsbedingung 

(Nr. 58). Hieraus folgt: Wenn zwei Geraden in bemg auf die 
durch ihren SchnittpunJct gehenden Geraden der absoluten Rich- 
tungen Iconjugiert harmonisch sind^ so Bind sie meinander recht- 
winldig (vgl. Nr. 59 am SchluB). Und umgekehrt ist em Geraden- 
paar der absoluten Richtungen definierbar als das gemeinsame 
harmoniscJie m irgend mei RecMwinhelpaaren^ die denselben 
EoppelpunH hahen.^^ Eine besondere Folgerung aus dem ersten 
Satz ist die, daB jede Gerade absoluter Richtung m sich selbst 
rechtwinJdig ist, wie aucli die Orthogonalitatsbedingung in 
Nr. 36 (SchluB) == - — ftir == =» ± i bestatigt. 

tJberhaupt ergibt die Anwendung unserer metrischen 
Formeln auf x ± iy ^ 0 scheinbare Widerspruche. Jeder 
Punkt einer dieser Geraden hat stets den Vektor Yx^ + y^ 
^y(x + iy) {x iy) =* 0, Somit haben iiberhaupt alle in 
einer Geraden absoluter Richtung gemessenen StrecJcen die Lange 
Null; infolgedessen fiihren sie auch bisweilen den Namen: Ge- 
raden ohne Lange oder Minimalgeraden. 

Von einer Geraden absoluter Richtung hat jeder PunU der 
EbenCj der nicht in der Geraden liegt, unendlich grolien Absftand. 
Denn in der Abstandsformel (31) in Nr. 42 enthalt der Nenner 

*•*) Man bestatigt dies direkt in der Endformel der vorbergebenden 
Nummer, denn im Falle + + ergibt diese Formel 

Salmon-S’iodlor; anal. Qeom. d. KegeUohn. 8. Anfl. g 
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die Wurzel ans der Quadratsuinme der Koeffizienten yon x nnd y 
in der Gleichung der Geraden, nnd diese Summe ist unter 
nnserer Annabme 1 + In der Tat kann das Lot, das 

yon dem Punkte auf die Gerade absoluter Richtnng gefallt 
wird, keine endlicke Lange haben, denn die parallelen Geraden 
dieser Richtung sind aucb zueinander recbtwinklig. Ebenso 
erklart sich das erste Paradoxon, da dock die Entfemnng 
zweier Punkte einer solcben Geraden zugleicb den senkrechten 
Abstand jedes der Punkte yon der Geraden bedeutet und 
deswegen Null sein muB (Nr. 42). Diese scheinbaren Wider- 
spriicbe, die der Anblick metrischer Pormeln sofort dem Leser 
aufdrangt, sobald er die yorkommenden GroBen aucb komplexer 
Werte fabig denkt, erbalten so aus jener Definition der ab- 
soluten Ricbtungen durcb Recbtwinkelpaare ibre Losungen. 

62. Bedingung, unter der die allgemeine Gleiclinng 
des zweiten Grades ein Geradenpaar darstellt. Die all- 
gemeine Gleicbung zweiten Grades schreiben wir 

(10) -f ^a^<iXy •+ aggJ/* + + ^<hzy + %3 == 0. 

Ordnen wir sie an in der Form 

2 (^ 123 / + a^^x + (aggj/®-!- 2 % 7 / + ^33)== 0 

und losen sie nacb x auf, so ergeben sicb im Palle ^ 0 
die Wurzeln 

a^^x-=- (a^^y + ± 

«11^32)y" + 2(ai2»13 «11^23)y + (^13^- <^11 ^s)}' 

Diese Werte yon x konnen nur dann auf die Form 
X «=» my -f n reduziert werden, wenn die GroBe unter dem 
Wurzelzeicben ein yollstandiges Quadrat ist. Dies ist bekannt- 
licb allein der Pall, wenn man bat 

(^12* %1%3) (^33^ ^11^33) (^32^13 ^13 0. 

Die Ausfubrung der angedeuteten Operationen liefert nacb 
einer Diyision durcb 

(11) ^11 <3522 ^38 4“ 2 0523 <35^3 (Zj 2 ^11 <^23^ ^22^13^ — ^33^32^“ ^ 

als die Bedingung, unter der die allgemeine Gleicbung des 
zweiten Grades zwei Geraden darstellt. 
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Die Bedingung (11) lafit sicli mit Hilfe einer Deter- 
minante dritten Grades in der Form 

^11 ^12 ^18 

(12) A. rrrr 65 j2 ^23 ~ ^ 

^13 ^23 ^83 

schreiben, und wenn man verabredet, da6 ajd dieselbe GroBe 
sein soil wie laBt sicb (12) durcb 

^12 ^13 

(12 a) A ~ agi Ogg a^s == 0 

^31 ^32 %S 

ersetzen, wo nun bei jedem Element aa der erste Index die 
Zeile, der zweite die Spalte anzeigt, in der das Element stebt. 

Man nennt die linke Seite von (11) oder die Deter- 
minante (12) die Dishriminante A der Gleicbung zweiten 
Grades (10). Unter der Bedingung, da/3 die Dishriminante A 
verschwindet, stellt die Qleidmng meiten Grades eine Berfallende 
Kurve metier Ordnung dar, die einen JDoppelpunkt besitd, d. Ji, 
ein Geradenpaar. 

Die vorstebende Ableitung der Bedingung (11) setzt 
allerdingSj wie scbon bemerkt wurde, voraus; ist 

= 0 und ^ 0, so lost man die Gleicbung (10) nicbt nacb 
X, sondern nacb y auf ^ verfabrt analog wie im PaUe ^ 0 
und gelangt alsdann wieder zu der Bedingung, die sicb aus (11) 
far = 0 ergibt. Ist jedocb = a^^ =» 0, so muB man 
einen anderen Weg einschlagen, um die Bedingung far ein 
Geradenpaar zu erbalten. In diesem Fall reduziert sicb die 
Gleicbung (10) auf 

(13) 2a^^xy + 2a^^x + 2a2^y + agg = 0, 


und bier setzen wir ^ 0 voraus, denn im Palle « 0 
wurde die Gleicbung (13) uberbaupt nicbt mebr vom zweiten 
Grade sein. Man kann nun (13) in der Form 


A 


{a^^x + o-ag^ (^12 2/ + ^is) 


^ ^88 ^18 * ^ Q 


scbreiben, wo der Zabler •— des letzten Gliedes 

genau der Ausdruck ist, in den die Diskriminante (11) im Falle 
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=■ 0 ilbergelit. Verseliwindet dieser Ausdioick, so 
zerfallt die durcb. (13) dargestellte Kurve in die Geraden 

+ ^23 0 + ^13 = 0 * 

B. 1) Die Gleicbung - bxy + 4:if + x + 2y -- 2 ^ 0 
zer^llt in die Gleicbungen der Geraden 

— ?/ — 1 = 0 , X — Ay + 2 0. 

2) Stellt die Gleicliung 

{ax + §y — ry = {a^ + r^) {x^ + y^ - r^) 

zwei Geraden dar und welche? 

3) Die Gleicliung 

— xy ’A' y^'-x — y + l=^0 
stellt die imaginaren Geraden 

x + Oy + d^^O, x + dhj + e=^0, 
dar, wo d — — y±Yl/3 eine der beiden imaginiiren Kubik- 
wurzeln der Einbeit ist. 

4 ) Man soli die GroBe so bestimmen, daB die Gleicbung 

x^ + 2a^^xy + y^ -- 7y + 0 zwei Geraden darstelli 

Indem man die Werte der Koeffizienten in die allgemeine 
Bedingungsgleiobung (11) einsetzt, erbalt man ftir <^ 3^2 die quadra- 
tiscbe Gleicbung 12 ai 2 ^ — =® 0, aus der fiir die 

Werte « y, a!\^ =« y bervorgeben. 

63. Die in der Yorigen Nummer angewendeten Methoden, 
obgleicb besonders einfacb in dem Fall der Gleicbung zweiten 
Grades, sind auf Gleicbungen boberer Grade nicbt anwendbar; 
wir geben daber im folgenden nocb eine andere Losung 
der Aufgabe. 

Dieselbe verlangt zu erkennen, ob die gegebene Gleicbung 
zweiten Grades mit dem Produkt der Gleicbungen zweier Ge- 
raden {ccx + — 1) {a^x + — 1) = 0 identiscb werden 

kann. Wir dividieren dazu unter der Voraussetzung ajjj ^0 
die allgemeine Gleicbung des zweiten Grades durcb und 
Yergleicben die Koeffizienten ibrer Glieder mit den entsprecben- 
den Koeffizienten in der Entwickelung jenes Produkts; da- 
durcb erbalten wir fiinf Bedingungsgleicbungen, Yon denen 
vier die Bestimmung der Yier unbestimmten GroBen a;, /3^ /S' 

liefern miissen. Durcb die Substitution der erbaltenen Werte 
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in die funfte Bedingungsgleicliung finden wir dann die ver- 
langte Bedingning. 

Jene fiinf Gleichungen sind 

== -ii, a + a 

®a8 ^'8S 

“SS ^83 

Die vier ersten liefern sofort zwei quadratische Gleichungen 
zur Bestimmung von ccj Wir k5nnen dieselben 

auch durch die Bemerkung erhalten, da6 diese vier GroBen 
die Reziproken der Acbaenabsclinitte der Geraden sind, nnd 
daB die durcb die Gleichnng 

(14) + 2a^^xy + + 2a^^x + + agg = 0 

dargestellte Kurve in den Acbsen Punkte ausscbneidet, deren 
Koordinaten sich ergeben ans 

2 / — 0 , a^^x^ + 2a^^x + = 0 ; 

ic = 0, aaaj/* + Soogj/ + agg « 0. 

Bezeicbnen wir durcb L, M, die vier so erbaltenen 
Achsenschiuttpunkte des bezeicbneten Ortes, so rniissen, wenn 
derselbe aus Geraden zusammengesetzt ist, diese entweder 
das Paar ilf, LI oder das Paar LM\ LI M sein; die 
Gleicbungen dieser Paare sind 

(ax + jSy — 1) {a^x + — 1) = 0, 

{ax + P^y — 1) {a'x + jSj/ — 1) = 0. 

Die gleicbmaBige Berechtigung derselben lebrt, daB fiir 
nicbt alleiu der zuvor gegebene Wert a/3' + a'/S, sondem 

^88 

auch der andere a/3 + a'/3' gelten muB. Die Summe beider 
ist (a + a') (/J + /SO =“ und ihr Produkt 

(/32 + / 3'0 + 

^88 ^^88* ^83 ^38* 

Daber bestimmt sicb : agg aus der quadratischen Gleichung 

i * 9 ?l 83« . J- 1 %3 * "I" ^88 ^ 1 $ ^ 1 ^83 ^ Q 

®38* ^^83^ %8 ^3^ 

die, von den Nennern befreit, die Bedingungsgleicbung -4 = 0 
der vorigen Nummer wiedergibi 
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Ahnlicli ist zu verfahren, wenn in (14) das Grlied ^33 
fehlt, also mindestens eine der beiden Geraden eine Gleichung 
von der Form cccc + = 0 hat, bei der das absolute Glied 

fehlt. 

B. 1) (Vg!. Nr. 62, 4.) Man bestimme so, daB 
+ 2a^^xy + — Sx — 7y + 6 ^ 0 

zwei Geraden darstellt. 

Die Abscbnitte in den Achsen sind durcb die Glcichungen 
6x+ 6=0, i/--7y+6 = 0 

gegeben, deren Wurzeln x' = 2, x" = y' = 1, y" = 6 sind. 
Indem wir die Gleichungen der Verbindungsgeraden der so ge- 
fundenen Punkte bilden, sehen wir, daB die Gleichimg, wenn sie 
Geraden darstellt, entweder von der Form 

(x+ 2y-- 2) (2a; + 2 / — 6) = 0, 

Oder von der Form (a; + 3?/ — 3) (So; + 2/ ~ ^ muB. 

Daraus ergeben sich durch Ausfiihrung der angedenteten Multi- 
plikationen die Werte von Ujg* 

2) Man bestimme die Zahl der Bedingungen, unter deuen 
die allgemeine Gleicbung Grades 0 => 

gerade Linden darstellt. Wir vergleicben dieselbe nacli Division 
durcb das absolute Glied mit dem Produkt der n Faktoren 

(ciX -j- ^y — 1) (ci'x + ^'y — 1) (a^'x + — 1) nsw. — 0 . 

Nun ist die Gliederzabl N von jener die Summe der arithme- 
tiscben Eeihe 

1 + 2 + 3 + -- -+ (« + !) = , 

uud die Gleichsetzimg der Koeffizienten gibt N — 1 oder 

Gleicbungen, von denen 2n zur Bestimmung der 2n unbekannten 
Grofien a, (xJ usw. dienen. Die An zahl der notweudigen Be- 

dingungsgleichungen betrSgt daher N — \ — 2n = ^ — • 



Viertes Kapitel 

Symboliselie Gleidmngea 
uad daale homogeae Koordiaatea. 

64. Gleichtmgssymbolik. Fiir viele Untersucliuiigeii ist es 
zweckmaBig, zur Bezeichnung der ganzen Funktionen von x | y, 
die gleick Null gesetzt die vorgelegten Gleicliungen liefern, 
Abkiirzungen anzuwenden, wie dies Fluclcer zuerst gezeigt 
hat.^®) Bedeutet also S eine ganze Funktion Grades, so 
definiert S ^0 eine Kurve Ordnung, die wir kurz die 
Kurve S nennen. Alsdann konnen wir das dem Satze von 
Nr. 44 zugrunde liegende wiclitige Prinzip einfach so formu- 
lieren: Sind S^=^0, 8.^ = 0 die Gleichungen irgend meier Kmven, 
so enthdlt die durcli die Gleichung = 0 dargestelUe 

Kurve alle SclmiUimyilde der heiden gegehenen, welches auch der 
Wert der Konstanten h sei. Denn natiirlich, maclien Koordinaten- 
paare, die die Gleichungen /Si = 0, S^^O befriedigen, auch 
das lineare Aggregat /S, — kS^ zu Null. Eine Konstante fc, 
deren Wert unbestimmt bleibt, nennt man zum Unterschied 
von den festen Konstanten einen Parameter der Gleichung. 

Im folgenden sollen die Symbole immer lineare Funktionen 
bedeuten, 

(1) 8 a^x + a^y + 8^ ^ a[x + a[y + a\, 

so da6 8^0, 5" = 0 die Gleichungen von Geraden in aU- 
gemeiner B^orm sind. Es ist wiinschenswert, die Normalform 
einer solchen Gleichung besonders zu charakterisieren, und 
wir wollen zu diesem Zwecke die kleinen Buchstaben $ ver- 
wenden; es bedeute stets 

— Si iZ cos + 2 / sin oci — — Sg ~ ic cos ccg + sin “i? 2 * 

Abkurzend sprechen wir von den Geraden 8 oder s und vom 
Punkte Si ls 2 , d. h, dem Schnittpunkte von Si= 0 und Sg = 0. 
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Zugleich gibt bei der soeben getroffenen Vorzeicbenwabl 
der Wert von s, nach Einsetzung beliebiger Koordinatenwerte 
x\y, den senkrechten Abstand des Punktes x\y von der Ge- 
raden s = 0 an (Nr. 42), wabrend das Symbol S nur eine 
zn demselben proportionals GroBe darstellt, da (Nr. 35) 
s = 5':l/ai*+ 

65. Die eiueo. Parameter enthaltende GleioAung 
Si — Jcs 2 = 0 steUt das Strahlenbusohel vom Soheitel Sj | dar. 
In der Tat stellt aie nacb dem vorigen Prinzip fiir jeden Wert 
von Ti eine Gerade durcb den Scbnittpunkt der Geraden s, , 
dar, nnd umgekebrt kann fiber 7c so verfugt iverden, dafi die 
definierte Gerade nocb einen beliebigen Punkt enthiilt (Nr. 44). 
Unter den unendlicb vielen Strahlen (Nr. 30) des Buscbels \ 
ist jeder einzelne durcb seinen Parameter bestimmt. 

Die geometrisclie Bedeutung des Farcmeters ergibt sicb 
aus = als das konstante Verbaltnis der senkrecbten 
Abstande irgend eines Punktes der Geraden t 
von den Geraden Sj = 0 und Sj = 0, demnach (Nr. 43) als das 
Sinusieilverhdlinis des Teilstraliles t ini Wivikel (SjSj) 

(2) Tt » sin (si<) : sin {ts^) (Nr. 30). 

Einem positiven Parameter-wert entspricbt ein innerer 
Teilstrabl desjenigen Winkels (SiSg), der den Nullpunkt ent- 
balt, einem negativen ein auBerer Teilstrabl desselben. 

Innere und auBere Teilstrablen von entgegengesetzt gleicben 
Parametem sind bezfiglicbsi, barmoniscb konjugiert (Nr. 30). 
Die Halbierungslinien sind insbesondere Sj — = 0, Sj + =• 0. 

Dieselben Winkelbalbierenden wie Sj = 0, s^—0 baben also 
alle Paare Sj — lis^ = 0, Tcs^ — Sj = 0, deren Parameter reziproke 
Werte baben. Aucb folgt dies daraus, daB die eine der Ge- 
raden offenbar mit Si=0 denselben Winkel bildet, wie die 
andere mit -= 0. 

Haben die beiden gegebenen Geraden allgem einer die 
Gleicbungen 8’ = 0, /S'" « 0, so stellt 

(3) 

die Gleicbung des durcb die Geraden bestimmten Bfiscbels 
dar. Der Teilstrabl 2’^ - ft'N" - 0 bescbreibt das ganze 
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Biiscliel, wenn W wiederum alle Werte von oo bis + cx) 
durchlauft. 

Jedocb ist jetzt der Parameter 7c' rmr proportional zu dem 
Sinnsteilverbaltnis, namlich 

~ l/Zi!±ZZ “i/ZJ+ZZ 

w s" V + 8 in(r/S") V + 

Die folgenden Beispiele zeigen, wie die Rechnung rait 
diesen Symbolen die explizite Durcbffihriing ersetzt. Die 
Beispiele bezieben sicb auf Dreiecke, und zwar wird angenommen, 
daB dcr NiillpimM jedesmal im Inneren des mndclist gegebenen 
Dreiecks liegt. 

B, l) Die drei Halbiernngslinien der Winkel eines Dreiecks 
scbneiden sicb in einem Punkte (vgl. Nr. 45, 4). 

Die Gleiclmngen der Halbierungslinien slnd 

0 , *■“ 5 ^ 0 , 0 , 

worm die Gleiobungen der Seiten durcb = 0, =* 0, ^3 *= 0 

ansgedriickt sind. Da die drei Gleicbungen die Identitat 0 = 0 
zur Summe geben, so haben die Halbierungslinien selbst einen 
gemeinsamen Scbnittpunkt (Nr. 46). 

Die Halbierungslinien von zwei auBeren Winkeln eines 
Dx'eiecks scbneiden sicb auf der Halbiemngslinie des dritten inneren 
Winkols. 

Inden) man sicb dor Ubereinkunft binsicbtlicb der Zeichen 
erinnert, erkennt man leicbt, daB die Gleicbungen der beiden 
ersten Halbierungslinien durcb Sj + Sg = 0, + S 3 = 0 gegeben 

sind; ibre Subtraktion liefert Sg — S3 = 0, die Gleicbung der inneren 
Halbierungslinie des dritten Winkels. 

3) Die drei HShen eines Dreiecks scbneiden sicb in einem 
Punkte (Nr. 41,6; 46,3). 

Wonn man die den Seiten Sj = 0 , Sjj — 0, S 3 = 0 bez. 
gegentlberliegenden Winkel durcb bezeicbnet, so er- 

geben sicb die Gleichungen dcr llolien als 

cos Ay — Sg cos Jig = 0 , Sg cos Jig — S 3 cos A^ = 0 , 

S 3 cos A,^ — Sy cos Ay = 0 , 

weil jede dorselben don Winkel, von dessen Scbeitel sie ausgebt, 
in Toil winkel zerlegt, die die Komplemente der beiden anderen 
Dreiecks winkel sind; die Summe dieser Gleicbungen ist identiscb Null. 

4) Die Mittellinien (Scbwerlinien) des Dreiecks geben durcb 
einen Punkt (Nr. 45, l). 



1 22 Symbolische Grleichtmgeii Tind duale homogene Koordinaten. 66 . 


Die Lote, die man von dem Mittelpunkte der Seite 53 = 0 auf 
die Nachbarseiten fallen kann, stehen im Verhaltnis sin : sin ^ 2 ; 
somit sind die Qleiclmngen der Mittellinien 

sin — Sg sin = 0, sin A^ — 5g sin A^ == 0, 

S 3 sin -dg — • sin A^ = 0 . 

5) Die Langen der Seiten eines Vierecks sind Zg, Zg, Z^; 
die Gleichung der Geraden, die die Mittelpunkte der Diagonalen 
verbindet, ist ZjS^ ^ 2^2 + ^ 3^3 — ^ 4^4 =* 0 . 

Denn die durch sie dargestellte Gerade geht durch den Schnitt- 
punkt der Geraden Z^s^ — = 0 , Z 3 S 3 — Z^^s^ =» 0 , die nach 4 ) in 

zwei Dreiecken, die eine Diagonale als gemeinschaftliche Basis 
haben, den Mittelpunkt derselben mit der bez. Gegenecke vorbinden. 
Ebenso schneiden sich die Geraden liS^- Z 4 S^= 0 und ZgSg — ZgSg^* 0 
im Mittelpunkte der anderen Diagonale. 

6 ) Die Gleichung der auf der Basis S 3 == 0 eines Dreiecks im 
Scheitel des Winkels A^ errichteten Normale ist Sj. + ^gcos ^ 2 = 0 . 

7) Wenn zwei Dreiecke so gelegen sind, daB die Normalen 
von den Ecken des ersten auf die Seiten des zweiten sich in eineiu 
Punkte schneiden, so gehen auch. die Normalen von den Ecken 
des zweiten Dreiecks auf die Seiten des ersten durch einen Punkt. 

Man bezeichne durch = 0, Sg = 0, S 3=«05 

s' 2 —O, $' 3=0 die Seiten der beiden Dreiecke, so ergibt sicli 
die Gleichung der von der Ecke | auf die Seite *=. 0 ge- 
fallten Normale in der Form cos cos === 0 ; 

und die der beiden Normalen von 53 1 auf == 0 und von 
Sg I auf s ^2 == 0 in den Eormen 

Sj cos (sjs'i) - Sj cos (sjs'i) = 0, cos (Sjs'a) - cos (s^s'j) =■ 0- 

Indem man zwischen den beiden ersten Gleichungen eli- 
miniert und die erhaltene Gleichung mit der dritten verbindet, 
erhait man die Bedingung, dafi diese drei Geradtn durch cinen 
Punkt gehen, in der Form 

cos (sis'g) cos cos (sgs'i) = cos (s\$^) cos cos ( 5 ^ 3 Si). 

Die vollstandige Symmetric dieser Gleichung zeigt, daB sie 
ebensowohl die Bedingung ausdruckt, unter der die von den Ecken 
des zweiten Dreiecks auf die Seiten des ersten gefiillten Normalen 
durch einen Punkt gehen. 

8 ) Wird durch jede Ecke eines Dreiecks eine Gerade gezogoii 

und gehen diese drei Geraden Zg, Zg durch einen und densolben 
Punkt, so schneiden sich auch diejenigen Geraden t\ in einem 

Punkte, die mit Zj bzw. Z^ bzw. Z 3 dieselbe Winkelhalbierende haben 
wie die betreffenden Ecken des Dreiecks. 
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Sind =0, So = 0, = 0 die Seiten des Dreiecks und 

^ 2*^2 ^^ 2^2 ^ 3^3 = 0 die drei von 

den Ecken ausgehenden Geraden (die sick offenbar in einem 

Punkte scbneiden),so sind die Gleicbungen der drei Geraden t\i 

(vgl. S. 120, Zeile 10 — 8 von unten), und diese Geraden scbneiden 
sicb aucb in einem Punkte. 

66. Das vollstandige Viereck. Von besonderer Wicbtig- 
keit in der Theorie der liarmoniscben Gruppen erweist sicb 
das vollstdndige Vierech, gebildet von vier Punkten G, D 
als Ecken und ihren sec/is Verbindungslinien als Seiten. Zwei 
Seiten, die keine Ecke ge- 
meinsam baben, beiJSen Gegen- 
seitmj z. B, u4D, BC, und ibr 
Sclinittpimkt ein Diagonal- 
ptinU des Vierecks, z. B. 0 
(Pig. 45). Nennen wir das Drei- 
eck OJEF der Diagonalpunkte 
das Diagonaldreiech, so bestebt ^ 
der fundamentale Satz: An rig. 46. 

jedeni DiagonalpunU eines vollstdndigm Viereclcs bilden die 
Gegenseiten des Viereclcs und die heiden Seiten des Diagonal- 
dreieclcs harmonische Strahlenpaare- 

Bezeicbnen wir die Gleicbungen der Seiten OEj OF, EF 
des Diagonaldreiecks bez. mit s^ == 0, Sg = 0, Sg *= 0, so 
konnen wir die Seiten AB und AC durcb a^s^ — a^s^^O 
und agSg— 0 darstellen und erbalten fiir AD die Glei- 

chung a^s^ — a^^s^^ 0, da die drei Geraden den Punkt A ge- 
mein baben (Nr. 45 und 65). Nebmen wir nun nocb an, die 
Gleicbung von BC laute so muB die Gleicbung 

von CD sein a^a\s^— ^ Gerade CD gebt nam- 

licli durcb den Scbnittpunkt C von CA und CB, bat daber 
eine Gleicbung von der Form agSg — aiSi + 3c(^^^Si— a'2S2)=»0; 
da aber CD aucb durcb den Scbnittpunkt F von *= 0 und 
= 0 gebt, mtissen sicb die Glieder mit s^ aus der Gleicbung 
ftir CD berausbeben, was fiir sc — : a\ der Fall ist. Ebenso 

muB die Gleicbung von DB sein — 0, als 
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identisch mit o!^{a^s^ — a^Sg) + 0. Endlich 

soil aber der Schnittpunkt von GD und DB auf A D liegen, d. h. 
ein Parameter 1c = ^:v muB so bestimmt werden konnen, da6 
mit ii(a^a\s^ — v(a^a\si — a^a\s^)^0 
identiscb ist. Aus den Bedingungen a^^va^a\j 

=« va\ folgt aber a\^ ; oder a \ : a\ =» — a^j 

da dock AD von BG verschieden ist. 

Also ist nach Annabme des Diagonaldreiecks nnd zweier 
Nacbbarseiten das ganze Viereck vollig bestimmt, nnd zwar 
driicken sicb die Gleichungen der Seitenpaare mit Hilfe dreier 
Konstanten ag, in folgender Weise ans: 

AD = 0 BG = 0 

A B ^2 ^2 — ^ ^ ^ ^ 

AG agSg— DB agSg + 0, 

Diese Gleichungen beweisen sofort die zuvor erwahnten barmo- 
niscben Eigenscbaften. Man kann nacb Nr. 60 aucli sagen: 
In jeder Seite des VierecliS $ind der Diagonalpmld und der 
SchnitfpunU mit der Verbindungslinie der beiden anderen Dia- 
gonalpmUe liarmoniscJi Iconjugiert in bemg auf das Eclmipaar. 

Hieranf griindet sicb die Linealkonstrnktion des vierten 
barmoniscben Punktes zu drei gegebenen Punkten einer Reibe, 
z. B. zu A, jB, JPmittelst OJB, oder die Konstruktion des vierten 
barmoniscben Strables EG zn drei Strablen EA, EB, EF 
eines Buscbels. 

67. Wenn drei Geraden = 0, Sg ~ 0, ^g = 0 gegeben 
Bind, die ein Dreieok bilden, so kann die Gleicbung jeder 
beliebigen Geraden in die Form gesetzt werden 
(5) a^Si + «sS2 + a^Sg — 0. 

Denn wenn man die Werte von Sj, Sj in voller Lange 
einfalirt, so wird ajSi + ajSj + ajSj «=■ 0 zu 
(a, cos «! + ffa cos «2 + « 3 cos ccj) x + («j sin ctj + sin 0:3 + sin Wj) y 

- (a^pi + ajpj + OsPs) =. 0, 

nnd diese GHeiciung wird mit der Gleichung einer beliebigen 
Geraden c^a: + + Cg = 0 identiscb, wenn gleicbzeitig 

cos «! + O2 cos Ug + Xg COB Olg = Cj, 
sin ccg + sin ccg •+■ ag sin a, = Cg, 

^iPi + «2i>2 + f^sPs =■ ~ Cj ist. 
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Die GrroBen konnen aber stets so bestimmt werden, 

daB sie diesen Gleicbungen genftgen; vorausgesetzt nur, daB 
die drei gegebenen Geraden uicbt durcb einen Punkt geben, 
weil dann die Gerade + agSg == 0 notwendig aucli 

durcb diesen Punkt geben miiBte und mit einer ibn nicbt ent- 
baltenden Geraden nicbt identifiziert werden konnte. 

Den vorstebend bewiesenen Satz kann man aucb so aus- 
sprecben: 

Ztmsdien den linlcen Seiten der Gleichungen von vier Ge- 
raden iesteht stets eine lineare Identitat^ vorausgesetzt da/i Tceine 
drei der vier Geraden durch einen und denselhen PunM gehen. 
Mit anderen Worten: 

Sind 

( 6 ) Si ™ atx + hiy + Ci^0 {i « 1 , 2 , 3 , 4 ) 

die Gleichungen der vier Geraden, so giht es stets vier Konstanten 
^1) ^3; S; ^4 soldier Beschaffenlieit, da/i die Summe 

(7) X^S^ + JCg/Sg + JCgiSg + X^^S^^ ^ 0 
ist 

Da der Ausdruck ( 7 ) in x^ bomogen ist, so 

miissen aucb mx^, 7 nx^, mx^, wo m eine beliebige Zabl 
bedeutet, Konstanten der gleicben BescbaiBPenbeit sein; es lassen 
sicb daber nur die Verbaltnisse x^ : x^ : x ^ : x^ eindeutig be- 
stimmen, und zwar gescbiebt dies, wie aus ( 7 ) bervorgebt, 
mit Hilfe der Gleicbungen 

“I" + x^^a^ + x^a^ == 0 

(8) “b ^3 ^^3 "b ^4^4 ^ 

X^ Cl -j- X^C^ -{- Xq Cg “f* ^4 ^4 0. 

Setzt man zur Abkiirzung 

^2 (Xg a^ 

^4 (^2 ^^8 O 

<?2 ^3 ^4 

und haben {a^ \ Ci), (a^ bi c^) und (a^ c^) analoge Bedeutung, 

so findet man aus (8); 

( 9 ) Xii x^'x^i x^^ 63 i (^3 64 Cj) r {a^ hi Cg) : (ai h^ C3). 

Zur Kontrolle dieses Ergebnisses dient die Tatsacbe, daB 

man mit Hilfe der Werte ( 9 ) jede der Gleicbungen (8) in 
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Gestalt einer identisch verschwindenden Determinante schreiben 
kann, z. B. die erste Gleichung (8) in der Gestalt 

^2 ^3 ^'4 

as a^ 

^2 ^8 ^4 

Cj Cg <^s 

wakrend die zweite und dritte Gleichung (8) aus (10) dadurch 
hervorgehen, da6 man die erste Zeile durch die Elemente bi 
bzw. durch die Elemente Ci (i «= 1, 2, 3, 4) ersetzt. 

Nimmt man vier Punkte Aj B, Cj 0 an und zieht ihre 
Verbindungslinien (vollstandiges Viereck); verbindet man die 
neuen Schnittpunkte derselben unter sich und mit den alten 
durch neue Geraden und yerfahrt man mit den Schnittpunkten 
in dieser neuen Pigur wiederum so, so erzeugt man ein (jeo- 
metrisches NeUP) Nehmen wir drei der urspriinglichen Ver- 
bindungslinien als == 0, ^2 «=• 0, ^3 = 0 an, so lassen sich die 
Gleichungen aller Geraden des NeUes nachNr. 66 mitHilfe nur 
dreier Konstanten a^, ag, und rationaler Zahlen als lineare 
Aggregate Yon jenen ausdrticken. 

B. l) Man untersuche 
die Anordnung der Schnitt- 
punkte der Seiten des voll- 
standigen Vierecks ABCO 
mit den Seiten seines Diago- 
naldreiecks DBF (Fig. 46)* 
Nehmen wir die Glei- 
chungen der drei Seiten B G, 
CA^AB duTL als bez, = 0, 
^2 =» 0, ^3 «= 0, so sind die 
anderen Seiten die durch 0 
gehenden Ecktransversalen, als deren Gleichungen wir wahlen 
kSnnen (Nr. 66) 

OA == 0 

OB 0 

00 — UgSg = 0. 

Hierdurch sind aher die Gleichungen aller anderen Geraden der 
Figur bestimmt. Da z. B. BF durch den Schnittpunkt geht von 
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S3 0, = 0 und den von 53 =*= 0, ^ 0, 

so ist die 

Gleichung von HF — = 0; 

ebenso die von JPD ~ 0 , 

und die von DF + agSg — = 0. 

Danach ergibt sicb leicht, dafi die Punkte JS, -Jf , N, d. b. 
die Schnittpunkte von =« 0 mit — =* 0, 

von ^2 *=* 0 mit — 0 

und von 5g = 0 mit =* 0 

in einer Geraden liegen, deren Gleichung ist 

+ <*2^2 "1“ 

Wir nennen die Gerade LMF die Harmonihale des PunJdes 0 
in hezug auf das JDreiecJc ABG, wegen folgender Eigenschaft. Die 
Gleichung von ON ist + %52 = 0, denn dies ist eine durch 
die Ecke | $2 und durch den Schnittpunkt N von ^3 ==* 0 mit 

+ ^2 ^*^2 ~ ^ gehende Gerade. Daher ist AB in F, 

N harmonisch geteilt, denn die Geraden CA, GB\ GF, ON 
haben die Gleichungen 

= 0 , = 0 ; — (XgSg =* 0 , + ^3^2 

In derselben Weise folgen auch die Punktepaare B^ G\ ID ^ L 
iTud 0 , A; M als harmonisch. Man kann also sagen: 

Die ScltniUpunMe der Harmonikale von 0 mit den Seiten des 
Dreicelcs ABG icerden durch die Ecken harmonisch getrennt von 
den Seitenschnitfpunkten der durch 0 gezogenen Ecktransversalen}^) 
Offenbar gilt auch der Satz: Wird ein Punkt 0 in der Ehene 
eines Dreiecks mit den Ecken A, B, 0 durch die Geraden OA, 
OB, OG verhwiden und zieht man dw'ch jede Ecke den vierten 
harmonischen St^^ahl zu der hetreffenden VerUndungslinie wnd dem 
durch die Ecke gehenden Seitenpaar, so schneiden diese drei vierten 
harmonischen Strahlen die Gegenseifen des JDreiecks in drei Bunkten, 
die in einer Geraden, der Marmonikale des Punktes 0 mit Bezug 
auf das JDreieck, liegen. 

2) Die IlarmoQiikalen des Edhenschnittpunktes H und des 
Sclmerpunktes S in einem Dreieck sind hez, 

s^ cos - 4 ^ 4 - ^2 cos ^2 + ^3 cos - 4 g ** 0, s^ sin A^ + 53 sin -ig + Sg sin A^ = 0. 

Denn nach Nr. 66, 3 ist cos A^ — Sg cos ^.3 =* 0 die 
Gleichung der Hohe i?- 4 g, die nun an Stelle der Gei'aden OG mit 
der Gleichung a^Sj^ — ^gSg =* 0 in Beispiel 1 tritt; man hat da- 
her bei der Hannonikale a^s^ + <^52^2 + «gSg = 0 des Hohenschnitt- 
punktes : ag = cos A ^ : cos ilg, us w. Ebenso ist sin - 4 ^ — ^g sin Jig «= 0 
nach Nr. 66 ; 4 die Gleichung der Schwerlinie SJg, usw. 
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3 ) HarmoniscJie JSigenscliaften des vollstdndigen Vierseits (vgL 
Nr. 66 ). Tier Geraden und ihre sechs Schnittpunkte bilden die 
Seiten und Ecken eines sog. vollstandigen Vierseits; die drei Ver- 
bindungslinien der nicht auf einer Seite liegenden Gegenecken- 
paare heifien die Eiagonalen und bilden das Eiagonaldreiseity^) 
In Figur 46 bildet die Gerade LMN nciit EE^ EE^ EE ein 
solches vollstandiges Vierseit von den Diagonalen BG, GA^ AB, 
Daher geben die dreigliedrigen Gleichungen von 1) die Seiten des 
Vierseits, ausgedriickt durch die Gleichungen seiner Diagonalen. 
Aus der Definition der Harmonikalen folgt: In jeder Eiagonale 
eines vollstandigen Vierseits Ulden die Widen Gcgoncclmi desselben 
und die Ecken des Eiagonaldreiseits liarmoniscJie Bimhtepaare 
Oder: An jeder Ecke des Vierseits sind die Eiagonale und die 
Verbindungsgerade mit dem Schnittpunht der beiden anderen Eia- 
gonalen liarmoniscli getrennt durch das Geitenpaar, Hier tritt be- 
sonders die vollkommene Analogic zu den Eigenschaften des voll- 
standigen Vierecks in Nr. 66 hervor. 

Obrigens enthlilt 1 ) auch den Satz: Sucht man in einem 
vollstandigen Viereck die Harmonikalen der Ecken in bezug auf 
je die drei anderen, so bilden dieselben ein vollstiindiges Vierseit, 
dessen Diagonaldreiseit sich mit dem Diagonaldreieck (EEE) des 
Vierecks deckt. 

4) Sind mvei Ereiecke ABC und EEE so gelegmy dafi die 
Schnittpunkte L, M, N der Seiten BO, CA, AB des einen und 
der entsprechenden Seiten EE, EE, EE des anderen in einer Ge- 
raden liegen, so gelien die Geraden AE, BEj OF, die die ent- 
sprechenden Ecken beider Ereiecke verbinden, durch denselben Ihmkt 0. 

Es ist dies der Satz von Eesargues fiber perspektiv liegende 
Dreiecke. Wenn die Seiten des ersten Dreiecks durch = 0, = 0 , 

S 3 « 0 dargestellt werden und « 0 die Gleichung 

der Geraden ist, in der sie den entsprechenden Seiten des zwoiten 
Dreiecks begegnen, so mfissen diese bez. durch Gleichungen von 
der Form 

+ ^ 2^2 + ~ ^ 

dargestellt werden, und man erhalt als Differenzen jo zweior dieser 
drei Gleichungen die folgenden 

(% (^2 (^2 ^ (/h 

(% ^^3)^3 (^1 ^ 1)^1? 

die nach dieser ihrer Ableitung Geraden durch die Ecken des 
zweiten Dreiecks und nach ihrer Form auch Geraden durch die 
entsprechenden Ecken des ersten darstellen, zugleich aber augen- 
scheinlich solche, die durch einen Punkt gehen. 



Orthogonalitat uud Parallelismus von Geraden 129 

68 Bedingungen der Orthogonalitat und des Paralle- 
lismus der Geraden 

{ 11 ) ^ €t\Si + o! 28 ^ + ==* 0 , 

Wenn man wie in Nr. 67 diese Gleichungen in entwickelter 
Form schreibt, so kann man die Kriterien ( 19 ) nnd ( 18 ) in 
Nr. 36 anwenden. Danacli bestekt unter Voraussetzung recht- 
winkliger Koordinaten Ortbogonalitat, wenn die aus dem Pro- 
dukt der Koeffizienten von x nnd dem Produkt der Koeffi- 
zienten von y gebildete Summe gleich Null ist. Man findet 
also dafilr die Bedingnng 

a^a\ •+ a^a!2 + cos (a^ - ^3) 

+ (<^3 ^ ^1) + + d2a\) cos (^1 — <3^2) = 0. 

Da aber cc^ und oc^ die Winkel sind, die die Normalen auf 
die ‘Geraden mit der ir-Aclise bilden, so ist cos {cc2 — 0^3) 
gleicli dem Kosinus des Winkels dieser Normalen, der gleich 
Oder supplementar dem Winkel der Geraden selbst ist. Liegt 
der Anfangspimkt der Koordinaten innerhalb des Dreiecks, 
und bezeichnen wir durch Ag, seine Winkel, so ist 
cos («2 ““ w.j) = cos (tc — Aj) = — cos A^. Die Bedingnng der 
Orfhoifonalitllt heider Geraden ist also 

a. a!. + a., — (a. a\ + a^) cos A, 

/lyN U i. 

^ ^ — (a3a'i4‘aia'3)cos — {a^a^ + ag^^i) cos A^ ^ 0. 

Als ein besonderer Fall des vorigen ergibt sich die Bedingung, 
unter der die Gerade 4* « 0 zur Seite Sg = 0 

normal ist als == cos A^ + cos A3. 

Auf demselben Wege finden wir, indem wir Proportio- 
nalitat der Koeffizienten von x und y in beiden Gleichungen 
verlangen, das Kriterimn des Fardllelismus der Geraden ( 11 ): 

“ ^<^^2) sin Ag 

+ {a^aK — 0,20!^ sin A3 = 0 

oder, wenn wir Zg, Z3 als die Liingen der den Winkeln 
Aj, Ao, A3 bez. gegeniiberliegenden Seiten des Dreiecks 
Si, Sg, S3 einftihren: 

( 14 ) (a^ct!^ — a^ol 2 ^ l>i "F z) \ ~F ^2^^) ^3 ^ 

R a 1 m 0 XI - e d 1 0 r : anal. G oom. d. Kogelsclm. 8 . Aufl. 9 
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Die beiden Funktionen, deren Verscbwmden Parallelismus, 
bez. OrtbogonaJitat nach sicb ziebt, treten daber als Zabler, 
bez. Nenner auf in dem Ausdruck der Tmgmte des -von den 
heiden Geraden geiUdeten Wwikels (Nr. 36), tg d = 

± { (.0* «'« - «» sia A + («8 < - «'a) A + («i - «» < ) ain 1 

a, a\ + ffl, a\ + a, a', - (a, a'j “'s) co® A - (“s »'i +«i ®'s) cos .d, - (a, a', + a', ) cos Aj 

Endlicb liefert die Anwendung der Pormel (31) in Nr. 42 
anf die esiplizite Form der Gleicbung cSiSi + ajS^ + = 0 

die Lange der Normale v(m dem Pmicte al \ y' auf die Gerade. 

Falls wir das Ergebnis der Substitution von a/ | y' in eine 
Funktion s abkiirzend mit — («' cos a + y' sin a — p) = s' 
bezeicbnen, wird die Formel fbr den Abstand 

-K-. a,S'^+a^s\ + a,s\ 

^ ^ V («! *+ *” 2^2 ^8 COS — 2ag aj cos cos - 4 j) 

Wenn der Zatler dieses Ausdrucks verschwindet, so liegt der 
Punkt ic' |y in der Geraden selbst (Nr. 42). Das Verscliwinden 
des Nenners erscheint nach (12) als die Form der Bedingung 
der Orthogonalitat fiir zwei Geraden, die sich decken, oder 
fiir eine Gerade mit sich selbst. Diese Eigenschaft charakte- 
risiert, wie wir in Nr. 61 gefunden haben, die imagin^ren Ge- 
raden absoluter Richtung; yon diesen haben in der Tat auch 
die im Endlichen gelegenen Punkte nnendlich groBen Abstand. 

B. 1) Die Gleicbung einer Normalen zu =»= 0 iin End- 
punkte ist + 53 cos 0 (ygl. Nr. 65 , 6 ). 

Denn sie ist notwendig von der Form = 0, \md 

die Bedingung ( 12 ) gibt == cos -dg. 

2) Die Gleicbungen der in den Mitten der Dreiecksseiten 
erricbteten Lote. 

Da der Mittelpunkt von A^A^ nacb Nr. 65,4 der Scbnitt- 
punkt von Sg == 0 mit sin A^ — sin A^ = 0 ist, so bat eine 
durcb ibn gebende Gerade die Gleicbung sin A^ •— sin A2 
+ ^ 0, und die Bedingung (12) gibt =» sin (jd^ — .dg). 

Also sind die Gleicbungen der Mittellote 

§1 sin A^ — Sq sin A^ + Sq sin (A^ — ^dg) = 0 

$2 sin Ag — S3 sin Ag + sin (-dg — • dig) ««» 0 

S3 sin Ag — Si sin A^ + 5g sin (A3 — A^) =» 0, 

3 ) Die Mittellote der Dreiecksseiten scbneiden sicb in einem 

Punkte. 
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Indem man je zwei der drei Gleicbungen in B. 2 zueinander 
addiert und hierdurch je eine der GroJBen 5 ^, Sg, eliminiert, 
bestimmt man die Yerbindungslinien des Scbnittpunktes zweier 
Mittellote mit dem Schnittpunkt der zugebSrigen Seiten des 
Dreiecks. Die Gleichungen dieser drei Yerbindungslinien lassen 
sich zusammenziehen in 

cos cos cos A^ 

und die vollkommene Symmetric dieser drei Gleicbungen in bezug 
auf 5 j, S 3 usw. zeigt, daB aucb das dritte Lot durch den- 
selben Punkt geht. In der Tat ist die Summe der Produkte der 
drei Gleichungen der Mittellote mit bez. sin^^lg, sin*^^, 
identisch gleich Null. 

4 ) Man beweise, daB die Geraden 
Sj cos + Sg cos Aq + S 3 cos .^3 = 0 und Sj sin 2A^ sin (^3 — J. 3 ) 
+ Sg sin 2 Jig sin (.^3 — Aj) + S 3 sin 2^3 sin — A^) «= 0 
zueinander rechtwinklig sind. 

6 ) Die Gleichung der Normalen durch den Punkt s' 2 , S 3 
zur Geraden S 3 0 ist 

Si(s '2 + s'g COS - Sj (s'l + s's cos 4- Ss (s'j cosAj — s\ cos ^ 1 ) = 0 ; 
hierbei bedeutet der Punkt s\, s\, s', denjenigen Punkt, fdr dessen 
Koordinaten die Ausdrbcke s,, Sj, s, die Werte s',, s',, s', an- 
nehmen. 

6 ) Die Gleichung der Normalen durch den Punkt s\, s '3 

zur Geraden = 0 ist 

Si s\ — cti + ^2 cos Aq + cos 

Sg ^‘'2 Aq — a^ + ^3 cos A^ == 0. 

S 3 s '3 cos A^ + % % 

« 69. Homogen© Hormalkoordinaten des Punktes. Wir 
haben in Nr. 67 gesehen, daB in Beziehung auf drei beliebige 
feste Geraden =» 0 , Sj = 0 , Sj *= 0 die Gleichung jeder vierten 
Geraden in der Form + a^Sg + ^ 3^3 — 0 ausgedruokt 
werden kann^ und daB es inoglich ist, Aufgaben zu losen 
durch eine Reihe von Gleichungen, die ohne direkte Beziehung 
auf i)o, y nur Glieder mit s^, Sj, S 3 enthalten. Daraus entspringt 
fur das im vorigen ausfuhrlich erlauterte Prinzip ein neuer 
Gesichtspunkt. Anstatt — s,- nur als ein Symbol fiir die GroBe 
X cos at + y sin — pt anzusehen, nehmen wir an (Nr. 64), 
daB Si den senkrechten Abstand eines Punktes von der Ge- 

9* 
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raden = 0 bezeicline. Wir konnen die Lage eines Punktes 
durch seine Entfernungen von drei festen Geraden bestimmen 
und diese Entfernungen als Koordinaten des Punktes bezeichnen. 
Wir nmnen die Abstdnde eines Ptinldes von drei 

festen Fmdamentallinien s^ = 0, Sg == 0, Sg *= 0 die Normal- 
'koordinaten desselben in dem gegebenen Fundamentaldreieck (Koor- 
dinaiendreieck). Im System de>' Normalkoordinaten wird cine 
Oerade durch eine homogene Gleiclmng ersten Grades dargesfcUt: 
(16) a^s-^ + agSg + a^s^ = 0. 

In dieser Homogenitat liegt, wie die weitergebenden 
TJntersucbungen lebren werden, der bauptsacblicbste Vorzug 
des neuen Koordinatensystems. An dieser Stelle erkennt man 
nacb dem Vorbergebenden einen Vorzug desselben vor dem 
System der Cartesiscben Koordinaten darin, daft in diesem 
die bocbstmogliobe Yereinfacbung der .Gleicbungen eines 
Problems durcb die Wabl meier der merkwiirdigsten Geraden 
der Pigur zu Koordinatenacbsen erlangt wird, wabrend bei 
der Anwendung von Normalkoordinaten zugunsten der Ein- 
facbbeit iiber drei Pundamentallinien verfiigt werden kann. 
Daraus vornebmlicb entspringt die groBere Kiirze der in 
Nr. 65 f. erhaltenen Ausdrucke, verglicben mit den ent- 
sprecbenden des zweiten Kapitels. 

Die drei Fundamentallinien zerlegen die Ebene in sieben 
Felder, die wiederum durcb die Vorzeicben der Koordinaten 
unterscbieden sein miissen, da sie durcb die Orte der Null- 
werte je einer Koordinate getrennt werden. Wir wollen stets 
die Normalkoordinaten eines Punktes 0 im Inneren des 
Fundamentaldreiecks positiv annebmen, d. b. zur Einfiibrung 
der in x\y expliziten Werte von Si jeweilen den Nullpimkt 
innerhalb voraussetzen. Dann sind in den Scbeitelwinkeln 
des Dreiecks zwei, in den iibrigen auBeren Feldern ist eine 
der Koordinaten negativ, 

4:70. Identisohe Fundamentalrelation. Die MaBzablen 
der Abstande eines Punktes von den drei Pundamentallinien 
konnen wir nicbt ganz willkdrlicb wablen, denn scbon zwei 
reicben zur Bestimmung aus. Es muB also eine Beziebung 
zwiscben ibnen besteben. 
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Wenn \ die Langen der Seiten des Dreiecks 

bezeichneB, so driicken \ \s^ bez. die doppelteu 

Inbalte der Dreiecke OA^A^^ OA^A^, OA^A 2 aus, die von 
einem willkurlich gewahlten Puiikte 0 der Ebene mit je zwei 
Fundamentalpunkten gebildet werden. Fiir jeden im Inneren 
des Dreiecks gevrahlten Punkt 0 sind die Abstande positiv 
und die Teildreiecke gleicbstimmig, konnen also aucb positiv 
genommen werden. Fiir einen anfierbalb gewahlten Punkt 
wechselt nicht nur ein Abstand das Vorzeichen, sondern auch 
der Sinn des zugehorigen Dreiecks. Daher folgt (Nr. 7) fiir 
jede Lage von 0: 

ZjSj + ZgSg “h / 3 SJJ === 2 {OA^A^ “f OA^A^ -j- OA^A2^=‘2A2^A2A2> 
Somit ist) wie auch der Punkt 0 genommen sei, die be- 
sondere Uneare FunUion 

(17) + ^2^2 "I" ^3^3 ~ 

konstant and dem doppelten Inhalt des Fundamentaldreiecks 
gleich. Da die (-rroBen sin Ai den Si proportional sind, so ist 
auch; niit It als Radius des umgeschriebenen Kreises 

( 1 8) 6\ sin A^ + $2 sin A^ + ^3 sin ^3 = ^ 

eine Konstante. Dies kann man auch direkt nachweisen, in- 
ciem man nach Nr. 68 die mit sin {cc^ — cc^), sin (cc^ — 
sin (c^j, — do) bez. multipliziei’ten trinomischen Werte von 
ifj; ^*>2 7 ^‘3 addiert; denn in der Sumrae verschwinden die 
Koeffizienten voa cc und g und es bleibt die oben angegebene 
Konstante. 

Die Abstande Si irgend eines Punktes von den Fimda^nental- 
linien (jeniigm einer linearen IdentHdt and sind daher sclion 
durch ihre Verhdltnisse bestimmt Bind x^, x^ drei zu den 
wirklichen Abstanden Si (i = u 2, 3^ proportionals Zahlen und 
bedeutet q einen Proportionalitatsfaktor, so daB Sj^ = Q ^27 

so ist Q durch die Gleichung bestimmt 

(19) Q 

Solange wir nun homogene Gleichungen zwischen den Sf 
betrachten, konnen wir diese wirklichen Abstande; ohne die 
Bedeutung der Gleichung zu anderU; durch proportionale 
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GroBen ersetzen. Denn ist f {s^, Sg, s^) eine homogene 
Funktion Grades, so ist bekanntlicli qx^) 

= f{x^, a?s). Daker andern wir die Definition in Nr. 69 

dahin ab, daB wir trimetrische Normallcoordinaten ernes PunMes 
drei Zahlen x^, x^, Xg nennen, deren Verhdltnisse gleich sind 
den Verlidltnissen der Ahstande ^ 3 , des Punlctes von drei 
Fundamentallinien, oder kurz, Prqportionahahlen sii diesen 
AbsUlnden, Diese Verhaltniskoordinaten eines Punktes be- 
zeichnen wir spaterbin mit x-^y X 2 , x^ und den Punkt selbst 
als x-^\x^\ x^ Oder Xi, 

Damit finden wir die friiber gewonnene Einsicbt bestatigt, 
daB zur Bestimmung des Punktes nur zwei unabbangige 
Grofien bekannt sein mtissen. Denn drei Proportionalzablen 
^17 ^27 ^8 angebbar, sobald wir nur zwei ibrer Verbaltnisse 
z, B. a?! : iCg, x^\x^ kennen, und p kann dann so bestimmt 
werden, daB qxi die Abstande selbst sind. 

Die Gleicbung jeder Geraden muB sicb durcb die 
Gleicbungen der Fundamentallinien als lineares bomogenes 
Aggregat darstellen lassen. Die Identit*at (17) in Nr. 70 
erlaubt uns aber , uberbaupt jede lineare Gleicbung in 
trimetriscben Koordinaten, aucb der Form nacb, bomogen 
zu macben; denn, ware z. B. eine formell nicbt homogene 
Gleicbung gegeben wie 5^ = 3 (offenbar eine Parallele zu 
s^=«0), so kann sie in der bomogenen Form gescbrieben 
werden Ms ^ « 3 

liberbaupt sind in Cartesiscben Koordinaten die Glei- 
cbungen aller zu c^x + c^y + 6^=^ 0 parallelen Geraden von 
der Form c^^x + c^y + + h = 0, da sie sicb nur im kon- 

stanten Gliede unterscbeiden (Nr. 32). 

Ist also die Gleicbung der gegebenen Geraden in Normal- 
koordinaten + agSg + = 0, so ist nacb Nr. 70 

( 20 ) (% sin sin A^ + sin A^) 0 

die Gleichmg einer Parallelen in Normallcoordinaten, 

Sind umgekehrt + a^s^ + a^ = 0 , ^2 + h 0 
irgend zwei Parallelen, so muB sicb unter den Geraden ihres 
Biiscbels eine mit der Gleicbung 
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( 21 ) 5^ sin + Sg sin + S 3 sin ^3 = 0 

befinden. In der Tat wird gerade dies durcb das Kriterium 
des Parallelismus in Nr. 68 ausgesagt, wenn man dasselbe 
nacb Nr. 37 dentet. 

Da die Gerade (21) die Schnittpunkte aller Parallelen 
(Nr. 31 ScbluB) entbalt, so ist sie der Ort aller imendlich 
fernen PimMe oder die mendlich feme Gerade der JEbene, In 
diesen tJberlegungen konnen an SteUe der s** aucb die Xi ge- 
setzt werden. 

B. 1 ) Haben zwei Gleichungen /S' =*= 0 , /S' = 0 solche Koeffi- 
zienten, daB S — ^ const., so stellt /S + /S' « 0 ibre Mittel- 

par allele dar. 

2 ) Die Gleicbung der Parallelen zur Seite S3 eines Drelecks 

dnreb die Gegenecke desselben ist Sj sin sin = 0; denn 

diese Gerade gebt durcb den Punkt s^ | und ist S3 parallel, 
weil man sie in der Form scbreiben kann 

S3 sin Aq •— (Sj sin + Sg sin A^ + S3 sin .A3) = 0. 

Die vier Geraden s^ — 0 , Sg = 0, s^ sin ± Sg sin Ag = 0, 
deren letzte nacb Nr. 65 , 4 die von der Spitze Ag ausgebende Mittel- 
linie des Dreiecks ist, bilden ein barmoniscbes BiiscbeL Der Mittel- 
punkt einer Streoke und der unendlicb feme Punkt ibrer Geraden 
sind in bezug auf die Endpunkte der Strecke barinoniscb konjugiert 
(vgl. 1). 

3) Die Gerade, die die Mittelpunkte zweier Seiten eines Drei- 
ecks verbindet, ist zur dritten Seite parallel. 

Die Verbindungslinie der Mittelpunkte der Seiten Sj = 0 und 
Sg = 0 bat nacb Nr. 65 , 4 eine Gleicbung von der Form 
Sg sin Ag — S3 sin A3 — Is^ = 0, sowie von der Form s^ sin A^ 

— S3 sin A3 — ftSg *= 0; daber muB 1 = — sin A^ und — sin Ag 

sein, d. b. man erbalt 

Sj sin Aj + Sg sin Ag — S3 sin Ag — 0 
Oder 2 S3 sin A3 = s^ sin A^ + Sg sin Ag + S3 sin A3. 

4 ) Die Gerade 1 ^$^ — /gSg + — ^^54 = 0 in Nr. 65, 5 gebt 

durcb den Mittelpunkt der Verbindungslinie der Punkte s^ | S3, Sg | S4. 

Denn + Z3S3) — (ZgSg + Z4S4) ist eine konstante GroBe, 
namlicb oftenbar das IDoppelte der Flacbe des Vierecks. Infolge- 
dessen sind 

Z^Si + Z3S3 ~ 0, ZgSg + Z4S4 = 0 

parallele Geraden, und (l^s^ + Z3S3) — (ZgSg + =* 0 ist ibre 

Mittelparallele ( 1 ), balbiert also aucb die Verbindungslinie der 
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Punkte j und 1 54 , von denen der eine der ersten, der andere 
der zweiten Geraden angehSrt. 

^72. Verbindimgsgerade zweier Punkte. Die Punkte x' j y*y 
kaben die Normalkoordinaten s/, wenii diese die Substi- 

tutionsergebnissevonic' — (iccosci^H- ysin a,— jp,)be- 

zeicbnen. Eine Gerade von der Gleicbung 4 4 % 53 = 0 ent- 

balt beide Punkte, wenn die Koeffizienten so gewiihlt werden, da 6 
zugleich 4 <^2 5^2 4 = 0 und 4 ^ 0 . 

Die Elimination der % ergibt fiir die F< - *'*' •" . \ 

der PimUe s/, s” die Qleichmg 


( 22 ) + 

Sie ist zugleich die Bedingung dafiir, dafi drei Punkte von 
den Koordinaten S/, s/, s/' in einer Geraden liegen (vgl. 
Nr. 40)*) 

Andererseits finden wir, daB fiir einen Teilpunkt Si, der die 
Strecke zwischen s/ und Si” im Verhalinis teilt, die Ab- 

standevon denFundamentallinien wegen^«.^?/'=(3i—5/):(6*/'~- Si) 

n''s.^ + n'sr 

wie in Nr. 14 dutch Si = — ausgedriickt sind. Daher 
konnen wir als die trimetriscJmi Nor^yiaVcoordinaten des Funhtes, 
der die Streclce xWx^ ^\x\y 1 ^^^3 Verhaltnis n' : 

nehmen 


(23) 4 n^x”^ | n^^x\ 4 I 4 


OfPenbar haben (Nr. 15) zwei in bezug auf x/ und xj* 
konjugiert harmonische Punkte die Koordinaten + n'Xi^, 
73. Wenn eine Gleichung 4 orgSg 4 ^■y53=« G odor 
a^Xi 4 « 2 ^ 2 + 0 gegeben ist, so kann die durch sie dar- 

gestellte Gerade bei gegebenem Fundamentaldreieck 
leicht konstruiert werden. Ihre Schnittpunkte 3Iy Nj mit 
den Fundamentallinien J?0, CAy AB oder A^A,^y A^^A^y A^A^ 
(vgl. Fig. 46) sind bez. durch die Gleichungspaare bestimmt 


x ^===0 £^2 = 0 £ r;y = 0 

a,X2 4 ct>^x^ 0; a^x^ + a^x^ =» 0; a^x^ 4 cc^x^ == 0. 


*) Dabei wird wieder die Gleichung nicht geilndert, wenn wir sie 
in den £c., x/, x!' schreiben. 
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Die Geraden A^L, A^N teilen aber die Dreiecks- 

winkel A^A^A^^ A^A^Aj^y Aj^A^A 2 so, da6 das Sinusverhaltnis 
der Teilwinkel gleick — ag : — ^3 : : c/^ ist, denn es 

ist in A^L cc^: CC 2 ^ s^: $ 2 = — Vollzieht man also 

einfach diese durch die Koeffizienten der Gleichnng bestimmte 
Teilung der Winkel des Fnndamentaldreiecks, so liegen die 
drei Pnnkte, in denen die Teilstrahlen die Gegenseiten scbneiden, 
in der durcla die Gleickung dargestellten Geraden *) 

Ganz ebenso finden wir einen Punkt von gegebenen tri- 
nietriscben Normalkoordinaten % | ^1^2 1 Seine Verbindungs- 
geraden mit den Pnndamentalpunkten 1 1 0 | 0, 0 1 1 | 0, 0 | 0 | 1 
haben nacli Nr. 72 die Gleickungen 
= 0, a 2 X^ — a^X 2 == 0 oder 

^ Oder -i. = i q ). 

Diese Geraden teilen also die Winkel A 2 A^A^, 

A^A^A^ bez. nacli den Sinusverhaltnissen : ag, % : 
und konnen demgeniaB konstruiert werden. Dabei bemerken 
wir nach Nr. 67,i, daB der Punht mit den Koordinaten c\:a.,:a^ 
die Qerade 

(24) = 0 

Stir Harmonikole in bcmg anf das Fimdamentaldreiech hat. 
Aus den Koordinaten : ag : folgen die Abstande des 

Pnnktes von den Pnndamentallinien durch Multiplikation mit 
Jfef : (^1^1 *4* ^2^2 ’*1“ (Nr, 70). 

Die trimetrischen Normalkoordinaten der !rrrkit:drd‘“j> n 
Punkte im Fimdamentaldreieck kann man durch Anwendung 
der Gleichung der Verbindungsgeraden zweier Punkte (vgl. 
Nr. 65, 1—4) Oder mit Hilfe der soeben gemachten Bemerkuug 
direkt bestimmen. So ist 

*) Wendet man insbesondere diese Konstruktion auf die Gleichnng 
sin + x^ sin + x^ sin A^^^O (JJTr, 71) an, so findet man die Teil- 
strahlen den Gegenseiten parallel, also drei Punkte des definierten 
Ortos in unendlicher Entfernnng. Somit ist wiederum diese besondere 
lineare Gleichung als Ausdruck der unendlich fernen Geraden der 
Ebene erkannt. 
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-J-r- : -T-^ : -r^ der Schwerpunkt. 
sin ^2 sinJ .3 ^ 

— ^ •* Hohenschnittpunkt, 

cos^i cos-4g cosJ-g ^ ' 

cos : cos A 2 : cos A^ der Mittelpunkt des umgeschriebenen, 
1:1:1 der Mittelpunkt des eingescliriebenen Kreises, 
sin-ii, sin A^, sin A^ der Scbnittpunkt von drei Geraden, 
die in bezng auf die Winkelhalbierenden zu den Schwer- 
linien symmetriscb liegen, 

— 1:1:1; 1:— 1:1, 1:1:— ‘1 bestimmen die Mittelpunkte 
der auBerlicb eingescbriebenen Kreise, usw. 

B. 1) Die Gleickung der Verbindungsgeraden des H5hen- 
scbnittpunktes mit dem Scbwerpunkt ist (vgl. Nr. 68, 4 ) 

sin 2 sin (A^ — A^) 4 * ^2 sin 2 A^ sin {A^ — A^) 

+ sin 2^13 sin =« 0 . 

2 ) Die Gleickung der Geradeu, die die Mittelpunkte des ein- 
gesckriebenen und des umgesckriebenen Kreises verbindet, ist 

(cos -djj — cos A^) + X .2 (cos ^3 — cos A^) + x^ (cos A^ — cos A.^) »« 0 . 

3) Der HShenschnittpunkt, der Sckwerpunkt und der Mittel- 
punkt des dem Dreieck umgesckriebenen Kreises liegen in einer 
Geradeu. 

Die Koordinaten dieser Punkte sind cos A.^ cos A^^ usw.; 
sin A 2 sin Jig, usw. und cos -d^, usw. Zum Beweis geniigt die Be- 
merkung, daB die Koordinaten des zuletzt genannten Punktes die 
Differenzen der vorker erwaknten sind, denn es ist 

cos Ai = sin A^ sin A^ — cos A^ cos .dg, usw. 

Der Punkt mit den Koordinaten cos(.d 2 — -dg), cos(j ^3 — 
cos(d. 3 L— dg) liegt offenbar gleichfalls in derselben Goraden und 
ist ein vierter karmonischer Punkt zu den drei vorigon. Wir 
werden weiterkin seken, daB er der Mittelpunkt des (sog. Feuer- 
backscken) Kreises ist, der die Seitenmitten des Dreiecks entklilt. 

74. Entfernung zweier Punkte P'' Oder sly s” 
in Normalkoordinaten. 

Setzt man 

Uq = so ist + UgSg + UgSg *= 0 die Gleickung 

der Verbindungsgeraden P'P" Zudem gelten naek Nr. 70 
die Beziekungen 

(25) i,s\ + ly. + + k$\y 
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^lus denen man durcli sukzessive Elimination von erhalt 

(26) \a, - l,a, = M{s\ - s\), - l.a, = M{s', - s",), 

Verbindet man nun die Punkte P\ P” mit der Ecke 
des Pundamentaldreiecks und scbneidet A^A^ durch die Gre- 
rade P^P” in P, so ist bei strenger Beachtung der in N*r. 7 
gegebenen Vorzeicbenregel 

A A,P^P” ^A^PP^' -A^PF\ 


Da die letzten beiden Dreiecke die gemeinscbaftliche Basis 
A^P und die zugeborigen Hohen baben, folgt fiir die 

Entfemung d der Punkte P^, P” und den Abstandp der Geraden 
P^ P” vom Punkte A^ die Beziebung 

Nun ergibt sicb fiir den Abstand der Seite A^A^ vom Punkte P 
mit den Koordinaten — | | 0 einerseits 

M 

Zg gj^ Zj gg 5 g “ 8 j 

andrerseits Aj^P^shxA^] also ist 


(27) 


pd 


= 2B% 


sin^, Z, 

■wo B der Radius des umgeschriebenen Kreises ist. Femer 
findet man nach Nr. 68 fdr p, wenn man den Nenner der 

Abstandsformel daselbst mit d bezeichnet, j) = ^ • Daher 

Oder 


ergibt sicb ^ = 


(28) 2aaasCosAi-2a3aiCOsA2 

— 2 cos Aj). 


Mit Hilfe der drei Gleichungen (26) findet man andere, 
bequemere Formeln fiir diese Entfemung. Quadriert man jene, 
multipliziert sie bez. mit cos A^, cos A^, cos A^ und 
bildet die Summe der recbten und linken Seiten, so reduziert 
sicb wegen cos A^ + k cos A^, usw. die Summe links 

auf Man erbalt durcb Substitution in (28): 


29) d- 


hjih j h cos -4i (s'l — s'\y + 4 cos ^ 2 (s'a — s'\y 
itf* i +1^ cos A^(s's, — s"iy 
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Multipliziert man aber dieselben Gleichungen (26) paar- 
weise und bildet die Summe der bez. mit k, k vervielfachten 
Produkte, so reduziert sicb wegen + L/ — 
usw. die erste Summe auf •— Folglic 

darcb Substitution in (28): 

(30) d ~ 


2Z2Z3 cos Jj, 
erhalt man 


"x)! 


Fiir die letzte Form des Wertes sei auch eine direkte Ab- 
leitung angedeutet: Zuerst zeigt man, da6 das Quadrat der 
Entfernung durcb eine Summe von Vielfacheii der Produkte 
der Differenzen der Koordinaten ausdriickbar seiu tnuB, da 
verscbwindet, sobald irgend zwei Koordinatendifferenzen 
zu Null werden; dann ermittelt man durcb die Spezialisieruug 
der Formel fur die Ecken des Fundamentaldreiecks die Faktoren 
jener Produkte. 

B. Der doppelte Inhalt des durch drei Puukte i?/, 6'!'^ 

bestimmten Dreiecks ist + c('i^s'"q). 

Mit Hilfe der zuvor benutzten Bezeichnungen hat man fdr die 
Gerade s'i, s^'i die Gleichung + ^2% “k %% 
des Ausdrucks (28) ftir die Lllnge der Basis und der Formel (15), 
S. 130 fur die zugehorige H5be des Dreiecks erhalt man leicht 
die gewiinschte Formel, in der der Klammerfaktor des ZUhiers 
als eine in den Koordinaten der drei Ecken symmetrischo Dotor- 
minante gescbrieben werden kann. 

SS> 75. Die geometrisohe Bedeutung der Gleichung 
(31) :i\ sin Aj^ + sin A.j -b ^3 sin = 0 


ist die unendlich feme Gerade der Ebene, wie wir in Nr. 71 
geseben baben. Zu derselben Einsicbt fiibrt die Bumerkuiig, 
da6 die Gleichung zwar in der allgemeinen Form der Gleichung 
einer Geraden inbegriffen ist, aber keine endlich bestimm- 
baren Punkte entbalten kann, weil iiir die Koordinaten jedes 
solcben die GroBe sin + iTg sin A^ + 0:3 sin Aij einer 
gewissen Konstanten gleicb, aber nicbt Null wird (Nr. 70). 
Sie ist daber nur als eine Grenzform moglich, der sicb wirk- 
licbe Gleichungen nabern konnen. 

In der allgemeinen Gleichung a^x + ^ 0 be- 

stimmen — a^: und — die Abschnitte der Geraden 
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in den Koordinatenachsen; je Ideiner also und Og werden, 
desto groBer sind diese Abschnitte bei nnverandertem Werte 
von ^ 3 , desto weiter entfernt ist daher die Gerade vom Ur- 
sprung. Piir = 0, ^ 0 sind jene Abscbnitte oo, und 
alle Punkte der Geraden sind in unendlicher Entfernung ge- 
legen. 

In der Tat kann die Gleichung + ^ + 

wenn aucli niclit fiir endliche Werte von x und y, so dock 
fiir unendlich groBe Werte erfullt werden, weil das Produkt 
0 • oo einen endlichen Wert liaben kann. 

Somit ist die Gleichung der unendlich fernen Geraden in 
Cartesischen Koordinaten 

0 • X 0 • y 

Zur Abkiirzimg des Ausdrucks werden wir sie gelegentlich in 
der minder exakten Form (Xg = 0 brauchen. 

Wenn wir nun diese Gleickung bomogen machen — ahnlich 
wie in Nr. 71 die Gleichung 5^ =» 3 homogen gemacht wurde — , 
so entspringt wirklich wieder die Gleichung 

Xi sin + x^ sin Ag + x^ sin ^3 = 0, 

tiberhaupt erweisen sich nun die Gleichungen paralleler Ge- 
raden S + Jo => 0 als nach dem Prinzip von Nr. 65 gebaut, 
wenn man das Biiscbel durch G == 0 und die unendlich feme 
Gerade k *== 0 bestimmt denkt. 

76. Cartesische Koordinaten sind nur ein besonderer 
Fall von trimetrisohen Normalkoordinaten. Man glaubt 
vielleicht zuerst einen wesentlichen Unterschied zwischen 
beiden darin zu finden^ daB Gleichungen in trimetrischen 
Koordinaten bomogen sind, wahrend man in den Gleichungen 
mit Cartesischen Koordinaten ein absolutes Glied von Gliedern 
des ersten, zweiten, Grades unterscheidet. Aber eine ein- 
fache tiberlegung zeigt, daB Gleichungen in Cartesischen 
Koordinaten in Wirklichkeit ebenfalls homogen sein mtissen, 
wenn sie es auch nicht in der Form sind. Der Sinn der 
Gleichung it? = 3 kann beispielsweise kein anderer sein, als 
daB der Abstand x drei Langeneinheiten gleich ist, wahrend 
die Gleichung xy ^9 aussagt, daB das Kechteck xy gleich 



142 Symbolische Gleichungen und duale homogene Koordinaten. 77. 

9 Quadraten einer gewissen Langeneinlieit ist; usw. Um solche 
Gleicliungen aucli der Form nacli homogen zu machen, karm 
man die Langeneinheit durch 2 bezeichnen und dann die Glei- 
chung der Geraden in der Form schreiben: 

(32) + a^y + = 0. 

Vergleicht man dies mit ^ 0 und er- 

innert sich, da6 die Gleichung der unendlich fernen Geraden 
die Form = 0 annimmt, so erkennt man, daB in (32) an 
die Stelle der willkiirlichen Geraden x^ =« 0, =» 0, iPjj — 0 

insbesondere ^ = 0; ^=*0 getreten sind. 

Also sind Gleichungen in Cartesischen Koordincden nur die 
hesondere Form^ in der Gleichungen in trimetrischen Koordinaten 
erscheinen, wenn mei der Fundamentallinien m Koordinaten- 
achsen gewahlt werden, wdhrend die dritte die unendlich feme 
Qerade ist, (Vgl. Nr. 88.) 

Es ist jedocb nicbt uberflussig zu bemerken, daB wir 
nicht dasselbe geometrische Gebilde, dessen Gleichung in 
Cartesischen Koordinaten vorliegt, auch erhalten, wenn wir 
nun X, y, ^ als trimetrische veranderliche Koordinaten be- 
trachten. Gerade so, wie wir mehrfach homogene Gleichungen 
zu rechtwinkligen Koordinaten transformierten durch die Sub- 
stitutionen QXi^x cos cci + y sin a,- --pi (Nr. 64), miissen wir, 
um gegebene nicht homogene Gleichungen in gleichhedeiitende 
homogene zu verwandeln, aus diesen Substitutionen x und y 
als Funktionen der Xi berechnen und in sie einsetzen (vgl. 
Nr. 81). 

77. In dem Vorhergehenden ist eine wesentliche Fr- 
weiterung des urspriinglich angenommenen Begriffs der Koordi- 
naten enthalten. 

Man versteht hiernach leicht, wie jeder hesonderen Artj 
die Lage eines PunUes in hemg auf feste PunUe oder Linim 
m 'bestimmen, deren Lage als hekannt vorausgeseUt wirdy ein 
hesonderes Koordinate^isystem entsprechen mufi, Nachdem die 
Bestimmung eines Punktes durch Koordinaten erlangt ist, wird 
jede gerade oder krumme Linie als eine Reihe von Punkten 
aufgefafit, und das Gesetz der gegenseitigen Abhangigkeit ihrer 
Koordinaten durch eine Gleichung zwischen denselben dar- 
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gestellt. So geniigen die Cartesischen Koordiiiaten aller Punkte 
einer Geraden einer voUstdndigm Gleichung des ersten Grades 
zwisclien zwei Veranderlichen, die trimetrisclierL Koordinaten 
derselben Punkte einer homogenm Gleichung des ersten Grades 
zwischen drei Veranderlichen, und umgekehrt definieren diese 
Gleichungen die Gerade als Ort. 

Setd man an die Stelle des Punldes als des urspriinglichen 
durch Koordinaten m hestimmenden Raumelementes irgend ein 
anderes geometrisclies Oehilde^ so erlidlt man dadurcli in einem 
anderen Sinne neue Koordinatensysteme. Immer aher stellen 
Gleichungen swischen den Koordinaten die aiis jenen elementaren 
Gebild&n msammengesetzten rdumlichen Formen dar, 

Nun hat in der Geometrie der Ebene neben dem Punkte 
kein anderes geometrisches Gebilde so viel Berechtigung, als 
elementar oder als Raumelement betrachtet zu werden, und 
kein anderes bietet so leicht die Moglichkeit, durch stetige 
Reihung neue Gebilde als zusammengesetzte zu erzeugen, wie 
die Gerade. Indem man jede Oerade in lemg auf gewisse feste 
PimUe Oder feste Geraden durch Koordinaten in verschiedener 
Weisc hestimmt, erhdlt man die vcrschiedenen Systeme von Ko^ 
ordinaten det' Geraden oder von Linienhoordinaten (Strahlen- 
Oder Tangentiallcoord I naten 

Von da an verfolgen die analytische und die reine Geo- 
metric von demselben Primsip aus auf vcrschiedenen Wegen das 
gleiche Ziel. 

78, Linienkoordinaten. Die Gleichung a^x + ct,^y + == 0 

einer Geraden hangt nur von den Verhaltnissen der drei 
Koeffizienten, also von swei wesentlichen Konstanten ab (Nr. 38). 
Wir konnen daher die Oleiclmngslzoeffmenten a^, a^j a^ als 
homogene Koordinaten der Geraden betrachten, oder als nicht 
homogene zwei Quotienten derselben. Wie schon in Nr. 38 
angedeutet, verwendet man nach PlucJcer die negaiiven Be^i- 
prdken der Achsenabschnitte als nicht homogene Koordinaten 
der Geraden, also 

(33) a ^ : a^ — u, a^ la^^v 

und bezeichnet die Gerade von den Pluckerschen Linien- 
koordinaten u>, V mit u I V. Somit sind die Geraden 0 1 v der 
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^^|0 der y-Aclise parallel und-0|0 ist die unendlich feme 
Gerade (Nr. 75). Bei Strahlen a^x + a^y ^0 durch den An- 
fangspunkt sind natiirlich die reziproken Werte u, v der 
Acksenabschnitte unendlich. gro6, das V^erhaltnis 'u:v^aj^:a 2 
bleibt jedoch endlich, falls nicht = 0 ist. 

Unter gleichzeitiger Verwendung Cartesischer und Plticker- 
scher Koordinaten erhalt man die sog. Gleichimg des In^ 
einanderliegens 

(34) ux + vy + 1 ^0 

als die Bedingung dafdr, da6 der Punkt a; | y in der Geraden 
i{j\v liege Oder die Gerade u\v durch den Punkt x\y gehe. 
Diese Bedingung vereinigter Lage eines PimMes und cincr Gr-> 
raden ist in den Koordinaten heider Elemente sy^nnieirisch, 
Darin liegt die ZweckmaBigkeit der Pliickerschen Wahl der 
Linienkoordinaten begriindet (vgl. uuten Nr. 88). 

AuBerdem findet nun eine gewisse Reziprozitiit in fol- 
gender Weise ihren Ausdruck: Haben u, v bestimmte Zahlen- 
werte u = Wq, v ^ so stellt .die Gleichung 

(35) u^x + VQy + l-=^0 

in den laufenden Punktkoordinaten x, y die Gerade mit den 
Koordinaten Uj\vq dar. Haben y bestimmte Zahlenwerte 
x=^XQf y ^ Vo so stellt die Gleichung 

(36) XqU + yoV + 1 == 0 

in den laufenden „Linienkoox*dinaten^^ tty v den Punkt mit 
den Koordinaten flJolj/o Gleichung (36) drhckt 

die Bedingung aus, daB alle Geraden, deren Koordinaten ti v 
ihr geniigen, durch den gegebenen Punkt gehen; wir 

nennen sie daher die Gleichung des Pmhtes in Linienhoordi- 
naten. Dieser neue Begriff ist bereits in Nr. 53 enthalten; 
denn hiernach ist A^u + A^v + ^ 0, wenn A^^ A^, A,^ 

Konstanten, u, v Veranderliche sind*), diejenige Gleichung 
in u, Vj die alle durch einen festen Punkt gehenden Geraden 

*) Es ist fiir die dortigen I*.; fl, 3. gesetzt A.; u, v. 
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ux + vy + \ ^ ^ bestimmt. Jede Oleichung ersten Grades in 
Linm%lhOordinaten 

(37) H" *^2^ "b" ~ 0 

A A 

stellt einen PunJct dar, und zwar den Punkt -—j genan 

-^3 -“s 

SO, wie die Gerade mit der Gleiobung a^x + a^y + a^ = 0 
die Koordinaten — -- bat. 

Man ubersiebt sofort, wie sicb von dieser Gleicbung des 
Puiiktes aus eine znr bisherigen Untersucbung der Geraden 
ganz analoge Bebandlung der analytiscben Geometric des 
Punktes dnrcbfiibren laBt. Man kann leicbt in die Ausdrtioke 
fiir den Abstand zwiscben Punkt und Gerade, fiir den Winkel 
statt der Gleicbungskoeffizienten die Strablenkoordinaten ein- 
fiibren. So sind z. B. die Koordinaten aller Strablen des 
durcb zwei Geraden | und I ^2 bestimmten Biiscbels in 

der Form ^ ^ darstellbar, wobei X das Sinusteil- 

verbaltnis bedeutet. Offenbar baben aucb die direkten analy- 
tiscben Entwickelungen bier und dort groBe l.hnlicbkeifc So 
ist die Bestimmung des Scbnittpunktes zweier Geraden bin- 
sichtlicb der analytiscben Operationen nicbt verscbieden von 
der der Verbindungslinie zweier Punkte. Sind gegeben 


die Geraden 

a^x+ a^y + aj = 0 

+ hy + 63 = 0 , 

80 sind die Koordinaten ihres 
SchnittpunUes (Nr. 37) 

\ 

Oder: der SchnittpunU der Oe- 
raden | | hat die 

Gleichimg 

— ~ u 

W, 

— “t - 3 — 1- 1 «= 0 . 

^1 *“ ^2 


die Punkte 

A^u + A^v + -4g = 0 

B^U + B 2 V + .Bg 0, 

so sind die Koordinaten ihrer 
Verbindungsgeraden 

A^ -Bg — Aj^ -Bg Aq JB^ J?3 ^ 

Ai A^ JSi A^ — A^ 

Oder; die VerUndtmgsgerade der 
PunUe ^z\y 2 

Gleichmg (Nr. 40) 

..yi:zh^^x 

— h 1 == 0. 


Salmon - IjMedler: anal. Geom. d. Kegelschn. 8. Aufl. 1 0 
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B. 1 . Per Winkel zweier Geraden mit den Koordinaten 
resp. bestimmt durch 


tgd = ±- 


(Nr. 36.) 


^2 

2* Die Transformation der recliHvinUigen Linienkoordi- 
n<iten folgt aus der der Punktkoordinaten mit Hilfe der Beziehung 
+ vy 1 ^ 0, Substituieren wir in dieselbe die durcb eine 
Drebiing 'S’ transformierten x^\y' vermoge der Pornieln 58 in Nr. 12 ^ 
so folgen die neuen Koordinaten ans 

{u cos 'S’ + 4? sin 'S) + ( — u sin -S’ + y cos &) + 1 = 0 

als id = w cos 'S + sin 'S’, v' = — n sin -S’ + «? cos 'S, 


Die Punkt- und die Linienkoordinaten erleiden also durcb 
Drebung umgekebrte Transformationen. 

Dagegen wird bei der Paralleltransformation 
y y^ + y^ die Gleicbung (34) zu 

ux^ 4 - 1 

so dan ii == 1 7 -- » ir == — - 

wiCo + v2/o + 1 wiTo + ^^ 2/0 + ^ 

Diese Pormeln baben einen von den tibrigen abweicbenden Cha- 
rakter, da in ibnen ein Nenner auftritt, der im neuen Anfangs- 
punkt verscbwindet. 

79. Hullkurvon Oder Enveloppen. Wie die Wertepaare 
x,y, die einer Gleichung f (x^y) = 0 gentigen, als Koordinaten 
vonPunkten gedeutet, in ihrer Gesamtbeit die Kurve f{Xjy) = 0 
als eine Aufeinanderfolge von Punkten darstellen (Nr. 24), so 
liefem die Wertepaare die einer Gleicbung F{%i,v) = 0 
genugen, als Koordinaten von Geraden gedeutet, in ibrer 
Gesamtbeit eine Aufeinanderfolge von Geraden, die Tamjenten 
der Kurve F{Ujv) = 0 beiBen sollen. Der Inbegriff dieser 
samtlicben Tangenten ist die geometriscbe Bedeutung der 
Gleicbung F{ii^v) = 0; diese stellt eine Kurve als Eingebiillte 
Oder Enveloppe von Geraden dar. Denn wie in Nr. 24 die 
Aufeinanderfolge aller der eine Gleicbung in Punktkoordinaten 
befriedigenden Punkte ein Vieleck nnd durcb die stattbafte 
unbegrenzte Annaberung der benacbbarten Punkte aneinander 
eine umgescbriebene Kurve bildete, so entstebt bier aus der 
Aufeinanderfolge aller der der Gleicbung F(iiyV) ^ 0 gentigenden 
Geraden mit Hilfe eines umgescbriebenen Vielecks eine einge- 
scbriebene Kurve. 
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Eine Gleichung f(oo,y) = 0 vom Grade bestimmt fiir 
jeden gegebenen Wert von x die zugeborigen^/' der wPunkte, 
die die Kurve mit der Geraden x==x^ gemeia bat*, die Gleicbung 
F(ii^v) = 0 bestimmt fur jeden gegebenen Wert u' von u die 
zugeborigen v der n Geraden d. b. Tangenten, die die Kurve 
mit dem Punkte it = gemein bat. XJnd allgemein: wenn 
man zwiscben einer Gleicbung vom Grade in Punktkoor- 
dinaten x [ y und einer Gleicbung ersten Grades m x\y die 
gemeinscbaftlicben Wertepaare der Unbekannten x, y bestimmt; 

erbalt man die Koordinatenpaare der n Punkte, die die Kurve 
mit der Geraden gemein bat; wenn man aber zwiscben einer 
Gleicbung Grades in Linienkoordinaten u | v und einer 
Gleicbung ersten Grades m u\v die gemeinscbaftlicben Werte- 
paare der Unbekannten w, v bestimmt, so erbalt man die 
Koordinatenpaare der n Tangenten, die die Kurve mit dem 
Punkte gemein bat. 

Jede Kurve kann man sowobl als Ort ibrer Punkte, wie 
aucb als Hiillkurve ibrer Tangenten betracbten, also durcb 
eine Gleicbung m x\y oder in ti,\v definieren. Man verstebt 
unter Ordmmg einer Kurve den Grad ibrer Gleicbung in 
Punktkoordinaten und unter Klasse der Kurve den Grad ibrer 
Gleicbung in Linienkoordinaten. Demnacb bezeicbnet die 
Ordnimgsmlil der Kurve die Zabl ibrer Scbnittpunkte mit 
einer Geraden, die Klassenmhl derselben die Zabl ibrer Tan- 
genten aus einem Punkte; denn jene stimmt mit dem Grade 
ibrer Gleicbung in Punktkoordinaten x | y, diese mit dem Grade 
ibrer Gleicbung in Linienkoordinaten | v uberein. Ordnung 
und Klasse sind im allgemeinen verscbiedene Zablen. Dazu 
nebmen die Elemente Gerade und Punkt selbst Ausnabme- 
stellungen ein. Die Qerade ist der einzige Ort ersfer Ordnung 
tind nullter Klasse, der PunM die einzige EingeMillte nullter 
Ordnung und ersier Klasse. Bei der tfbertragung metriscber 
Ausdriicke in Linienkoordinaten, z. B. in der Formel (31), 
S. 76 ftir den Abstand eines Punktes x | y von einer Geraden u [ v 

5 

tritt im Nenner die Quadratsumme der Linienkoordinaten auf. 

to* 
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Die durch Versctwinden des Nenners dargestellte "beBondere 
EingeMUte 

^2 _j_ ^2 ^ Q 

lestmmt die leidm alsoluten Riehkmgen (wie Nr. 61 verlaiigt\ 
denn die linke Seite der Gleicliung zerfallt in das Produkt 
der beiden linearen Ausdriicke u -^iv => 0 und diese stellen, 
gleich Null gesetzt, die unendlich fernen Punkte von den 
Richtungskoeffizienten ± i dar. Uberbaupt zerfallen HUllkurven 
Klasse^ deren Gleicbungen in w — a 1 — jS honiogen siiid^ 
in n Punkte der Geraden a | /? (vgl. Nr. 56). , 

80. Panktreiben. Ganz so allgemein wie in Nr. 64 gilt 
bier das Parameterprinzip: Sind = 0 und die 

Oleichungen von mei Hulllmrven in Linienlcoordinaten, so hat 
die durch 0 dargestellte Hulllcurve — fur Z als 

einen heliehigen Parameter — jede Gerade 0ur langenfe, die 
fur die durch = 0 %md == 0 dargestellten Kurven gleich- 
mtig langmte isi Denn Koordinatenwerte u ! Vj die gleich- 
zeitig den Gleicbungen = 0 , = 0 geniigen, erfiiilen not- 

wendig fiir jeden Wert von X auch die Gleichung E^—XE^^O. 

Sind insbesondere 27i == 0, = 0 linear (also E^ ^ ccj ti 

+ + Yi) + ^ 2)1 beiden ge- 

gebenen Eingebiillten Punkte oi^i\yi, ^ 2 !?/^? 
Verbindungslinie ibre einzige gemeinsame Tangeiite, und 
E^ — XE 2 == 0 kann als Gleichung eines Punktes nur die 
Gleichung eines Punktes dieser Geraden sein. 

"Wir untersucben die Bedeutung des veriinderlicbeii Para- 
meters X, der alle Werte von +00 bis — 00 durcblauft; 
wabrend der dargestellte Punkt die ganze Gerade bescbreibt. 
Man bat ^ xixlA wenn s^, S 3 die senk- 

rechten Abstande der gegebenen Punkte von irgend einer durch 
den dargestellten Punkt gebenden Geraden sind^ so ist (Nr. 42) 





^2 



WO ^ 3 : eine fiir alle durch den Punkt gebenden Strahlen 
unveranderlicbe Konstante ist. Die GroBe X wird also ganz 
wie in den Betracbtungen von Nr. 65 proportional dem Yer- 
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haltnis der Abstande und folglicb dem Teilverbaltnis (Nr. 1 4 ), 
nach dem der betrachtete Punkt die Strecke zwiscben den 
beiden festen Punkten teilt. Daher bilden z. B. die vier Punkte 

2/1-0, 2/2 = 0, 2/i--12:2«0, 2/i + ^2/2 = 0 

derselben Geraden eine barmoniscbe Grnppe. 

Geht man zur Betrachtung von c/rei Punkten = 0 , 
2/3 = 0, 2/3 = 0 weiter, die nicbt in einer Geraden liegen, 
so kniipfen sicb daran eine Reihe von Entwickelungen, die 
ganz denen von Nr. 67 analog sind. Ein Beispiel gibt die 
Betrachtung der Schnittpunkte einer geraden Transversalen 
mit den Seiten des durch jene bestimmten Dreiecks. Drei 
Punkte in den Seiten des Dreiecks sind 

2/1 4 * ^-2/3 = 0, 2/0 + [^ 2 ^ = 0, A/3 -f v2/i = 0. 

Damit die Koordinaten einer Geraden diese Gleichungen gleich- 
zeitig erfullen, mu6 die Beziehung bestehen Xfuv = — 1 ; diese 
gibt aber nach der Bedeutung von A, /i, v genau die Relation 
von Nr. 54 , 1 unter den Teilverhaltnissen wieder, die die drei 
Schnittpunkte in den Seiten des Dreiecks bestimmen. 

Ebenso lafit sich die Gleichung jedes beliebigen vierten 
Punktes + y.i == 0 durch die von drei festen Punkten 

seiner Ebene <x^u 4 - 0 , 2/3 ™ ofgW + + ^2 ~ ^^7 

2/3 . cc^^i + + j'y = 0 in der Form fcg A/g + = 0 

ausdriicken. Man hat dazu nur den Bedingungen 

7^1 < 3^1 -f* 713 or2 4 “ “ <^47 7 ci^i 4 " 7 ^ 2 ^2 4 " ~ Pi? 

+ hn + hn “= 7i 

zu geniigen, die die Jci bestimmen, sobald jene drei Punkte 
nicht in einer Geraden liegen (vgl. Nr. 67 ). 

Man erhalt nun oifenbar entsprechend dem trimetrischen 
Punktkoordinatensystem auf ganz analogem Wege ein tri- 
metrisches Linienlcoordinalensystem (Nr. 78 ) und kann dieses 
in den Untersuchungen mit den namlichen Vorteileu ver- 
wenden wie jenes; denn es teilt mit ihm den Vorzug der 
Homogenitat der Gleichungen. Wir wollen diese homogenen 
Koordinaten in der Polge durch und die aus ihnen 

bestimmte Gerade mit Ui oder | % I ^3 bezeichnen. Nach 
dem Vorhergehenden ist die geometrische Bedeutung dieser 
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Koordinaten die, da 6 sie die Abstande der Oeradm iti von den 
Fundammtalpun'kten = 0, = 0, % == 0 oder allgemeiner 

ProportionaUahlen 0u denselben bedeuten (barymitrische Linien- 
koordinaten genannt mit Riicksicht auf die spater, in Nr. 88 
folgenden Betracbtungen). Man erkennt dies unniittelbar, wenn 
man sick die drei unabbangigen linearen Funktionen in der Form 

(38) QUi^XiU + i/iV + 1, (? = 1,2,3) 

gegeben denkt. 

B. 1) Wenn man mit wie friiher die Seiten und mit 

JLg die Winkel des Fundamentaldreiecks bezeichnet, so sind 
tfg + ^ 3 = 0, usw. die Mittelpunkte der Seiten; (..ik ± == 0 , 

usw. sind die Scbnittpnnkte der Winkelhalbierenden mit den Gegen- 
seiten bez. im Falle des Minuszeicbens die Schnittpunkte dor 
Halbierungslinien der AuBenwinkel mit den Gegenseiten. Ferner 
sind A^ + tg A^ = 0, usw. die Ausiiriicke fiir die FuB- 
punkte der Hdben. 

Es ist,^% + ^2 + % = 0 der Scbwerpunkt des Dreiecks, 
tg Aj + ^2 A + ^^3 tg A 3 «= 0 der Hohenscbnittpunkt, 
sin 2 Aj + W 3 sin 2 Ao + % sin 2 A 3 =» 0 der Mittelpunkt des urn- 
gescbriebenen Kreises, 4- 4* ^ 3 % «=» 0 der Mittelpunkt des 

eingescbriebenen Kreises, usw. Wie ein durcb die allgemeine 
bomogene Gleicbung angegebener Punkt konstruiert werden kann, 
zeigt 2); die Konatruktion entspricbt vollstandig der in Nr. 73 
fiir eine durcb die allgemeine bomogene Gleicbung gegebene Gorado. 

2 ) Man deute die in Nr. 67,1 angewendeten Gleicbungen 
nacb dem System der trimetriscben Linienkoordinaten. Sind 

= 0, ^2 = 0 , W 3 ==• 0 die Gleicbungen der Punkte A, 7i, 0, so 
kSnnen — 7 *^ 3 % = 0 , =» 0 , ^ 0 die 

Gleicbungen der Punkte X, N sein; alsdann sind 

7% 1^3 + = 0, A3W3 + 0, 

7i/j %ii^ ~|” 7['2 *1^3 0 

die Gleicbungen der Ecken des durcb die Geradon iA, MB, NO 
gebildeten Dreiecks, und \u^ A' + ==» 0 stellt den Punkt 0 

dar, in dem sicb aucb die Verbindungslinien der Ecken dieses 
neuen Dreiecks mit den entsprecbenden des alten scbneiden. Die 
Gleicbungen Jc^u^ + = 0 , + \u^ = 0 , =» 0 

bezeicbnen die Punkte D, E, F, die zu L, M, N bez. in bezug 
auf £G, GA, AB barmoniscb konjugiert sind. 

3) Wenn die Koordinaten der Geraden die Abstande der- 
selben von den drei Fundamentalpunkten sind, so soli man die 
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Beziebung zwiscben ihnen und den 
Fundamentaldreiecks entwickeln. 

Sind J-i, A2, ^3 die Funda- 
mentalpunkte und -^2^21 

A^B^ die Koordinaten 
der Geraden B^B^ (Fig. 47 ), 
so hat man A^ A^^ ” 

A^A^q = W3 — und, fiir 

^ A^ 2 A ^2 = “21 -^^3 A ^3 ^3 

~ U, 

Sin dig ■- 


IK — w, 
sin cco ==» 


k 


k 


Seiten oder Winkeln des 

Fig. 47. 



Nun ist die Summe dieser Winkel gleich jt— also 


( 39 ) cos ttg* cos 0:3= sin 0:3 • sin ojg— cos- 4 i==»^^^ — — — — cosAj,. 
Bestimmt man nun aus 

— cos «2 = cos (A^ + ag) == cos cos cc^ — , — sin A^ 

J A ^ 2 — W, . . 

und — cos ^3 == cos A^ cos — - sin 

die Werte sin A^ cos = - -y cos 

'S ^8 

A U^—U. tK — . 

sm A. cos ag — - ^ ^-7 — - cos .A, , 

k k 

so erhiilt man durch Substitution in ( 39 ) 

+ ^3^ (^3 ”” 2 /gZg ( 7/'2 — Wjl) (% — -z^i) cos A^ 

Setzt man 2Z2/3 cos A^= ein, so erhalt man die 

verlangte Beziebung in der Form 

ftir M als den doppelten Inbalt des Dreiecks A^A^A^. Die Auf- 
iQsung der Klammern gibt ibr mittelst derselben TJmformung und 

M 

der Einfttbrung der H6ben hi =« “p die Gestalt 


SWjWgCOsAs a^jT^gCOSAi 27 ^ 3 t^cosA 2 . 

\\ h\ \K 

Dieselbe Beziebung laBt sicb aucb nacb der Analogie von Nr. 70 
ableiten, indem man von Pliickerscben Koordinaten ausgebt. 

at 81. Das Cbarakteristische und Wicbtige in den vor- 
hergebenden Entwickelungen ist die groBe Analogie, die zwiscben 
den beiden Systemen der bomogenen oder trimetrischen Koor- 
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dinaten fiir den Punkt und fur die Gerade stattfindet. Diese 
Analogie vervollstandigt sicli zu klarer Auspragung bei einer 
Begrundung dieser Systeme, die zum Ausgangspunkt den Um- 
stand macht, daB die Koordinaten nicht sowohl die Abstande 
selbst, als vielmehr zu denselbenproportionale GroBen bedeuten. 

Wir nehmen in einem Dreieck die Seiten als Punda* 
mentallinien der Punktkoordinaten und die Ecken als Punda- 
mentalpunkte der trimetriscben Linienkoordinaten. Haben die 
Seiten die Gleichungen 

(41) + a^y + \x + \y + « 0, c^x + c.if + =- 0, 

so finden wir nacb Nr. 37 als die Gleichungen der Eckpunkte 

(42) ^3 ~ JB^U -|~ ”1" -^3 “ O’jiti “h 

wenn wir die Abkiirzungen einfuhren 

■^1 ^2^3 ^3^2? “^2 ^3^1 ^1^3? *^3 ~ 

— CgCtg, usw. . . Cl ~ (Zg&jj — usw, 

Umgekehrt miissen wir von den letzten Gleichungen aus 
die ersten finden, indem wir nach Nr. 78 zur Bestimmung 
der Koordinaten der Verbindungslinien dieselben Pormeln an- 
wenden, wie vorhin zur Berechnung der Schnittpunkte. Daher 
muB notwendig 

(43) jSgCg — BgCg = A * usw., Og — Cg^g == A • usw,, 

J-gJBg — J.gS’g = A • Cip usw. 

sein, und in der Tat findet man durch Ausrechnung den 
gemeinsamen Paktor A gleich der nun nicht verschwindenden 
Determinante (39) in Nr. 45. 

Jetzt kann man leicht beide Koordinatensysteme mit fast 
denselben Worten begriinden. 

Setzt man Setzt man 

^ + + t ^ A^u+A^v +A^ 

+ c^y+ c, OjW + O^v+G^ 

yt ^ \^ + biy + h Q j + 

^ Cia; + Cjy + C5 O^u+C^v+C^ 

so sind y^ die Parameter so sind die Parameter 

von zwei Strahlenbiischeln, die von zwei Punktreihen, die 
durch die dritte Seite mit den durch die dritte Ecke mit den 
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beiden anderen bestimmt wer- 
den. Wablen wir also drei 
Zahlen x^, x^ so, daB 

ic' = 2 /^ ~ verbalten 

sicb dieselben wie die Ab- 
stande des Punktes x\y von 
den Seiten, multipliziert mit 
gewissen Konstanten r*-, nam- 
lich mit 

= y&i® + w 'ri=VCi-'f ^2® 
(Nr. 65). Also gelten bei Ein- 
fuhrungeines Proportionalitats- 
faktors ^ die Beziebungen 

lix^ -= a^x + a^y + 

(44)* ybx^ =« \x + &2 2 / + 63 

ft' ^3 c-^x “b ^3 

und umgekehrt folgt durch 
Auflosung dieser Gleicbungen 
nacb X, y: 

r45W ^ 8 ^ 1 + 4^8 + <^8^8 

^ -dj CTi + -^2 ^8 + ^8 

y “ ^ 5*1 + 25,03, + C, a:, 

Man sieht daraus, daB 

(46) ^ 30:1 + + G^x^ =• 0 

die unendlich feme Gerade der 
Bbene darstellt. 


beiden anderen bestimmt wer- 
den. Wablen wir also drei 

Zablen w-g, so, daB 

= so verbalten 

sicb dieselben wie die Ab- 

stande der Geraden u\v von 
den Ecken, multipliziert mit 
gewissen Konstanten p,-, nam- 
licb mit = Ag, pg 

Qz ^z 80). Also gelten 
bei Einfubrung eines Propor- 
tionalitatsfaktors v die Be- 

ziebungen 

vu^ A^u + A.yV + A.^ 

VU2 = u -f- V “f* J?3 
vUq == O^u 4 " Cq 

und umgekebrt folgt durcb 
AuflSsung dieser Gleicbungen 
nacb u, v: 

I ^ -- ^2 + ^2 ^2 + ^2 ^8 

(mit Rucksicbt auf die Be- 
ziebungen (43)). 

Man siebt daraus, daB 

^3^1 ^3 ^^2 4 " tJgWg = 0 

die Gleicbung des Nullpunkts 
darstellt. 


In tibereinstimmung mit der friiberen Definition ge- 
braucben wir die Bezeicbnung als trimetriscbe oder Dreiecks- 
koordinaten vorzugsweise fur die Palle, wo die Konstanten Ti 
untereinander gleicb sind und ebenso die 9 ,-, wo also die 
linearen Punktionen in der Normalform gedacbt werden. 
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Fur den allgemeinsten Fall werden wir eine andere Bezeicli- 
nung einfiilireji (Nr. 87). 

Die Ausdriicke fur x\y bez. ti\v zeigen, da 6 durch ihre 
Substitution eine vollst’andige Grleicbung Grrades in Car- 
tesisoben bez. Pluckerschen Koordinaten in eine homogene 
Gleicbung Grades in bez. | W 3 1 tibergeht. 

trbrigens laBt sick auch die Gleichung vereinigter Lage 
+ vy + 1^ 0 dazu benutzen, um aus den Substitutionen 
in Punktkoordinaten die in Linienkoordinaten abzuleiten, in- 
dem man in diese Gleicbung fur x und y die Ausdriicke (45) 
links einfubrt, alsdanu mit dem Nenner + B^x^ + C^^x^ 
multipliziert und neu ordnet (vgl. Nr. 78 B. 2 ). 

82. Die vorigen Entwickelungen begriinden das wichtige 
Prinmp der Dmlitdt (Korr elation)}^) Die analytisclie Geometrie 
entwickelt geometrische Satze durch analytische Operationen; 
diese Satze sind die geometrischen Deutungen ihrer Rechnungs- 
ergebnisse. Nach der vollstandigen Analogie der beiden 
bier begriindeten Koordinatensysteme wird iiberall bei An- 
wendung der bomogenen Gleicbungen jede analytische Unter- 
suebung mit einem Rechnungsresultat wesentlich zwei geo- 
metrische Satze liefem: der eine ist die Deutmg dieses Er- 
gebnisses nach dem System der PmUhoordmate^Zj der andere 
die JD&uiung desselben Ergebnisses nach dem System der Linien- 
hoordinaten. 

Wo in dem einen Satze Punkte und Geraden, Kurven 
^ter Ordnung oder Klasse, Punktreihen oder Strablenbiiscbel usw. 
auftreten, da werden im anderen bez. Geraden und PunktO; 
Kurven Klasse oder Ordnung, Strablenbiiscbel oder Punkt- 
reiben usw. erscbeinen. Jedem Satze, jedem Problem, jeder Figur 
mtspricU so im allgemeinen ein dualistisches (duales, horrelatives) 
Qegenbild, und die analytische Arbeit ist fiir beide nur einmal 
zu leisten. Geometriscb gesprocben beiBt dies: die Geometrie 
der Ebene Icann ebensowohl auf die Qerade wie auf den Pimkt 
eds Element des Baumes gegriindet werdm; die Ebene ist als 
Gesamtbeit ibrer Punkte oder Geraden ein zwei-dimensionales 
Gebilde (Nr. 23), da beide Elemente Reprasentanten je zweier 
unabhangiger Verandeiiicben sind. 
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Beispiele fiir dualistische geometrische Walirheiten sind 
in dem Bisherigen schon zahlreich enthalten und werden aucli 
im Folgenden in groBer Zahl auftreten. Unmittelbar und rein 
pragt sicb der duale Charakter in den Satzen aus; die sicli 
nur auf die sog. deslcriptiven (projektiven) Eigenschaftm beziehen, 
d.b. auf solcbe, die daraus entspringen, daB gewisse Punkte 
und gewisse Strahlen ineinander liegen. Der eine folgt aus 
dem anderen, wenn man die Ausdriicke ;,Verbindungsgerade 
zweier Punkte^^ und „Scbnittpunkt zweier Geraden^^ miteinander 
vertauscbt (Nr. 78). Sobald dagegen metrische Eigemchaften 
auftreten, d. b. Langen und Winkel dafur zu messen sind, 
sind die dualen Ausspriicbe nicht mehr so einfacb und ent- 
halten in der Regel Beziehungen der Figur zu den Funda- 
mentalelementen der Koordinaten. Legen wir in diesen Fallen 
nicht-homogene Koordinaten zugrunde, so ergibt sich als Grund 
jenes Umstandes, daB fur die unendlich ferne Gerade (0|0) 
dualistisch der NuUpunkt eintritt. Indessen werden wir auf 
Grund der Entwickelungen im nachsten Kapitel spater auch 
in diesen Beziehungen die Allgemeingultigkeit des Dualitats- 
prinzips erkennen. 



Fttnftes Kapitel. 

Yon der Projektivitat uiid den kollinearen Gebilden. 

83. Doppelverhaltnis von vier Blementen, Sind vier 
Punkte A, B, D einer geraden Linie gegeben und be- 
stimmt man die Teilverhaltnisse 

, AO , AD 

~ OB’ "" DB' 

so nennt man nach Mohkis den Quotienten dieser beiden Ver- 
haltnisse: 

h AO ^AD 

^ GB • DB ” BC • BD 

das Doppelverhaltnis X der vier Punkte uud zwardes Punkte- 

paares CjD m dem Punktepaare -4, B. Man bezeichnet dieses 

Doppelverhaltnis kurz durch das Symbol 

/IN (4ROn\ AO ^AD AO'BD - 

(Ij [AtSOD) ^ BO'-Ajb~^^‘ 

Offenbar bleibt X unverandert, wenn man die beiden Punkte- 
paare miteinander vertauscht, d. h. es besteht die Beziehung 

(2) A- 


^■.P^^ = (GDAB). 


Ferner andert X seinen Wert nicht, wenn man in (1) oder in 
(2) die beiden Punkte in beiden Paaren miteinander vertauscht^ 
es ist daher 


DB DA 


also 


(5) (AJBGD) = (CDAB) = {BA DC) ^{D OB A) = X. 

Die Vertauschung der Punkte nur elites Paares verwaudelt 
den Wert X des Doppelverhaltnisses in den reziproken Wert, 
es ist 


{ABDO) 

(BACD) 


AD 

' BD • BG ' 
BJ! BD 
AC' AD 


*4 und 
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Ebenso folgt {DCAB) = ((7i)jB-4) = es ist somit 
(6) (ABDC) =\BAGD) = (DCAB) = (CDBA) = ~ 

Bei den Gleichnngen (5) und (6) sind die vier Punkte 
Aj JBj Oj D in die Paare A, JB und Cj D getrenni Dieser 
Trennung entspreclien acht Doppelverhaltnisse, von denen vier 
den Wert die vier iibrigen den Wert 1 : ^ haben. Nun ist 
aber aucli eine Trennung der vier Punkte A, C, B in die 
Paare A^ C und B, D oder in die Paare A, D und B, C 
moglicb.; die zugehorigen Doppelverhaltuisse (ACBD) und 
(A DBG) lassen sich leicht berechnen. Aus den beiden Identi- 
taten 

AB + BC^AG und AD^AB + BD 
folgt namlich durch Multiplikation 

AB-AD + BG-AD==^AG^AB + AG-BD 
und hieraus 


AB{AD-AG) + BG-AD-AG^BD^O oder 
(7) AB-GD + BC^AD ^ AC^BD - 0. 

Nach Division mit AJD-BG erhalt man 


( 8 ) 


AB-CD , , AC-BD ^ , 


AB AD 
CB • CD 

- (AOBD) -f 1 - ;i 
Durch Division der Gleichung (7) mit BD* AG erhalt man 


+ 1 — A = 0; daher 

0 oder (AGBD) = 1 — A. 


AB-GD , BO AT) 

“T 


BD^AO 
AB AC 


DB ' 1)0'^ % 


BD-AC 
1 


] r= 0 Oder 


( 9 ) 


- 1 = 0 , 

= 1-Y 


daher 


Ahnlich wie aus (1) die Gleichungen (5) und (6) folgten, 
ergehen sich aus (8) und (9) die Gleichungen 

( (A GBD) = (BDA G) = (GA DB) = (DBG A) = 1 - A 
(ACDB) = (DBAG)=^(CABD)=‘(BDGA)=U(1-X) 
(ADBC)==(BCAD) = (DAGB) = (CBDA)=(X-iy.X 
. (ADCB) = (CBAD)=^(DABC)^(BCDA)^X'.(X-\). 


< 10 ) 



158 ProjektivitSit und den kollinearen Gobilden. 83. 

Die Gleiclningen (5), (6) und (10) zeigen, daB uiiter den 
24 Doppelverhaltnissen, die man aus den Absclinitten zwischen 
vier Punkten bildea kann, je vier einander gleich sind, 

Vier Punkte l)estimmm dalier seeks verscliiedene Doppel- 
verhaltniswerte; durcli einen derselh&it A sind die iihricfen mit- 
iestimmt, die seeks Werte sind ntolicb 

/1 1 \ ^ X — 1 X 

( 11 ) 1 i-i 

Deswegen diirfen wir schlecbtbin von dem Doppelverhaltnie 
der vier Punkte spreeben. 

Sind drei Punkte A, J5, C fest gewablt, so definiert nicht 
nur jeder vierte Punkt D der Geraden einen Wert des Doppel- 
verb*altnisses (ABGD) = X, sondern der Punkt D ist aucli 
umgekebrt durcb den Wert X eindeutig bestimmt; da dan a 
BD:DA^X{BC: CA) (Nr. 14). 

Das Doppelverlidltnis des PunJetes D hesuglich der drei Pimkte 
A, B, G ist also gleich dem Teilverhdltnis desselben bexiiglich nmier 
By Ay n‘ mit einer durch G hestimmtmi Konstanteu, 
Also durcblauft D die ganze Gerade, wenn X der Reihe 
naoh alle Werte von — oc bis + cxd aimimmt. Negativ ist 
der Wert des Doppelverbaltnisses nur, wenn G und D durch 
einen der Punkte A oder B getrennt werden. Piir A «=• cx), 
0, 1 fallt D bez. mit Ay By G zusammen. Der le^ondere 
Wert (-4B0D) = — 1 ei'giht die harmonische Lage der Paare 
ABy GD-y denn er fiibrt zu AG:GB — AD: DBy also zu 
dem Kriterium von Nr. 16. Daber beifit der allgeuieme Wert X 
aucb das anharmonische Verhdltnis von vier Punkten?^) 

Das DojppelverhdUnis von vier Punlcten rednmrt sick auf 
ein einfaches Teilverhdltnis, wenn ein Punkt des siveiten der 
Mittelpunkt M des ersten Paares oder de^' unendlich feme Punkt 
der Gerad&n ist: 

( 12 ) {ABGM) = p^, {ABaoo) = ^. 

Insbesondere katiii auck die MafimJd einer Streche als ein 
Do^ppelverhalhiiswert definiert werden; ist namlich OE =1^ 
so ist 

(13) 


OA = (oo OEA). 
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Denkt man sich die vier Punkte A, B, G, D auf einer 
Abszissenaclise gelegeu und haben sie die Abszissen 




OA^x^j 0B = X2, OG-=^x^j OD 
so ist AC == iTg — BG Xq— x^j nsw.; daher wird 

(14) 


^ - ^4 ^ (^1 ~^ s ) (^2 -^ 4 ) 

^8 ^4 (^2 “"^ s ) (^1 ”"^ 4 ) 


und abnlich lassen sich die iibrigen Doppelverhaltnisse durch 
^ 1 ) ^ 2 ; ^37 ^4 ausdriicken. 

Das Doppelverhaltnis (A BCD) laBt sich auch in dem 
Fall leicht berechnen, wo die auf der Abszissenachse gelegenen 
Punkte A, B, C^ D nicht durch ihre Abszissen gegeben sind, 
sondern durch die Teilverhaltnisse X^, Ag, Ag, X^, in denen sie 
die durch zwei Punkte O', 0" bestimmte Strecke der Abszissen- 
achse teilen. Fur den Punkt A ist alsdann X^= O'AiAO", 


und Entsprechendes gilt fur X^ 
Abszissen 00^ = x\ 00" = 


JI 3 , A 4 . Haben O', 0" die 
so gelten fiir die oben mit 


a? 4 , x^, (Tg, x^ bezeichneten Abszissen der Punkte A^ B, 0, D 
die Beziehungen (vgl. Nr. 14): 

(i- 1,2, 3, 4). 


1 + ^- 


m 


die 


Zur Berechnung von {A BCD) sind die Werte x^ 
Gleichung (14) einzufiihren; zunachst erhalt man 

^ — 3 (^8 ” ^1) rf A* ^2) ( X' — X") 

(1 + (1 + w ^ ^ + h) a + h) 

und da die DifiFerenzen x^ — x^^ und x^ — analoge Werte 
haben, folgt schlieBlich 

(ABCD^ __ ^a) (^2 ^ 4 ) __ (^1 K) (^2 ^ 4 )^ 


(15) 


der Wert des Doppelverhaltnisses ist also vollig unabhangig 
von den Abszissen rr', a;" der zwei Punkte O', 0" und driickt 
sich durch die Teilverhaltnisse Xi in derselben Weise aus wie 
durch die Abszissen x^ 

Wenn man fragt, in welchen Fallen unter den sechs in 
( 11 ) angegebenen Werten der Doppelverhaltnisse von vier 
Punkten gleiche Werte vorkommen, so folgt leicht, daB es drei 
solche Falle gibt. Im ersten Pall (X = 1 ) hat man die Werte 
1, 1, 0, 00, 0, 005 

PROPERTY OF 

CArJlCiE INSmUiE OF 


UK 
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im zweiten Fall (A = — 1, harmonische Lage der Paare A, B 
und Gy D) liat man die Werte 

- 1 , - 1 , 2 , 2 , 

Im dritten Pall ist X = zugleich X = also 

Jl + 1 = 0 Oder X = ^± wo i « ]/ - 1. Hier ist 

X eine komplexe Kubikwurzel aus der negativen Einheit, denn 
nach Absonderung des reellen Paktors X + 1 aus der linken 
Seite der Gleicbung + 1 = 0 bleibt — A + 1 == 0. Von 
den sechs Werten (11) des Doppelverbaltnisses sind nun drei 
gleick der einen komplexen Kubikwurzel aus — 1, die anderen 
drei gleick der konjugiert komplexen Wurzel. Man sagt in 
diesem Falle, daB sicb die vier Punkte A, B, C, D in aquian- 
harmonischer Lage befinden; aber diese Punkte konnen nun 
nicht samtlicb reell sein. 

84. Die groBe Wicbtigkeit des Doppelverbaltnisses be- 
rabt auf dem Satze des Pappus^^): Wenn vier Geraden a, I, Cy d 
eines Buscliels 0 von einer ieliehigen geraden Transversalen t 
in den Pnnlden Ay By Cy B geschniiten werdeny so ist das 
DoppelverMltnis (A BCD) der ReiJie der vier SchnittjninUe un- 
aVhmgig von der Lage der Transversals y also honstant Man 
beweist diesen Satz, indem man den senkrecbten Abstand p 
des Scbeitels 0 von der Transversale t einfuhrt und bemerkt, 
daB die Plachen der Dreieoke AOCy BODy AODy BOO die 
Gleicbungen liefern 

p . A (7 == OA • 00 * sin (ac), p^BB ^ OB • OB • sin {hd)y 
p^AD = OA • OD«sin(ati), p*BC OB - 00 • sin (6c). 
Denn aus diesen entspringen durch Multiplikation 

p^ AO BB^OA OB-OG^OB- sin {ac ) • sin {Id), 
p^ AB BG =• OA • OB - 00* OB - sin (ac?)*sin (6c); 

und als Quotient dieser letzten 

AO AD sm(ac') sin (ad) 

^ ^ BC ‘ Bb “ 'S^ihcj ' 

wo die recbte Seite von der Lage von t unabhangig ist. 

Den Quotienten der Sinusteilverhaltnisse werden wir aber; 
da diese im Buschel liberbaupt an die Stelle der Teilverbalt- 
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nisse in der Reihe treten (vgl. Nr. 30), als das JDoppelverhdltnis 
der vier Strahlen a, c, d des Buscliels 0 und mit dem 
fruberen Symbol bezeicbnen 

(1 7) (abed) = {sin (ac) : sin (&c)} : (sin (ad) : sin (bd)}, 

Je vier PiinMe, in denen eine beliebige Gerade vier Strahlen 
ernes Bilschels schneidet, haben das gleiche Doppelverhaltnis wie 
diese Strahlen'^)] und nacb demselben Beweis: Je vier Strahlen, 
die einen beliebigen Funkt mit vier PimUen einer Beihe ver- 
binden, haben das gleiche Doppelverhaltnis ^vie diese Punhte, 
Bezeicbnen wir das Doppelverhaltnis eines Tiber der Reibe 
A, B, G, D stebenden Buscbels aus 0 mit (0 • ABCD) und 
das einer durcb t aus dem Buscbel a, b, c, d gesebnittenen 
Reibe mit {t*ahcd), so sind die obigeii Satze auszudriicken 
durcb 

(abed) ^{t^ abed), (ABGD) (O^ABGD). 

Fnfolgedessen gelten die Satze von Nr. 83 liber das Symbol 
(A BCD) auch von (abed), nur ist bei den besonderen Fallen 
statt des unendlicb fernen Punktes der reebte Winkel ein- 
zuflibren. Unter der Voraussetzung 

^ {ah) == {xy) = 

gebt das Doppelverhaltnis in das einfaehe Tangentenverhdltnis 
[xyca) cotiycl) 

liber, und ist d die Halbierungslinie h des reebten Winkels, 
also tg (xh) =» 1, so ist die Winkelmessung zu griinden auf 

(xyeh) =» tg (xc) = cot (ye). 

Mit Hilfe des Hauptsatzes dieser Nummer kann man 
zu drei Punkten A, B, G einer Reibe oder zu drei Strahlen 
a, b, c eines Buscbels den Punkt D oder den Strabl d be- 
stimmen, der mit jenen ein gegebenes Doppelverhaltnis X 
bildet. Sebneidet man das gegebene oder liber der Reibe 
ABC gebildete Biiscbel abc mit einer durcb A parallel zu c 

Fiir barmonisebe Gruppen ist dieser Satz sebon in Nr. 60 ab- 

geleitct. 

Salmon - Fiedler; anal. Geom. d, Kegelschn, 8. And. 


11 
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gezogenen Geraden in A, B', oo, so ist D' als Schnittpunkt 
mit d, -wegen 

X = {abed) = (AB' oo D') = B'D' : AD', 

durch sein Teilverhaltnis - X = B'D' :D' A auf jener Pai-al- 
lelen gegeben. 

85. In Nr. 83 wurde das Doppelrerhaltnis von vier auf 
der Abszissenacbse gelegenen Punkten A, B, 0, D berechnet, 
und zwar waren diese Punkte durcb die Teilverbaltnisse A.- 
{i = 1, 2, 3, 4) gegeben, in denen sie die durcb zwei Punkte 
O', 0" bestimmte Strecke der Abszissenacbse teilen. Es er- 
gab sicb fiir das Doppelverbaltnis der Wert 

(^1 


(18) 


{ABCD) 


(I, X,) (Xj X^) 

Sind nun vier Punkte A, B, C, D auf einer beliehigen 
Geraden O' 0" gelegen und baben O', 0" die recbtwinkligen 
Oder scbiefwinkligen Koordinaten x', y' bez. x", y", die Punkte 
A, B, 0, D die Koordinaten 


Xi- 


a!'-(-Xj»" 


1 + Xj ' 1+h 

SO hat das Doppelverhaltnis (A BOD) wieder den in Glei- 
chung (18) angegebenen Wert. Dies ist selbstverstandlicb, 
denn der Ausdruck (18) bangt nur von den Teilverbaltnissen 
^ 2 , Ag, ^4 ab; ob die vier Punkte auf der Abszissenacbse 
Oder auf einer beliebigen Geraden liegen, ist daber gleicbgiiltig. 
Aufierdem folgt die erwabnte Tatsacbe aus dem Satze von 
Pappiis^ wenn man die Punkte A, 2?, C, D 
durcb Parallelen zur jz-Acbse auf die Ab- 
szissenacbse projiziert, denn nacb diesem Satze 
baben die Projektionen A^, D^ das- 

selbe Doppelverbaltnis wie A^ By Gy D 
(Kg. 48). 

Die beiden Punkte 0\ 0^' seien nun durcb ibre Glei- 
ebungen 2?' « 0, 2?" = 0 gegeben, wobei die Symbols 23', 23" 
die Abkiirzungen 

23' = a^u + + y', 




(i « 1, 2, 3, 4), 



23" + |8"v + y" 
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bedeuten. Alsdann haben die vier Punkte B, C, D der 
Geraden 0^0^' der Reihe nacli Gleicbungen von der Form 
2 ;' - JciB” - 0 (i « 1, 2, 3, 4), 


und wir behaupten, da6 das Doppelverbaltnis (A BCD) nun 
durcb 

( 19 ) 

gegeben ist. 

Zum Beweis sei daran erinnert, da6 die GroBe hi nach 
S. 148 dem Teilverhaltnis proportional ist, in dem der be- 
treffende Punkt die Strecke teilt; es ist z. B*) 

( 20 ) = 

Tind wenn man wieder wie oben (S. 159) das Verhaltnis 
O' A : A 0" gleich setzt, erhaJt man 

== — 


70 ,= 


AA. 

Iai 


" 71 

Analog folgt fiir die Punkte jB, 0, D: 


= _ X = — 


71 


7i 


A. -- 


7i 


Bei Einfuhrung dieser Werte in den Ausdruck (18), der, 
wie wir saben, aucL. fiir das Doppelverbaltnis von vier Punk- 
ten einer beliebigm Geraden gilt, bebt sicb 
man erbalt die Gleicbung (19). 

Wir bestimmen nun nocb das Doppelverbaltnis von vier 
Strablen a, 6, c, d eines Biiscbels, die der Reibe nacb durcb 
ibre Gleicbungen 

(21) /S^-O, Sg-O, S^-h8,==0, 

gegeben sind, wobei die Symbole 8^, 8^ die Abkiirzungen 


8^ ay^x + a^y + ^ 3 , 8^ = b^x + hy + b^ 


bedeuten. 

Nacb (4), S. 121, ist nun 

sin(ac) + 7 sin(ad) iAi*+<» 2 * 

''“sin(c 6 ) K fiiu(d&) V + 


*) An Stelle der Groflen X, , Sj anf S. 148 Btehen in Gleicbung 
( 20 ) der Beihe nach die GrOfien O' A, 0"A. 


11 * 
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daher hat das Doppelverhdltnis der mer durch (^21) gegebenen 
Strahlen a, &, Cj d den Wert 


( 22 ) 


( 1 — sin (etc) ^ sin {ad) _ si n {ac) ^ sin {ad) 

(abea) • sin {db) sin {be) * sin {bd) 


h:l. 


Halen fern&>^ die mer Strahlen a, 6, c, d die 

wo S^j S” wieder Symbole fiir lineare Ausdriicke in x, y sind, 
so hat das Doppelverhdltnis (abed) den Wert 


(23) 


(ahed) = 


(h-h){k,-h,) 

(Jc^ — \) (ki — 


Zum Beweis fahrt man zunaclist die Abkurzungen ein: 

8^ = 8'-h,8'\ 8^ = 8' -k, 8" 
alsdann miissen die Gleiclinngen 8' ~7cg8" =0 und 8'—hi8"=‘‘0 
der StraMen c und d in die Form 8i~lc8^ = 0 und 
Sj — 18^ = 0 gebracht werden konnen, weil die Strahlen c 
und d mit a und h einem und demselben Buschel angehoren, 
und der Quotient h : I ist alsdann nach dem soeben bewiesenen 
Satze der Wert des Doppelverhaltnisses (ahed). In der Tat ist 
8, - lc8^ ^8'~ \8" - h{8’ - \8'') 

= (1 - 1c)8' - i\ - hTc^)8" 

= (l-7c)(5f'--^^^"); 


die GHeichung S^ — ifc/Sg = 0 ist dalier gleiclibedeutend mit 
S^ — S” = 0, und weiin jede dieser Gleichungen den 


Strahl c darstelleu 
also 


soli, muB (7q — JeJe ^) : (1 •—/;)== /% sein, 



In derselben Weise findet man bei dem Strahl d fiir den 
oben mit I bezeichneten Parameter den Wert 

7 -a 

h-K' 

so daB fiir das Doppelverhaltnis (abed) ===h:l der in (23) an* 
gegebene Wert hervorgeht. 


86. Projektive Buschel und Beihen. Schneidet man ein 
Strahlenbiischel a, \c,dy.,. vom Scheitel 0 mit Transversalen 
t und in A, B, D, . . . und A!, B\ D\ ... so heiBen 
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diese PunMreiJien perspelcUv fur das Zeni/rum 0. Jede ist die 
Zentralprojektion der anderen aus 0, und zwei Punkte P, P^ 
der Reiken sind entsjprechende PunMe, wenn ihre Verbindungs- 
gerade PP' durcb das Zentrum 0 gebt. Die dualistischen 
BegriiBfsbildungen lauten: Projiziert man eine Punktreibe 
Aj 0, By ,, , vom Trager t durcb Strablen a, h, c, d^ . . , 
und a\ c\ d’, , . . aus den Punkten 0 und 0\ so beifien 
diese Strahlenhuschel perspektiv fur die Aclise ty und zwei Strablen 
p, p' der Biiscbel sind entsprechende StroMen derselben, wenn 
ibr Scbnittpunkt pp' auf der Acbse t liegt.*) Endlicb beifien 
in beiden Fallen aucb das Biiscbel a, b, c, dy ... und die 
Reibe A, B, Gy D, . perspektiv. Nun folgt aus Nr. 84 ferner 
(24) (t • abed) -abed), (^0 • ABCD) ^ (O'-ABCD), 
d. h. in perspektiven JReihen und BilscMln haben je vier ent- 
sprechende Elemenie dasselbe Doppeherhdltnis. 

Daher haben aucb nocb in drei Reihen (bez. Biiscbeln) 
A,B,G,D,..- A<, B', 

A^\ B^\ Cy B"y . , ,y YOU dcuon zwei 
zur dritten Reibe (bez. zum dritten 
Biiscbel) zugleich perspektiv sind 
(Fig. 49); je vier entsprechende Ele- 
mente dasselbe Doppelverbaltnis, 

{ABGD) = {A'^B^'a^D^') = {A^B!OB% I’ig. 49 . 

obwobl die Reiben A, By G, By . . A\ P', G^y B\ . . , im 
allgemeinen niebt aucb zueinander perspektiv sind. Umgekebrt 
konnen wir aber, wenn in zwei Reihen oder Biiscbeln drei 
Paare von Elementen A, B, G und A!y B\ G^ einander ent- 
spreeben; zu jedem Element D des einen Gebildes ein einziges 
entspreebendes P' des anderen so finden, daB die Doppel- 
verbaltnisse (ABGB) und (A^B^G^B^) gleicb sind. Beiheji, 
bez, BUschel, deren Elemenie einander eindeutig so mgeordnet 
sindy daji das Boppelverhdltnis von je vier entsprechenden 
gleich ist, heifien projektive Mementargebilde erster Stufe, Man 
nennt projektive Reiben, bez. Biiscbel aucb kollinear (Jiomo- 
graphisch) und entsprechende Elemente homolog. In solcben 

*) Solcbe perspektive Gebilde liegen Bcbon in Nr. 60, 51, 67 vor. 
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projektiven G-ebilden sind nach der Definition die homologen 
zu vier liarmonisclien Elementen ebenfalls in fiarmonischer 
Lage, doci. geht die Halbierung einer Strecke oder eines 
Winkels in die allgemeinere barmoniscbe Teilung fiber. 

Die Definition zeigt, da^ projelctive Oelilde durch drei 
Paare homologer Elemmte eindeiitig 'bestimmt sind. Daher sind 
projektive Oebilde inslesondere peft'spektiv, sobald ihr gemeinsames 
Element mil sich selbst homolog oder ihnen entsprechend gcmein 
ist Denn 

entspricht in zwei Reihen entspricbt in zwei Bfischeln 
Aj BjC, .. A, 0\.. . der a, b^c,,. a, b\ ... die Ver- 
Scbnittpnnkt A ihrer Trager bindungsgerade a ibrer Scbei- 
sicb selbst; so schneiden sich tel sich selbst; so werden die 
die Verbindungsgeraden der Schnittpunkte zweier Strahlen- 
Paare BB\ QG^ in 0 so, da6 paare hh\ cc^ in t so ver- 
wegen bunden; daB wegen 

(0 . ABGD) ^ (0 . AB^O'B^) (t • abed) = (t • aVeUV) 
auch DD' durch 0 geht. auch dd^ auf t liegt, 

So7nit hbnnen zwei projektive Oebilde stets durch hlo/ie Lagen- 
dndermg des einen zueinander perspektiv gemacht werden, denn 
dazu ist nur ein Element mit seinem homologen zur Deckung 
zu bringen. 

Der analytische Ausdruck fur projektive Grebilde gestaltet 
sich sehr einfach. Da die OleieJiheit der Doppelverl'idltnisse 
nw eine Beziehmg zwischen den Parametern sein kann (Nr. 85), 
so sind die Buschel 8^ — kS^-==-0, S\ — kS\=:=0 mid die 
BeiJm — /o-Sg => 0, == 0 projektiv, wenn homdloge 

Elemente zu demselben Parameterwert gehbren. Dabei ist also 
gleichgfiltig; wie die Trager und die fasten Elementenpaare 
gewahlt wurdeu; doch sind alsdann diese oflFenbar in den 
Paaren ^V, S^, /SV, 2.^, E\ selbst homolog. 

Insbesondere kfinnenperspektive Gebilde, wenn ihr entsprechend 
gemeinsames Element /S = 0, bez. 2? « 0 ist, stets durch die 
Gleichungspaare S^-k8^0, 8\ — kS = 0, bez. 2^--k2^0, 
— kE ^ 0 dargestellt werden. Alsdann ist offenbar 
Si — /S'l «= 0 die perspektive Achse, bez. Ey — 27'i 0 das 

perspektive Zentrum. Selbstverstandlich sind auch das Bfischel 
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jSj — 1082 = 0 und die Reilie — 7 c 2^2 = 0 durcli die Parameter- 
gleichlieit projektiv aiifeinander bezogen. 

ScblieBlicb sei bemerkt, dafi diese Zuordnung durcb 
gleiche Parameter in bezug auf zwei feste Elementenpaare 
in der Tat die Angabe eines dritten implizite voraussetzt. 
Denn 8 ^, 8^^ 8\} 8' 2 sind nur bis auf konstante Faktoren 
bekannt und erst, wenn nocb 8^ = 0, 8'^ = 0 bomologe 
Elements sein sollen, werden jene Faktoren durcb die Iden- 
itaten 8.^^ — Jfc/Sg, /S'3 = 8\ — JcS’2 Bestimmt. 

87 . Projektive Koordinaten. In der geraden Punktreibe 
und im Strablenbtiscbel konnen wir jedes Element durcb sein 
Doppelverbaltnis in bezug auf drei feste Elemente bestimmen. 
Offenbar gentigt in der Ebene eine zweimalige Anwendung 
dieses neuen Koordinatenprinzips, um einen Punkt P zu be- 
stimmen als Scbnittpunkt der zu gegebenen Doppelverbaltnis- 
werten geborigen vierten Strablen in zwei Biiscbeln, und eine 
Oerade p als Verbindungslinie in gleicber Weise bestimmter 
vierten Punkte in zwei Reiben. Wir konnen so voUig all- 
gemeine und rein dualistische Systems bomogener Koordi- 
naten Xi und til direkt geometriscb begriinden, die wir wegen 
der grundlegenden Bedeutung des Doppelverb'altnisses fiir die 
Projektivitat projektive Koordinaten nennen.^^) Aucb der Name 
Dreieckskoordinaten oder trimetriscbe Koordinaten ist ge- 
braucblich, da, wie wir sofort seben werden, ein festes Dreieck 
die Basis dieser Koordinaten bildet. Sie sind eine Verall- 
gemeinerung der scbon friiber (in Nr. 70 und 80 ) betracbteten 
trimetriscben Punkt- und Linienkoordinaten. 

Nebmen wir vier feste Nebmen wir vier feste Gre- 
Punkte A2, A^, E an, von radena^L? ^ ^^9 vondenen 
denen keine drei in einer Gera- keine drei durcb einen Punkt 
den liegen, so bestimmen dieVer- geben, so bestimmen die 
bindungsgeraden jedes Punktes Scbnittpunkte jeder Geraden at 
Ai mit den drei iibrigen und mit den drei iibrigen und einer 
einem beliebigen Punkt P beliebigen Geraden p Reiben 
Biiscbel mit drei festen Strablen. mit drei festen Punkten. Also 
Also sind die Strablen - 4 jP, sind die Punkte a^^p^ Ogjp, Ugjp, 
.idoP, ^sP, und damit P als und damit jp als ihre Verbin- 
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ihr Schnittpnnkt, durch die 
Doppelverhaltnisse bestimmt 

(2b)(Aa-AQA^EP) = ^ 2 , 
{Al.A,A,EP)^ms. 
Bezeicbnen wir durch e* 
nndjpi die Abstande der Punkte 
E und P von den Geraden 
AjAjt(Fig.50)^ gemesseninihren 
Iformalen oder in Schiefen 
gleicher Neigung, so sind die 
Werte der Doppelverbaltnisse | 


dungsgerade, dnrck die Doppel» 
verhaltnisse bestimmt 

(ai-a^a^ep) = fij, 
(a^-a^aiep) = p.,, 
(ffij-ffliaaej}) == p^. 

Bezeicbnen wir durch 5 , 
und die Abstande der Ge- 
raden e und^ von den Punkten 
ajak (Pig. 51}, gemessen in ihren 
Normalen oder in Schiefen 
gleicher Neigung, so sind die 
Werte der Doppelverbaltnisse 



7n, = 


— & 


Pi 


^ Pi 
mo = - • — 


Ps- «3 

Pi ’ 

Pi Pi * ^2 
und wir flnden 1. 

Setzt man mit Benutzuug eines 
Proportionalitatsfaktors q 
(27) qxi==pi\ei, 



/^2 


51?,, : f, 


^2 . ^2 
e, ’ TT, 


^1 : ^=1 
^2 = ^2 

und wir finden = 1. 

Setzt man mit Benutzung eines 
Proportionalitatsfaktors 0 

0 U'l JZ?^ • Sff 


so sind x^ drei alge- 

braische Zahlen, deren Ver- 
haltnisse Xy- : Xk => rrii jene Dop- 
pelverhaltnisse bestimmen und 
daher aus den festen Punkten 
den Punkt P zu konstruieren 
erlauben (Nr. 84), 


so sind ny drei alge- 

braische Zahlen, deren Ver- 
haltnisse iij : lik =• ft/ jene Dop- 
pelverh'altnisse bestimmen und 
daher aus den festen Geraden 
die Gerade p zu ’konstruieren 
erlauben (Nr. 84). 
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Wir nennen die Zahlen Xi 
die trimetrisclien Punktkoordi- 
nateri; D reieckskoordinaten oder 
projektiven Koordinaten des 
PunMes P; erst ihre Verkalt- 
nisse sind vollig bestimmt. 

Pallt P nach E, so hat man 

X-^ \ X<^ * X^ = 

nnd wir bezeichnen daher E 

als den Einlieitspunht, die Ai 

als die Fundamentalpunkte des 

projektivenKoordinatensystems 

der Xi, das Dreieck 

als das Pnndamentaldreieck 

(Koordinatendreieck). 

Die Ecke Ai hat die Ko- 
ordinaten Xj ^ Xk^O und 
QXi = hi : Bi fur hi als die zu- 
gehorige Hbhe des Funda- 
mentaldreiecks; q ist ein Pro- 
portionalitatsfaktor. 

Fiir die Punkte der Funda- 
mentalgeraden AjAj^ ist Xt^O, 

Damit ergeben sich auch di 
und jr,- : Si fiir die Punkte und 
Wahl der Einheitselemente au 
Fundamentalelemente (vgl. Nr. 

Wenn z. B. der Einheits- 
punkt im Inneren des Funda- 
Tuentaldreiecks liegt, so haben 
alle Punkte dieses Inneren drei 
positive Quotienten pi : e,-. 

Tritt P iiber die Seite Oi 
aus dem Inneren heraus, so 
wird qXi negativ. 


Wir nennen die Zahlen Hi 
die trimetrischen Linienkoor- 
dinaten, Dreieckskoordinaten 
oder projektiven Koordinaten 
der Oeraden p] erst ihre Ver- 
Kaltnisse sind vollig bestimmt. 

Liegt p in e, so hat man 

1 ^2 • ^3 — I ^ 

und wir bezeichnen daher e als 
die Einheitslinie, die at als die 
Fundamentallinien des projek- 
tiven Koordinatensystems der 
Mi, das durch die Geradenu^, ag, % 
gebildete Dreiseit als Fundamen- 
taldreiseit(Koordinatendreiseit). 

Die Seite a,* hat die Koordi- 
naten % = ih = 0 und OU'i ^ hi : £,* 
fur hi als zugehorige Hohe des 
Fundamentaldreiseits; 6 ist ein 
Proportionalitatsfaktor. 

Fiir die Geraden durch 
den Fundamentalpunkt ist 

Ui — 0 . 

5 Vormchen der Quotienten pi : ei 
Geraden der Ebene nach der 
j ihrer Lage in bezug auf die 
3 ). 

Wenn die Einheitslinie 
nicht in das Innere des Funda- 
mentaldreiseits hineingeht, so 
haben alle Geraden, die dies 
nicht tun, drei positive Quo- 
tienten : Bi- 

Tritt p iiber die Ecke Ai 
in das Innere hinein, so wird 
aui negativ. 
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Nun vereinigen wir das Dreieck der Pundamentalpunkte 



mit dem Dreiseit der Punda- 
mentallinien derart, dafi der 
Ecke Ai die Seite a,- gegen- 
iiberliegt. Seien dann Ei und 
Pi die Schnittpunkte von a,- 
mit AiE und AiP, ferner 
und Pi die Schnittpunkte 
und aijp (Pig. 52). Dann lauten 
(Nr. 84) die Koordinatendefmi- 
tionm aiicli 


(28) 

(29) 


3 =(^,^3E2P,), 3=,(^3^^E3P3). 


Zur Bestimmung der Lage von E gegen e konnen wir aber 
offenbar setzen 


denn die Teilverhaltnisse der Ei, bez. der E^* in den Seiten haben 
(Nr. 54) das Produkt + 1, bez. — 1, so daB das Produkt der drei 
Doppelverhaltnisse — 1 sein inuB. 

Die Multiplikation der untez-einander stehenden Ausdriicke 
ergibt wegen 

{AjA.EiP^ {A^A,£iE^ {Aa^Ei?,) ^ {A^A,P,P^ 


die drei Gleichungen 


Ig Xij, 

\u^x^ 


(-^2-^S^l A); 

.Tt 


*^8 

\ 


(•^3-^lP2-P2)> 


(Ai A^ Pa-Pfi)* 


Wir betraehten weiter das Paar — eines von drei analogen — 


(30) 


Xj Mg X^ 
^8 Wj Xs 


(AgAg Pi Pi), 


Xg u<^ Xq 


(AgAiPjPj). 


Unter der besonderen Voraussetzung, daB P in p liegt, 
wie in der Pigur^ ist 


(31) (A^aPiPi) + UsAP.P,) - 1. 
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Denn (Nr. 84) AP 2 ) = (J^‘^3AAP2) = (P--43Pi^Pa) 
= (^gPiJLgPi) = (^ 2 Pi APi); Gleichung (8) in 

S"r. 83 ist 

(J-gU^sPiPi) + (-^gPi-^gPi) =» 1. 

Liegt also P in p oder geht p durch P, so besteht nach (31) 
cnit Riicksicht auf (30) zwischen den Koordinaten Xi von P 
and Hi von p die Bedingung des Ineinanderliege^is 

S.32) -f- ^3 ^8 *^3 

svo die KonstanteD Xi iiur von der Lage des Einheitspunktes 
and der Einheitslinie abkangig sind. Diese Konstanten werden 
einander gleick, also ibre Verhaltnisse gleick Eins, wenn e 
die Harmonikale von E in bezug auf das Pundamentaldreieck 
ist (Nr. 67, l); diese Wahl soli weiterhin stets vorausgesetzt 
sein. Bann ist 

(33) + H^x^ + = 0 

bei honstantefn u, die Gleichung in PimUkoordinaten fur die 
Gerade mit den Koordinaten tit, tmd bei konstanten Xi die Glei- 
chung in Linienhoordinaten fur denPunU mit den Koordinaten Xi. 

88. Diese auf den Begi-iff des Doppelverhaltnisses gestiitzte 
Auffassung der allgemeinenhomogenenKoordinatenbestimmung 
ist ihrem Ergebnis nach von der in Nr. 81 nicht verschieden. 
Offenbar stimmen die bez. Ui bier und dort uberein, 
sobald wir die Reziproken der Abstande e/ bez. £*• als die 
in jener Entwickelung auftretenden Konstanten n- bez. 
anseben, mit denen die Abstande pi bez. iiti zu multiplizieren 
waren. 

Das durch das Fundamentaldreieck und die Einbeitsele- 
mente definierte Koordinaten system umfaBt eine groBe Anzabl 
wicbtiger besonderer Falle. Lassen wir das Dreieck der Ai 
allgemein, so konnen wir als E einen der besonderen Punkte 
desselben wahlen und dadurcb oft Vereinfacbungen der Unter- 
sucbung erzielen. So erbalten wir nach der obigen Bemer- 
kung die Normalkoordinaten von Nr. 70, d. b. die Xi propor- 
tional den Abstanden des Punktes von den Fundamentallinien 
aij sobald wir die Ci einander gleicb annebmen, also 0mn Ein- 
heitspunkt den Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises wahlen. 
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Jedoch sind dann niclit aucli ohne weiteres die %ii die trimetrh 
scJien Linienlioordinatm von Nr. 80, wenn die Gleichnug 

+ '^ 2^2 + ® 

gelten soil. Dazu miissen vielmehr die Si gleich groB seiii, 
und dies kann nur eintreteu, wenn die imendlich feme Gerade 
die Einheitslinie e ist; in der Tat sind dann die Verhaltnisse 
der Hi gleich denen der Abstande 7ti der Geraden von den 
Fundamentalpunkten Ai. In diesem Falle ist aber die Ein- 
heitslinie, also die unendlich feme Gerade, nicht die Hav- 
monikale des Einheitspunktes. 

Die unendlich feme Gerade gehort vielmehr als Harmoni- 
kale zum Schwerpuvikt des FundanienkddreiccJis als EinlieiU-' 
pmM. Dann sind die ei= I A/, und die Xi konnen als Zalilen 
aufoefafit werden, die zu den Flaclieninhalten der Dreiecke 
AjAjcP proportional sind; denn es ist, wegen 

(34) Q Xi “= pi : -fh/ = A Ai; P: I A^ A^ A ^ , 

(35) x^: x^ «= A A^A^^P: A A,^A^P: A A^A^P. 

Daher kann man diese Koordinaten, die ofter vorteilhaft zu 
verwenden sind, als FlacJmilcoordmaten des Punktes bezeiclmen. 
Sie heiBen auch lary^entrische Koordinaten^ man kann boi 
ihrer Anwendung die x^, x^ als Ausdriicke fur Massen an- 
sehen, die in den Ecken des Pundamentaldreiecks anzAibringen 
sind, wenn der Punkt x^\x^\ x^ in den Schwerpunkt des Drei- 
ecks fallen soil. 

Man findet leicht, daB die unendlich feme Gerade als 
Harmonikale des Schwerpunktes des Pundamentaldreiecks hei 
helieliger Lage des Einheitspunktes E die Gleichxing hat 

Weitere wichtige besondere Falle liefert die Annahme un- 
endlich femer Fmdamentcdelemente. Wird eine Eche des Drei- 
ecks, z. B. A^, als unendlich fern gedacht, so erhalt man die 
einfachen TeilTerhaltnisse 
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1st ferner E aquidistant von den parallelen Fundamental- 
linien, somit e parallel zur dritten (Fig. 53), so lauten, mit 
j5/g -^2 "^1 “^1 ^ 2 1? die 

Definitionen der Koordinaten 

•^3 -^1 -^2 *^8 *^2 -^1 


(38) ^==-AP2 


’ u, 2 1 


C 



Pig, 53. 


Endlicli liegen der Punkt X | T und die Gerade U | F vereinigt, 
wenn 


(39) C7X-t-Fr+l = 0 

ist. Wir konnen diese nicht - homogenen Koordinaten etwa 
Streifenhoordinatm nennen und insbesondere denFundamental- 
streifen recbtwinklig und aucb nebmen. 

Denken wir aber eine Seite des Fundamentaldreiecks, z. B. 
A^A^ Oder unendlich fern, so daB PPi, BE^ und PPg, 
EE^ zu a^y bez. parallel sind, so folgt fur die Punktkoor- 
dinaten 


Nebmen wir A^E^ ^A^E^^X als Langeneinbeit, also E in einer 
Halbierungslinie des Winkels (a^a^y so sind A^P^ ir, 

: iTy = ^ 3 Pi = y Abszisse und Ordinate vonP in einem System 
von Cartesiscben Koordinaten (vgl. Nr. 76). Und ist e die 
Harmonikale von Ey also A,^E^ ^ A^E^ ^ A, so baben wir 
fiir die Linienkoordinaten 


— (-^3 ^ P'2 P 2 ) 


-1 

'^8P2' 


= (.43OoE,P0« 


-1 


-^8 Pi 

Somit bat man : % = Uy % : == ^; als die Pliickerscben 

Linienkoordinaten (Nr. 78). Damit wird der tTbergang von 
bomogenen zu elementaren Koordinaten (Nr. 76) klar und es 
erbellt, dafi die Wabl der Langeneinbeit und des positiven 
Sinnes in den Acbsen die Bestimmung des Einbeitspunktes 
und der Einbeitsgeraden elementar vertritt, 

Man erkennt nun leicbt, wie die Acbsenkoordinaten und 
die Streifenkoordinaten dualistiscb entsprecbende, metriscbe 
Sonderfalle sind. Diese letzten sind iibrigens, wenn man die 
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Achsen durcL. die beiden Parallelen ersetzt, die Reziprokeu 
der Cartesiscben uad PMckerscben Koordinaten. Als gleicb- 

bedeutend mit den Doppelverbaltniswerten -S -* > ^ ^ 

von Nr. 87 liefern uns die allgemeinen Definitionen 

V, bez. -j, r, V, womit z.B. das bedeutsame 

Auftreten der Richtungskoeffizienten neben den Koordinaten 
erklart ist. 

B. 1 ) Wiederbolt man die Untersncbuiigen in Beispiel 1 von 
Nr. 67 unter der Annahme, dafi AJBO das Koordinatendreieck ist 
und der Einbeitspunkt sick in 0 befindet, so sind = 1 

zu setzen. 

2) Zieht man durch die Sclinittpunkte der Pnndameniallinien 

mit der Einbeitslinie ^ Geraden a/, so baben 

diese die Gleicbungen 

(1 + + ^>2 + % + (1 + ^2)^2 + % =“ 0, 

+ % + (1 + = 0. 

Somit baben die Verbindungsgoraden AgA'g, die 

Gleicbungen ^2 h ? ^3 ^3 ^ a?! *=* Ag iCg 5 dies© Ge- 

raden scbneiden sicb also in einem Puiikte h\ und zwar ist fur 

diesen x. : rrg : jCg = , ' : ^ • Je zwei Ecken Af, Ai bilden mit H 

"1 ^8 

und dem Scbnittpunkt von A,* A/ mit der Einbeitslinie c das Doppel- 
verbaltnis :r-^ (Vgl. Nr. 67 , 4 .) 

^+^ 7 +^ 7 +^ 

3 ) Die Placbenkoordinaten sind fiir den Hdbenscbnittpunkt 

tg Ai : tg Ag : tg Ag, fur den Mittelpunkt des umgescbriebenen 
Kreises sin 2Ai : sin 2A2 : sin 2 Ag, fdr den Mittelpunkt des 
eingescbriebenen Kreises wo /g, /g die Lilngen der 

Seiten des Eundamentaldreiecks bedeuten. Dabei ist : /g 
~ sin Aj : sin Ag : sin A3, 

89. Das bisberige empfiehlt offenbar, als das zweck- 
maBigste Bezeicbnungsprinzip fur die in den analytisch-geo- 
metriscben Untersucbungen auftretenden Konstanten und Ver- 
anderlicben, gleicbartigen GroBen denselben Buchstaben als 
gemeinsames Symbol beizulegen und die einzelnen durch bin- 
zugefiigte Indizes zu unterscheiden. Alsdann lassen sich 
bomogene Ausdrdcke allgemeiner Art, bezogen auf wiUklirlicb 
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gewahlte Pundamentalelementej sdion darch ein einzeLies Grlied 
vollig charakterisieren, da sie gewissen Symmetriegesetzen 
unterliegen (vgl. Nr. 48). So geken in Ausdriicken, die in 
bezug auf jede Reihe gleickartiger GrroBen linear sind, die 
Glieder durcb zyklische Permutation aller Indizes auseinander 
hervor (vgl. S. 71 Anm.). Wir bezeichnen eine derartige drei- 
gliedrige Summe dadurch, daB wir E vor ihr allgemeines Glied 
setzen. So ist gleicb. EaiXij also EatXi^ 0 

die allgemeine Gleickung einer Geraden; die der Verbindungs- 
geraden der Punkte xij x” (Nr. 72) ist Exi(xj Xj!’ — Xkxf) = 0; 
die Verbindungsgerade des Sckwerpunkts und des Hohensclinitt- 
punkts (Nr. 73, l) hat in trimetrischen Normalkoordinaten die 
Gleichung Exi sin 2Ai sin — Aj) = 0 usw. Ferner wird 
bei Benutzung der Koordinaten in Nr. 68 der Ausdruck fiir den 
Abstand des Punktes xj von der Geraden 

EaiXi : y {Ea^ — 2Eajak cos A.^] 

die Bedingung der Orthogonalitat zweier Geraden EaiXi = 0, 
Ealxi ==' 0 ist Eaia! E(ajak + a^a/) cos Ai = 0 und die ihres 
Parallelismus 27(%a/ — ajta/) sin -4;== 0, usw. 

Eine noch weiter gehende Abkurzungssymbolik fiir all- 
gemeine lineare Punktionen hat die neuere Algebra^®) ein- 
gefiihrt. Danach setzen wir 
(40) a^x^ + a^x^ + a^x^ == a^, + 02 % + 

und aa; = 0 ist also die Gleichung einer Geraden von den Ko- 
ordinate>i at, 0 die Gleichung eines Punhtes von den Ko‘ 
ordinaten at] die Gleichung vereinigter Lage von Xi und Ui ist 
sowohl Waj = 0 als Xu =« 0. Ein Punkt xj bez. yi gehort der 
Geraden aa:“0 an, wenn ax>=0 bez. ay=»0. Zwei Geraden 
6a: =0 bestimmen das Biischel aa*— 7c6a;==0 von dem 
Scheitel 0^-0 (Nr. 81). 

Dieses Prinzip fiihrte weiter auch zu der symlolischen 
Darstellung der homogenen FunUion Grades durch die 
n*® Potenfs einer linearen Function a” Vergleichen wir z. B. 
die aUgemeinste homogene Punktion zweiten Grades ^mit dem 
Ausdruck a^^^ so konnen wir diesen an die Stelle jener Punk- 
tion setzen, wenn wir nur annehmen, die a^, a^, a^ seien 
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bloBe Symbole von der Eigenscbaffc, da6 erst ihre Produkte 
zu zweien wirkliche Zahlen bedeuten: ahi. Hier- 

nach eignen sich fiir Punktionen zweiten Grades Koeffizienten 
aa doppelten Indizes i, h, die mit den Indizes der beiden 
Veranderlicben des Gliedes XiX^ libereinstimmen^ so da6 a/ 
gleicb ist mit 

“{“ ^ 22 ^ 2 ^ ^ 88 " i ” ^^ 23 ^ 2^3 “ 1 ~ ^^ 31 ^ 3^1 " f * *^^12 *^ 1 ^ 2 * 

90. Das wicbtigste Mittel zur vollen Verwertung des Vor- 
teils der Homogenitat und Symmetrie bei Benutzung der homo- 
genen Koordinaten bletet aber die fiir das gam^e Gehiet der 
homogenen Funhtionen fundamentale Theorie der Deierniinanten. 

Scbon in Nr. 8 wurden einige Satze aus den Elementen 
der Determinantentheorie abgeleitet; wir lassen bier einen Satz 
liber das Produkt zweier Determinanten dritten Grades folgen, 
da er weiterhin benutzt wird. Der Satz lautet: 

Das ProdiiU A B der beiden Determinanten 



“a 

^12 

^13 



^12 

bn\ 


«2l 

^22 

^23 

und J5 = 

^21 

&32 

^23 1 



^3i 

^33 


^81 

^32 



Id/it sich als eine Determinante dritten Grades C schreibenj deren 
Memente Cik ('/, 1, 2, 3) durch 

(41) Cik = C(nbki + ai^bk^ + cir^bki) 
gegeben sind. 

Zum Beweis dieses Satzes beach te man, daB die Glei- 
chung 0 = 0 nach S. 81 als das Ergebnis der Elimination von 
Xj j/, 0 aus den drei in Xj y, 0 homogenen Gleichungen 

+ ai2&i2 + %8^i3)^ + («ii^2i + 

4- + O-igbgg + ^ 

(42) ^ 1 ^22 ^12 ^23 ^ 13 ) ^ “h (^21 ^21 "b ^22^'^22 "b ^23 ^2$) V 

+ (c^ 21^31 "1“ ^22^32 ”h ^23^88) ^ 0^ 

(^81^11 “b ^32^12 “b ^33^13)^ ”h (%1^21 "h ^32^22 “b V 

+ (%^81 + <^32^32 + <^33^33) ^ 0 

angesehjen werden kann, denn die in (42) auftretenden Koeffi- 
zienten von Xj yj 0 sind die durch (41) definierten Cu- Nun 
lassen sich die Gleichungen (42) nach Einfiihrung von 
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(AS) + hiV + h%i> = 

^ \bX + InV + h»^ = Z 

auch in der Form 

144'^ ^11'^+ <^i2^+ a2iX+ 022^+ a23-Z = 0, 

^81 ^ + <^82 ^ + 0^33 -Z* — 0 

schreiben, und diese bestehen nacb Nr. 45 nebeneinander, wenn 
die aus den Koeffizienten aa gebildete Determinante A ver- 
scbwindet. Hieraus gebt bervor, daJB A in C als Faktor ent- 
balten eein muB. Ein zweiter Faktor von G ergibt sicb, wenn 
man beacbtet, daB ein die Gleicbungen (42) erfiillendes Wert- 
system x, y, s jedenfalls dann gefnnden werden kann, wenn 
es ein System gibt, das die Gleicbungen X=* 0, Y=0, 0 

erfiillt, nnd die Bedingung bierfur ist B ^ 0. Daber ist aucb 
B ein Faktor von C nnd es kann somit G von AB bocbstens 
um einen Zablenfaktor verscbieden sein. Indem man G mit 
AB vergleicbt, findet man diesen Faktor gleicb 1 und bat daber 

G^AB. 

Das Produkt AB kann nocb in drei anderen Arten als 
eine Determinante dritten Grades gescbrieben werden. Da 
naiulicb A und B bei Vertauschung der Zeilen mit den Spalten 
ibre Werte nicbt lindern, lassen sicb die Elemente der das 
Produkt AB darstellenden Determinante aucb durcb die Glei- 
cbungen 

{o[k = CLiibki + CL%ibk% + CLzi^kz Oder 
(46) 'iCf'jfe =“ dii^ik + Ciizizk Oder 

\di[ = diibxk + coiihuk + Cf^zi^zk 

definieren. 


Fiir Determinanten zweiten Grades gilt die Formel 


^11 ^12 


^11 ^12 


^ 11^11 + ^12 2 ^ 11^21 + % 2^22 

^21 ^22 

■ 

i 



^ 1^11 "k ^ 22^12 ^ 21^21 "t" ^ 22^22 


deren Beweis dem Leser iiberlassen werden moge. Aucb bier 
lassen sicb die Elemente der Determinante recbts nocb in drei 
anderen Formen scbreiben. 

Es braucbt wobl kaum bemerkt zu werden, daB aucb das 
Produkt zweier Determinanten Grades durcb eine einzige 

Salmon-Eiedlor: anal. Geom. d. Kegelaolm. 8. Au£L. X2 
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Determinante Grades dargestellt werden kann. Ihre Ele- 
mente Ca sind durch. ngliedrige Summen von der Form (41) 
Oder (45) definiert; man kat i nnd Zc die Werte 1, 2 . . . n 
zu erteilen. 

Bin weiterer wichtiger Satz, der spiiter mehrfach benutzt 
wird, lautet: Die aus dm Unterdeterminanten Ajk der Elemente 
aijt von A geiildete Determinante ist gleich de^n Quadrat der 
Determinante A. 

Znm Beweis dieses Satzes bilden wir das Produkt aus 



«11 

^12 

^13 

1 


A^2 

^3 


«21 

^22 

^23 

und A! = 

-^21 

Ai22 

Aj^ 


«31 

<^32 



Ai 

-^32 

-^33 


Dieses lafit sich als eine Determinante dritten Grades G dar- 
stellen, deren Elemente nach (41) durcb 

CiaAki + (li^Aji^ + <^izAkz 

gegeben sind. Kach S. 20 sind also nun samtliche gleich 
Null, bei denen die Indizes i und 7c verschieden sind, wahrend 
== = Cs 3 == J. wird, Somit reduziert sich das Produkt G 

oder A A! jetzt auf man hat daher die Gleichung 

A^Al^A^ Oder Al^AK 

Der Satz Tiber das Produkt zweier Determinanten ist auch 
auf das Produkt zweier sogenannter Matrices ausgedehnt wor- 
den. Es sind dies solche mit Elementen aa ausgefiillte recht- 
eckige Schemata, bei denen die Anzahl 77b der Zeilen von der 
Anzahl n der Spalten verschieden ist, Wir wollen zunachst an- 
nehmen, bei einer solchen Matrix sei < 7%, Unter dem Produkt 



a^2 • 

* O^ln 


hi 

hs 

• ^l7l 

«31 

022 • 

• 0^2 91 

• 

&S1 

622 • 



^m2 * 

• ^mn 1 



^7n2 • 

• ^mtt 


versteht man alsdann die Determinante Grades, deren Ele- 
mente ca durch (41) definiert sind und also dadurch entstehen, 
daB man die Summe der Produkte aus den Elementen einer 
Zeile der einen Matrix und einer Zeile der anderen Matrix 
bildet So ist z. B. 
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^12 ^^18 ^ ^11^12^13 ^ ^11^11“1"%2^12+<^13^18 ^11^21”!" ^12 ^22 "I” ^18 ^28 
^21 ^22^28 ^21^22^23 ^21^11”!“ ^22 ^12 "^^23 ^13 ^21^2l“^^22^22“l“^23^23 

und hierftir kann, wie man leicht einsieht, gesetzt werden: 

^11 ^12 . ^11 ^12 ^ <^11 ^13 . ^11 ^13 %2 ^13 . ^12 ^18 . 

^21 ^22 1 ^21 ^22 ^21 ^23 ^21 ^28 ^22 ^28 ^22 ^23 

Eigenartig ist der Pall, wo die Anzahl der Zeilen die der 
Spalten ubertrifft (m > n), Anch bier versteht man unter 
dem Produkt der beiden Matrizes die Determinante der zeilen- 
weise gebildeten cm sie ist vom Grade m und man hat 
Gik = <^*26*2+ • • + Ojivibkoi- 

Aber diese Determinante der c*^‘ hat den Wert Null, denn 
man wiirde sie auch erhalten haben, wenn man jede der beiden 
Matrizes durch Beiftigen von m — n aus Nullen bestehenden 
Spalten zu eigentlichen, allerdings identisch verschwindenden, 
Determinanten erweitert hatte, und das Produkt dieser Deter- 
minanten ist natiirlich Null. So ist z. B. 



^11 ^12 


^11 ^12 

^11^11 "1“ ^12^12, ^11^21 %2 ^22 . ^11 ^81 ^12 ^32 

(48) 

^21 ^22 

• 

^21 ^22 

= j 6^21 ^11 “{■ ^22 ^12 ^21 ^21 "1“ ^22 ^22 ^21^81~i~%2^32 


<^’31 ^32 


^31 ^32 

^31 ^11 ^'32 ^12 ^81 ^21 ”b ^32 ^22 ^31 ^31 ”1" %2 ^32 


denselben Ausdruck wiirde man aber durch Multiplikation der 
beiden verschwindenden Determinanten 


“ii 

^12 

0 


0 

asi 

<^22 

0 und Jjj 

^22 

0 


%2 

0 K 

^32 

0 


erhalten. 

Auch manche nicht aus der Theorie der linearen Glei- 
chungen stammende Ausdrucke konnen in Determinantenform 
gebracht werden, z. B. das Quadrat der Entfernung zweier 
Punkte mit den trimetrischen Normalkoordinaten Xi bez. xl 


(Nr. 74): 

1 —cos .A3 — cosAg x\ x^ 

-COS^3 1 -COS^l X\ 

— 008^2 — OOsJ-i 1 ic'j % 

* “ x\ x '2 (o\ 0 0 

Xj *2 *3 0 0 


12 * 
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B. 1) Die Flaclie F des Dreiecks dreier Geraden ist durch die 
Koeffizienten ihrer Gleichungen fur trimetrische Normalkoordinaten 
in Detenninantenform auszudriicken. Sind aj = 0, aj' = 0, = 0 

die Gleichungen der Geraden und bezeichnen die Werte, 

die ihre linken Seiten durch Substitution der Koordinaten der 
Gegenecken ic/, Xi' annehmen, so gelten die Beziehungen 

Q/x' ^x*' Oj Oix'" Oj 

ai/' == 0, = ax»<=^0, 

a'x”^ 0, ai- = 0; 

Bildet man aus den neun links stehenden Trinomon die Deter- 
minante, so muB ihr Wert der Determinante der rechten Seite 
gleich, d. i. gleich sein. Sie ist aber andrerseits naoh S. 176 

gleich dem Produkt der beiden Determinanten 



a\ 

a'j 

^^8 


x\ 

x\ 

x's 


a\ 

a "a 


, -B = 

x'\ 

x" 

X 2 



a''\ 

a.'".. 



x'\ 

x'". 



und da B nach dem Ergebnis von Nr. 74 gleich y~-~~ ist, so 
folgt yyy2JP= ^^t h* = h'’ = und man 

kann zwischen je einer von diesen Gleichungen und je dx'ei be- 
zuglichen Gleichungen oben die Koordinaten a;/, Xi\ xl^^ bez. elimi- 
nieren. Dies ergibt 


? ^2 7 ^8 7 

h 


a{ , 

a's , 


0 


a' , 

) 

«S . 

0 

) ^2 7 ^8 7 

0 

= 0, 


n" 

% 7 

7 

\ 

= 0, 

a" 

7 



0 

/i''' n'” 

0 

7 

K'\ 

^2 7 

W 

% 7 

0 





h i h ^ h j 

M 


h 7 

\ 7 

h 7 

M 



, 

h . 

M 


Oder 


MA 


, 

^2 7 

a'' 

s 

a''' 

7 


a'" 

. 

^2 7 

^3 


C&l , ^2 5 ^8 

af, af , a//' 
J ^2 ? h 


MA 


al, a', a' 
al'y 6('\ 

h 7 h 7 ^8 


daher durch Substitution in 2 F endlich i jj^ 




^3 7 

«8 

2 1 



®2 7 

< 



^2 7 

< 


Mg , 

a' 

1 

— — 

<) 

”2 7 

< 





«r 

* 

< , 

^2 7 

«8 







^2 7 

<1 



k , 

^2 7 



h , 

?2 7 

?8 

1^1, 

?2, 


) 


Man hatte diese Gestalt des Ausdrucks nach Nr. 87, 5 er- 
warten dtirfen; denn die Determinante des Zahlers verschwindet 
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wie dort fiir drei Geraden, die durch einen Punkt gehen, und 
eine Determinante des Nenners verscliwiiidet, wenn zwei unter den 
drei Geraden parallel sind. 

2) Die linke Seite der quadratiscken Gleiclning 

^11^1 ^33 '^3 ^^23^2^3"^ ^^13^1^3*4” ^ 

ist das Produkt von zwei linearen Faktoren, wenn in der mit ihr 
identischen Form 

(%l^l 4” ^12^2 4" ^13 ^ 3 ) 4“ ^2 (%2^1 4~ ^ 22^2 4” ^28%) 

4“ (cindO^ + ^^ 23^2 + 0 

die drei linearen Funktionen 

^ 11^1 4” %2^2 4" <^13^^31 ^12^1 4" %2^2 4" ^23^3} ^IS^l 4~ ^23^2 4" 

zneinander in konstantem VerMltnis, etwa wie stehen; 

denn dann ist sie das Produkt von zwei zu HauXi, EmiXi pro- 
portionalen Faktoren. Die zu erfiillende Bedingung ist also die 
Erftlllung der Gleickkeiten 

+ ^ ^12^i4-<^22^2 4-^S8^S ^ ^18 + ^2S ^8 + ^88 

m-i 

ftir alle Werte von x^ oder die Existenz solcker Werte 

von x^, ajg, i» 3 , ftir die gleickzeitig + % 2^2 4" <^ 13^3 

+ <^ 22^2 4" ^ 23^3 ^ 13 ^ 1 4" ^ 3^2 4” »=» 0 sind. Die 

Elimination von x^, aig, x^ zwischen diesen Gleichungen gibt die 
gesuclite Bedingung in der Form 

<^111 ^12 7 ^33 

^ 12 ? ^'22? %3 

^18 9 ^239 %S 

Vgl. (11) und (12) in Nr. 62. 

3) Die Bedingung des gleichzeitigen Bestehens der Gleichungen 

cqaj + a.^y 4- % = M + &22/ 4- ^3 = ^ 1 ^ 4- c,t/ + C 3 =» d^x 4 - d^y + d^ 

lautet 1 , 1 , 1 , 1 

Oi, i!>i . Cj , di _ 0 Oder ^ - JB + JD, 

0^1 ^2 » ^2 9 ^2 

% 9 ^3 9 ^8 9 ^3 

wenn D die Schemata der zu den Elementen der ersten 

Zeile gehdrigen Unterdeterminanten bedeuten. 

Die Bedingung ist erfullt, wenn die linearen Funktionen, 
gleich Null gesetzt, die Gleichungen von vier Tangenten desselben 
Kreises in der Normalform sind und x | y der Mittelpunkt ist. 
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TJnd zwar stellen dann die Unterdeterminanten die Produkfce je einer 
Seite des Tangentenyierecks in die Sinus dex' beiden anliegenden 
Winkel dar. 

91. Wir bebandeln mit Hilfe der Determinantentheorie 
liauptsaclilich die Lchfe von den line(xren Suhstitutionen, Bei 
Beschrankung auf drei Veranderliche yersteht man darunter 
die Einfuhrnng von drei linearen homogenen Funktionen der 
Veranderlichen als neue Veranderlicbe, Es ist hier zweck- 
maBig, die Substitutionskoeffizienten durch. Doppelindizes zu 
untersobeiden. Wir setzen unter Benutzung eines Proportio- 
nalit'atsfaktors 

s=s “f" ^x^X 2 ’4*' O^^X 2 ~ j 

(49) ^ cc2tx\ + cfjgOj'o + a^^x^^^Ilcc2hXkj 

^X^ CC^\X j ”4” ^33^ 2 *4" ^33^ 8 j 

also allgemeiu; wenn sick U auf den Index der Veranderlicken 
beziekt, 

(50) iixi =» SamXk. 

Der erste Index i yon ccik stimmt mit dem Index der un- 
gestrickenen Veranderlicken uberein, in deren Gleickung ccik 
yorkommt, der zweite Index h mit dem Index der gestricke- 
nen Veranderlicken, zu der ccik als Koeffizient gekort. Die 
Determinants der Koeffizienten 

(51) 

keiBt der Sulstitutionsmoduh^ ikr Wert sei immer yon Null 
yersckieden yorausgesetzt. 

Ist wieder die zu in A gekorige Unterdetermi- 
nante, so keiBt die Determinante der die Reziprohaldoter- 
minante zu A oder die Determinante de>* adjmgierten Elemente; 
sie ist naok S. 178 gleick A®, 

^ 21 ? ^81 
f ^82 7 

^ 18 ; ^28 f ^83 





CO 


^27 

^23 


%2 7 

^33 
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und die zu Aa gehorigen Unterdeterminanten sind gleich 
A-aa^ wie man leicht durcli Ausreclmen bestatigen kann 
(vgl. auck S. 81). Die Anflosung der Substitutionsgleickungen 
liefert die umge'kehrten Suhstitutionen 

(52) ^Xi' = Ek,iX„ 

wobei nun der zweite Index die Gleichung charakterisiert. 

Unter dem Gesicktspunkt einer linearen Substitution in 
ein System linearer Grleichungen hat besondere Wichtigkeit 
fur die analytiscbe Geometrie der schon in Nr. 90 abgeleitete 
Satz liber das Produkt zweier Determinanten. Dieser lautet 
dann so: Wenn ein System von linearen homogenen Gleichungen 
dnrch lineare Substitutionen fur die Verdnderlichen transformiert 
wird, so ist die Determinante de$ transformierten Systems gleicli 
dem ProduM am der Determinante des tirsprUnglichen Systems 
in den Substitutionsmodul. 

Sind die Gleichungen 6a; =0, Ca?=0 gegeben, so 

werden sie durch die Substitutionen (49) zu neuen Verander- 
lichen xf transformiert in 

I aV = x\2Jaian + x\Ea^ai2 + x^ZaiUiz = 0, 

6 ^. -- x\Ilh,aa + + x\EbiUi^ = 0 , 

cV ^x\ECian -t x\ECiUi2 + x^Ectai^ ^ 0, 
und die Determinante der transformierten Koeffizienten a/, 
bi\ Ci wird 


a\ 

a' a 

a\ 



a^ 

% 

K 

K 


= A- 

h 

h 

h 

c'l 


^^3 


Cl 


^8 


Hat nun die urspriingliche Determinante den Wert Null, gehen 
also die Geraden bx, Cx=^ 0 durch einen Punkt oder liegen 
die Punkte bu, = 0 in einer Geraden, so verschwindet 
gleichzeitig auch die Resultante der transformierten Glei- 
chungen, d. h. auch die Geraden a^x^, ^ 0 bez. die 

Punkte a'wo ~ 0 gehoren einem Biischel bez. einer 

Reihe an. 

Man nennt aberinmnawfe jedePunktion der Koeffizienten, 
die der Forderung genilgt: Bildet man einerseits aus den Koef- 
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fizienten der gegebenen Gleicbungen, andrerseits aus den 
Koeffizienten der linear transformierten Gleichungen dieselbe 
Funktion, so soli der Quotient der beiden Funktionen gleicb 
einer Potenz A* des Substitutionsmoduls sein. Dafiir sagt 
man kiirzer: eine Invariante gegehener Gleichungen mdert sick 
hei linea/rer Transformation derselben nur mn eine Totem des 
Substitutionsmoduls als Faktor.^) Daber ist die Determinante 
der Koeffizienten von drei linearen Gleichungen eine Invariante 
derselben. 

Die Koeffizienten einer transformierten linearen Gleichung 
sind ferner selbst lineare Funktionen der gegebenen. Wird 
0 durch die Substitution der xi in Ux' =» Hixf EcCijiUf) = 0 
verwandelt, so ist 

(55) vUi = auU^ + ojgiWg + a^iU^ = UcCkiUk^ 

(50) ~Ui Ai 2 u\t + Aj* 3 u\^ = 2JAi^ til* 


Man neimt diese Substitutionen, deren Koeffizienten mit denen 
der urspriinglichen (50) und (52) identisch sind, nur dafi die 
Zeilen und die Reihen derselben vertauscht erscheinen, die zu 
den gegebenen imersen (transponierien) Substitutionen. Ver« 
anderliche Ui und Yerandei*liche a;,-, die miteinander gleiclizeitig 
inverse Substitutionen erleiden, warden als untereinander 
Tcontragredient bezeichnet. Also sind Funkt- und Linienhoordi- 
naten Icontragredient, denn bei gleichzeitiger Anwendung der 
Substitutionen (50) auf Xi und (56) auf u^ geht iiUx fiber in 
vUx> also Ux^ 0 in 0. 

Aus den linearen homogenen Substitutionen gehen ffir 
nicht-homogene Veranderliche lineargebrochene Substitutionen 
hervor (vgl. Nr. 81): 


. + Ais ^ + + 

^' + A,,v^ + kj ^ + A,,/ 

92. Geometrisclie Bedeutung linearer Substitutionen. 
Die homogenen Punktkoordinaten Xi und x[ kfinnen wir im 


(67) 

(58) u = 


*) Andert sick die Funktion gar nicbt oder ist der Faktor 
80 nennt man sie eine absolute Invariante, 
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allgemeinen auf zwei ganz beliebige^ voneinander unabbangige 
Systeme Yon festen Elementen beziehen; wir konnen aber auch 
die besondere Annabme macben, dafi diese Systeme identiscb 
seien. Zunacbst in der allgemeinen Voranssetznng denken 
wir zugleicb die Linienkoordinaten Ui und u! so eingefiibrt, daB 
= 0 und Ux' «= 0 in den beiden Systemen Greraden darstellen. 

Die linearen Substitutionen (60) ordnen nun jedem be- 
stimmten Punkt xl einen einzigen bestimmten Punkt Xf zu, 
aber vermoge der linearen Umkebrungen (52) entspricbt aucb 
jedem Punkt Xi ein und nur ein Punkt a?/. Die PmUe heider 
Systeme entsprechen einander eindeutig. Der Grad einer Glei- 
cbung in Punktkoordinaten, also die Ordnung der durcb sie 
dargestellten Ortskurve, wird durcb lineare Substitution nicbt 
geandert (S. 66). Somit entsprecben den Punkten einer geraden 
Reibe im System der x! aucb die Punkte einer geraden Reibe 
im System der Xi und umgekebrt. Daraus folgerten wir aber, 
da6 aucb die Linienkoordinaten ul entsprecbender Geraden 
durcb lineare Substitutionen (55) und (56) verbunden sind. 
Also entsprechen sich die Geraden ehenfalls eindeutig. Somit 
bleibt aucb die Klasse jeder Hiillkurve bei linearer Substitution 
ungeandert, insbesondere geben Strablenbtiscbel wieder in 
Strablenbiiscbel tiber. 

Man nennt dies ausnabmslos eindeutige Entsprecben Yon 
Punkten x^ und x!, you Geraden Ui und ul zweier ebenen Ge- 
bilde eine lineare Verwcmdtschaft derselben. Und diese aus- 
nabmslose Eindeutigkeit fordert als analytiscben Ausdruck 
umgekebrt die lineare Substitution zwischen den Koordinaten. 
Alle rein deskriptiYen Beziebungen (Nr. 82) zwiscben Ele- 
menten eines Gebildes finden sicb wiederum Yor zwiscben den 
entsprecbenden Elementen eines linear Yerwandten Gebildes, 
wie in Nr. 82 die korrelatiYen Beziebungen bei den duabstiscb 
entsprecbenden. Infolge des InYariantencbarakters der Resul- 
tante Yon drei linearen Gleicbungen ist eben die Eigenscbaft 
der Geraden bez. des Punktes, einem Btiscbel oder einer Reibe 
anzugebbren, inYariant. 

Eine mebr geometriscbe Benennung grtindet sicb auf 
eine nocb wicbtigere luYariante der linearen Substitutionen: 
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das Dopipelverhaltnis von vier Elementen eines Buschds und 
einer Reihe ist ahsolut invariant Derm, sind die Strahlen 
eines Biiscliels, bez. Punkte einer Reihe — Z;&a:=0, 
so sind die entsprechenden Strahlen, bez. 
Punkte aL' — Aj&L' = 0, al' -- hfil' 0, Also haben nach 

Nr. 86 in entsprechenden Biischeln bez. Reihen infolge der 
Parametergleichheit je vier homologe Elemente Jfcg, \ 
gleiches Doppelverhaltnis (Nr. 85). In jeder Unearm Verwandt 
schaft sind entsprechende Strahlenbiischel und FunUreihen pro- 
jelctiv aufeinander hexogen; dah&r Jieijit die durch linear e Sub- 
stitution darstellbare geometrische AbJidngigJceit Frojehtivitdt 
Kollineation^^) oder Homographie der elenen Systems , und ent- 
sprechende Elemente derselben lieijien homolog. Homologe 
oder Tzollineare Kurven stinmen in Ordnung und Klasse 
liber ein. Zwei Systeme sind koUinear, wenn sie zu dem- 
selben dritten kollinear sind, denn Xi und x'l sind durch eine 
lineare Substitution verbunden, wenn Xi und x\, x'l und Xf 
es sind. 

Die beiden Pundamentaleigenschaften der Projektivitat 
sind Eindeutigkeit des Entsprechens und Gldchheit homologer 
Doppelverhdltnisse. In der allgem einen projektiven Verwandt- 
schafl sind zahlreiche besondere Formen enthalten. 

93. Die Dntersuchung der Projektivitat ebener Gebilde 
erfordert eine 'nahere Betrachtung der projeMiven Zuordnmg 
in d&ti beiden Elementargebilden: Punktreihen und Strahlen- 
biischeln (Nr. 86). Sind zwei Reihen, bez Biischel projektiv, 
so sind es auch die zu ihnen perspektiven Reihen von den 
Tragem x^=‘ 0 und x\=^0, bez. Biischel von den Scheiteln 
= 0 und u\ == 0. Den Ausdruck der Verwandtschafb bilden 
also die Substitutionen zweier Veranderlichen 

(59) au\ = ccj^^u^ -j- a^^u^ 

(60) Qx^ «= a^ix\ + assy's ^w's = “isWi + «ss%- 
Hierbei sind q vmd 6 Proportionalitatsfaktoren. 

Setzen wir 

(61) x^ m x^ Xj X • X ^ X , bez. u^^ i u^ pj u^ 

so sind diese Quotienten nach der Koordinatendefinition (Nr. 87) 
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Doppelyerlialtiiisse, zwisdien denen eine Abhangigkeit besteht 
yermdge der lineargebrochenen Substitution 

Die Doj^pelverhdlfnisse homologer Elements mit je drei willkUr- 
lichen fesien Elementen oder Grundelementen sind untereinander 
in linearer AhhdngigJceif ; Doppelverhaltnis-Gleichlieit (Nr. 86 ) 
ontstebt erst, wenn sich aucb die festen Elemente der Reibe 
nacb entsprecben. 

Nun ist das Doppelverbaltnis eines Elementes mit drei 
festen sein allgemeiner Parameter in bezug auf zwei derselben, 
der durcb geeignete Wabl des dritten mit dem Teilverbaltnis 
identiscb wird (Nr. 83). Die folgenden Betracbtungen biiBen 
nicbts an Allgemeinbeit ein, wenn wir den Parameter X als 
das Teilverbaltnis selbst voraussetzen. Dann lautet das Er- 
gebnis: mischen den Farametern X, homologer Elemente 
in projeMiven Elementargehildm lesteht eine hilineare, d. h, so- 
wohl in X als in X^ lineare Qleichmg 



(63) aXX^ -f- hX -j- cX^ -j- = Oj 

denn aus derselben folgen die Parametersubstitutionen 


(64) 


hX+d , _ cX'+d 
aX'+b 


Hierbei ist nocb vorausgesetzt, daB ad — be ==j= 0 sei, denn im 
Falle ad — lc = 0 und a =|=0 + +^) _ q 


gleicbbedeutend, die bilineare GHeicbung wiirde in zwei Pat- 
toren zerfallen. 

Die Grleicbung (63) ist durcb die Angabe von drei Paaren 
bomologer Elemente mit den Parametern X^, 1 ^ 2 ; I 3 , I'g 

bestimmt, z. B. in der Determinantenform 



X X^ X 

x^x\ x^ 

X ^ ^^2 


X^ 1 
X\ 1 
^^2 1 
^^3 1 



*) Die duale Betraebtung ist bis auf die Bezeiclmung identiscb. 
An Stelle der Parameter kann man sicb aucb Abszissen ic, x* ein- 


gefiibrt denken. 
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Diese ergibt sicli aucb durch Entwickelung des Ausdrucks fur 
die Gleichheit komologer Doppelverhaltnisse 



JJmgekehrt ist die allgemeinste 'bilineare Gleichimg 

(67) aXX^ +lX + cX^ ^ d = 0 

die Parmneiergleichung det' Projektivitat. Denn man bestatigfe 
sofort die Doppelverbaltnis - Grleicbbeit durch Ansfiihrung der 
Snbstitutionen, z. B. von Xi an Stelle von X: die Differenzen 
im Doppelverbaltnis der nngestricbenen X sind alsdann den mit 
dem Faktor ad — he multiplizierten entsprechenden Differenzen 
der gestricbenen X proportional. Damit erbellt vollig all- 
gemein: Zwei Reihe>i vonPunkien Oder 0 wei Biischel vonStraUen 
Oder eine Beihe von Punkten und ein JBuscliel von Strahle^i, die 
in einer algehraisch-geometrischen Ahlidngigkeit stehen, sind pro- 
jektiv, sohald einem Element des einen Gehildes eindeutig ein 
Element des anderen entspricM, und umgekehrt 

c d 

Den Elementen X^oo, — — > 0, — entspreeben im 
Palle ac? — =1= 0 bez. die Elemente X^ = — K cx), — — , 0: 

also bestimmen diese Koeffizientenverbaltnisse die den beiden 
festen Elementen oder Gmndelementen jedes Gebildes ent- 
sprechenden Elemente des anderen, nnd nmgekebrt. Wird 
daber das erste, bez. das zweite Paar der Grundelemente ein- 
ander entspreebend gedaebt, ist also fur X = 0 aucb X' = 0, 
bez. fiir 2 = 00 aucb A' = oo, so gelten die einfacberen Formen 
der Projektivitatsgleicbung 

(68) ^ T — b 'j' ~ bez. hX c)J d 

Machen wir beide Voraussetzxmgen zugleicb, so folgt 

(69) & A + oA' == 0 Oder A : A' = konst., 

die Gleicbungsform, die wir sobon in Nr. 86 gebrauebt baben 
(vgl. Anm. S. 165). Und wenn sich die Grundelemente ver- 
kebrt entspreeben, so dafi fur A = 0, oo; A' = oo, 0 ist, redu- 
ziert sicb die Projektivitatsgleicbung auf 

(70) aAA' + (Z = 0 oder AA' = konst. 
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Die zu den unendlicli fernen Punkten — 1 

zweier Reiken homologen Punkte heiBen die GegenpimUe der- 

selben: ikre Parameter sind ~ — -y X = tind sie 

mogen mit und B bezeicknet werden. Die von iknen ge- 
messenen Abszissen x entspreckender Pimkte erfiillen die 
Crleickung BA • = xx^ = konst. = X;®. Da die Parameter X 

und X\ wie sckon erwaknt wurde, als Teilverk'altnisse angeseken 
werden konnen, entsprecken den Werten A = — 1 und — 1 
die unendlick fernen Punkte der beiden Punktreiken (vgL S. 30, 
Gl. [63]). Sollen diese komolog sein, so muB zwiscken den 
Koeffizienten von (63), S. 187 die Beziekung a + = 6 + c 

besteken. In diesem Pall sind die projektiven Punktreiken 
dhnlichj denn komologe Strecken sind nun proportional wegen 
der Reduktion von 

(A^A^Ooo) === (A\A^^O^ oo) auf OA^ : OA^ = O^A\ : OA^^. 

Zur Bestimmung der aknlicken Reiken geniigen zwei komologe 
Paare, und, insofern A^A^ und A\A\ komologe Strecken sind, 
reduziert sick die Parametergleickung auf X == Endlick ent- 
steken aus aknlicten offenbar Icongruente Beilien^ sobald zwei 
komologe Strecken z. B. A^A^^ gleick werden. 

In projektiven Busckeln konnen die Grundstraklen zu- 
einander recktwinklig sein; dann ist das Produkt der Teil- 
verkaltnisse zueinander normaler Straklen gleick — 1. Somit 

scklieBen die zu X, ^ komologen Straklen — 

einen reckten Winkel ein, wenn X der quadratiscken Gleickung 
genkgt 

(71) (ac + hd) (X^^l)^{a^+V-c^^-d^)X, 
re Wurzeln sind ofifenbar stets reell und negativ reziprok: 
in projektiven StrahlenbuscJieln giU es also im allgemeinen ein 
und nur ein Paar von homologen rechten Winkeln. Ist 
ac + = 0, bez. al + cd = 0, so sind die festen Straklen 

selbst je das eine Recktwinkelpaar. 

Dagegen gibt es unendlick viele komologe Recktwinkel- 
paare in der besonderen Projektivitat, fiir die zugleick 
^2 ^ _ ^2 _ ^ 2 ^ 0 ac + ld=^0 ist und auBerdem, wie 
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die zu (71) analoge quadratische Gleichung fur )J ergibt^ 
Q gowie ah + cd ^ 0. Man findet leicht 
^==4-^?^ ?) = qic und insbesondere X ^ X' fiir homologe 
Grundstrablen. Die projeMiven BuscJiel X = X\ bez. X = —X^ 
sind dann Tcongment he^, symmetrisch gleich. So besclu-eiben 
z. B. Strablen, die einen Winkel Ton konstanter GroBe d' ein- 
schliefien, kongruente Biiscbel, deren Parametergleichung lautet 
(m^m^ + 1) tg ^ (Nr. 36). 

94. Involution. Wicktig ist der Fall der ’ProjeTdivitat 
der Elemeniargehilde hei vereinigtm' Lage ihrer Trager, Liegen 
zwei projektive Punktreihen in derselben Geraden, so kann 
jeder Punkt derselben sowobl znr ersten als zur zweifcen Reibe 
gerecknet werden, und es entsprickt ikm kiernack in der 
zweiten oder der ersten Reike je ein Punkt. Ebenso gehoren 
in zwei projektiven Biisckeln von demselben Sckeitel zu jedem 
Strahl zwei komologe Straklen, einer in jedem der konzen- 
triscken Buschel. Dem Element vom Teilverkaltnis g entsprickt, 
insofern es zum Gebilde X, bez A' gehort, ein Element 

bez. A = — diese beiden Elemente sind 

im allgemeinen voneinander verschieden, auck wenn wir A, A' 
auf dieselben Grundelemente bezogen denken. 

Sobald aber in diesem Falle h = c ist, entsprickt jedem 
Werte in jedem der Gebilde A und A' der eine Wert 

fz-' = — Die nack A und A' symmetriscke Projektivitats- 

gleickung 

(72) uAA^ 4 h (a 4 A^) 4 ^ ^ 

definiert also zwei projektive Gebilde in derselben Geraden 
Oder urn denselben Punkt, in denen 0 wei homologe Elemente 
sicJi vertauschungsfdhig oder involutorisch entsprechen^ d.k. un- 
abbangig davon, zu welckem Gebilde man das eine derselben 
recknen will. Betracktet man einen Punkt P des gemein- 
samen Tragers der beiden Punktreiken als Punkt der einen 
Reike, so entsprickt ikm in der zweiten ein Punkt und 
ebenso erkalt man Q, wenn man P als Punkt der zweiten 
Reike betracktet und zu ikm den entspreckenden in der ersten 
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Reihe sucht. Frojehtive vereinigte Eeihen oder Buschel, deren 
Parameiergleichung symmetrisch ist, lilden eine Involution. Da 
die Involution aus Paaren wectselweise homologer Elemente 
besteht, konnen wii- dieselben durcb quadratiscbe Grleicbungen 
fur die Parameter (oder die Abszissen, Nr. 16) gegeben denken. 
Wir verweisen fur die nabere Betrachtung der Involution 
auf Nr. 17 und 18. Allerdings wurde dort nur die durcb 
Pwnfc^epaare erzeugte Involution betracbtet; die fiir StraJilen- 
paare giiltigen Satze sind aber den Satzen in Nr. 17 analog. 
Auf einer Geraden, die die konzentriscben involutoriscben 
Strablenbiiscbel scbneidet, bilden die Scbnittpunkte zwei pro- 
jektive Punktreiben. Diese verlaufen in gleicber oder in ent- 
gegengesetzter Eicbtung, je nacbdem der Drebungssinn der 
beiden Biiscbel gleicb oder entgegengesetzt ist. 

95. In konzentriscben involutoriscben Strablenbiiscbeln 
gibt es nacb Nr. 93 ein Paar bomologer Recbfwinkelstrablen, 
das mit Riicksicbt auf c = h durcb die Beziebung 

(73) ;l® - X - 1 = 0 

bestimmt wird. Man bezeicbnet diese beiden zueinander reebt- 
winkligen bomologen Strablen als die Achsen r, de>' In- 
volution. Die Bedingung der Involution kann gescbrieben 
werden (pqrr^) = (p'g W), wobei p und p\ sowie q und q' 
bomologe Strablenpaare bedeuten. Bezeicbnet pr den Winkel, 
den der Strabl p mit der Acbse r bildet, so kann man die 
letzte Gleicbung aucb durcb 

(74) i^pr • tg pV = tg gr • tg q^r = konst, 
ersetzen. Das Produkt der Teilverbaltnisse, die zwei borno- 
loge Strablen mit den Acbsen bestimmen, ist konstant und 
beiUt die Potent, 

Das Recbtwinkelpaar ist unbestimmt fiir cl, Z> == 0^ 
wodurcb (72) in + 1 = 0 iibergebt. Die projektiven Buscbel 
sind dann kongruent (nicbt aber symmetriscb) und kommen 
durcb Drebung des einen um einen recbtenWinkelzur Deckung. 
Pie Strahlen durch 0 und Hire Normalen in 0 bilden so die 
wichtige sogenannte BechtwinJcelinvolution, deren Achsen un- 
bestimmt sind. 
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Die DoppelstraUen dieser Involution sind die Greraden 
absoluter Eiclitung X = + i, sie sind barmonisch konjugiert 
2 u den einzelnen Kechtwinkelpaaren (Nr. 61). 

Eine andere besondere Involution konzentriscber Strahlen- 
btiscbel ist die symmetrisclie Involution, bei der in (72) a + 

& = 0 ist. Auf homologe Grrundstrablen bezogen (6 = 0), ist 
nun 22' — 1 = 0, demmch sind in der symmetrischen Invohr 
tion die DoppelstraMen 2 =« ± 1 meinander recMwinhlig , also 
die gemeinsamen Winkelhalbierenden aller ibrer Paare. Man 
gebraucbt daber aucb den Namen Grleicbwinkelinvolution oder 
gleicbseitig-byperbobscbe Involution. 



Sechstes KapiteL 

Der Kreis. 

96. In den vorhergelienden Kapiteln Haben wir neben 
der Entwickelung des Koordinatenbegriffs im wesentlichen die 
€reometrie der linearen Elementargebilde und Verwandtschaften 
beliandelt. Innerbalb dieser Grenzen erscbeint die analytiscbe 
Geometrie als der geometriscbe Ausdruck der Theorie der 
linearen Gleicbungen. Desbalb gelangten Gleicbungen hoberen 
Grades nur insofern zur Besprecbung, als sie mit mebreren 
linearen gleicbbedeutend sind, d. h. in solcbe zerfallen (Nr. 56 
und 62 f,). So warden aucb von den Gleicbungen zweiten 
Grades nur diejenigen der Geradenpaare untersucbt (Nr. 57 — 63). 
Indessen hat sicb aucb scbon ein einfacbstes Beispiel einer 
nicbt zerfallenden Gleichung zweiten Grades dargeboten, die 
Gleicbuug des Kreises (Nr. 23). 

Nacb der gewobnlicben Anscbauung ist der Kreis ein 
■der Geraden koordiniertes Konstruktionsmittel. Vor einer Unter- 
sucbung der allgemeinen Kurven zweiter Ordnung (Nr. 27) wird 
■es daber zweckmafiig sein, an dem elementaren Beispiel des 
Kreises ausfiibrlicb zu zeigen, wie die geometrischen Eigen- 
scbaften einer Kurve aus ibrer analytiscben Definition beraus 
^u entwickeln sind (Nr. 26). Immerbin wird dabei die genaue 
Kenntnis des Gebildes ein niitzlicber Wegweiser fur das ein- 
^ubaltende Verfabren sein. Zugleich fubrt dieser Weg auf 
gewisse Begriflfsbildungen, die sicb uberbaupt fiir Probleme 
zweiten Grades als wicbtig erweisen werden. 

Die allgemeinstc Gleichung des sweiten Grades in x\y ent- 
balt die quadratischen Glieder mit xy^ die linearen mit 
Xj y und ein konstantes Glied, erfordert also secbs Koeffizienten 
uder fiinf wesentlicbe Konstanten (Koeffizientenverbaltnisse)* 
Wir scbreiben sie (Nr. 90,2 fiir x^=>l^ x^^x, x^^y) 
a^^x^ + 2 a^^^xy + + 2 ^ 130 ? + ^a^^y + = 0 . 

Salmon-Fiedlor: anal. Geom. d KegelscUn. 8. Aufl. 13 
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VI. Der Kreis. 97. 


97. Gleiclnmg des Kreises. Sclion in Nr. 23 wurde 
gezeigt, da6 die Gleichnng 

( 1 ) 

in rechtwinkligen Koordinaten einen Kreis vom Radius q und 
mit dem Mittelpunkt a | j3 darstellt. 

Bei schiefwinkligen Koordinaten mit dem Achsenwinkel a> 
ist nach Nr. 5: 

(2) {x - ay +(y — ^y+ 2 (x— a) (y — cos (d 

die Gleickung des durch. die Mittelpunktskoordinaten a | jS und 
den Radius q bestimmten Kieises. 

Offenbar definieren die Gleicbungen (1) und (2) den Kreis 
als Ort eines Punktes, der von einem festen Punkt (dem Mittel- 
punkt [Zentrum]) eine konstante Entfemung (gleich dem 
Radius) hat. In der Theorie des Kreises bietet aber die Ver- 
wendung schiefwinkliger Koordinaten selten Vorteile vor dem 
Gebrauch der rechtwinkligen. Daher werden im folgenden 
rechtwinklige Koordinaten vorausgesetzt, wenn nichts anderes 
bemerkt ist. 

In den Anwendungen erscheinen besonders haufig die 
einfachsten Formen der Gleichung: 

fur einen Kreis um den Koordinatenanfang als Mittelpunkt, 
und 

2/^ T == 0 

fur einen Kreis, der durch den Koordinatenanfang geht und 
dessen Mittelpunkt auf der iC-Achse liegt (a =» i (>; jS = 0). 

Die Gleichung des Kreises ist vom zweiten Grade, aber 
sie hangt statt von fiinf (vgl. Nr. 96) nur von den drei Kon- 
stanten oc|/S; p ab. In der auf rechtwinklige Achsen bezoge- 
nen Gleichung des Elreises fehlt das Glied xy und die Koeffi- 
zienten von x^ und y^ sind gleich. Daher Joann die allgemeine 
Gleichung meiten Grades lei rechtwinldigen Koordinaten nur 
dann einen Kreis darsteUm, wenn von ihren Koeffi^ienten die 
Bedingungen erfUllt werden 

(3) <^12 0? ^11 “ <^22* 



Mittelpnnkt und Eadins des Kreises 


195 


Umgekehrt sind diese BedinguDgen hinreicliend, um eine ihnen 
geniigende Gleicliung (x^ + y^) + 2^130; + 2a23j/ + agg = 0 
auf die Form (x — ay+ (y — zu bringen. Das Ver- 

fabren ist dem bei der Auflosimg quadratiscber Gleicbungen 
ganz analog, Man macbt den Koeffizienten von x'^ -\-y^ durch 
Division der Gleicbnng mit der Einheit gleicb und bringt 
das absolute Glied auf die recbte Seite. Durcb Addition der 
Quadrate der halben Koeffizienten von x und y beiderseits ver- 
vollstandigt man die linke Seite zur Summe zweier Quadrate 
von Binomen: 

(» + S’ + (*' + 

Also sind die Koordinaten des Mittelpunkts 


(4) 


a = — 




und das Quadrat des Radius ist 

^5^ ^2 S— ^'IS ^ ~l~ ^28 ^ ~~ ^11 ^^88 . 

Vergleicben wir ferner die auf scbiefwinklige Achsen be- 
zogene Kreisgleicbung (2) mit der allgemeinen Form, so finden 
wir als notwendige Bedingungen eines Kreises 

^'^12 ^11 ^ 22 ’ 

Sind aber diese erfullt, so zeigt die Koeffizientenvergleicbung, 
daB Mittelpnnkt und Radius durch die Gleicbungen bestimmt 
sind: 

I a + /J cos CO = — —7 ]3 + a cos o ^ 

^11 “ii 

c^2 + + 2 cc/3 cos CO — 

B. 1) Die Gleicbungen 

2a:-~ 42/ - 20 == 0, 3 {x^+y^) -hx-ly+l^O 


lassen sich auf die Formen bringen 

- 1)2 + (2, _ 2)» = 25, {x - if +{y- iy = f, • 

Die Koordinaten des Mittelpunkts und der Radius sind im ersten 
Falle 1 I 2 und 6, im zweiten -f-l und 

2 ) Es ist irgend eine Anzabl von Punkten gegeben; man soil 
den Ort eines Punktes finden, der so begt, daB die Summe der 

13 * 
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wig . . . fachen Quadrate seiner Entfernungen ... vom 

ersten, zweiten . . . Punkte bez. eine konstante Gr5Be ist oder (vgl. 
Xr. 52, 4 ), dafi == konst., etwa gleich C ist. 

Das Quadrat der Entfernung eines Punktes x | y vom Punkt 
Xi 1 d. i. {x — + {y — multiplizieren wir mit m,- und 

addieren alle Glieder, die man so bilden kann. So finden wir fiir 
die Gleichung des Ortes 


x^Umi + + Em,Xi^ + = C. 

Zm^x. 

Also ist der Ort ein Kreis mit a = — 5 

Zm. 

d, h. sein Mittelpunkt ist (Nr. 52, 4 ) der Scbwerpunkt der gegebe- 
nen Punkte, wenn man diesen die Massen nii beilegt. 

Eur den Radius B dieses Kreises finden wir 


Zm, ’ 


B^Zmt^ Zmirr- ZmiQi^ 


wo ZmiTf^Q gleicb der Summe der w^facben Entfernungs- 
quadrate jedes der gegebenen Punkte von einem Punkt des Kreises 
und ZniiQi^ gleicb der Summe der facben Entfernungsquadrate 
aller gegebenen Punkte von dem Scbwerpunkt derselben ist. 


98. Als Normalform der Kreisgleiclmng mit den drei 
wesentlioben Konstanten werde bezeicbnet 

(8) 2ax — 2^y + sr = 0. 

Der Mittelpunkt ist cc\P] also steUen Gleichungen, die nur 
im konstanten Glied voneinander abweicben, Iwnsentrisclie 
Kreise dar. Die dritte Konstante n bestimmt das Quadrat 
des Kreisradius durch 

(9) 

Also stellt im elementaren Sinn die Gleichung nur dann einen 
Kreis dar, wenn positiv, also p reell oder ist. 

Wenn bingegen der Radius p imaginar wird, so 

kann der Gleichung (8) kein reelles Wertepaar x\y geniigen, 
da {x — ccY+ (y ~ py fiir solche Wertepaare nie einen nega- 
tiven Wert annimmt. 

Urn wiederum analytisch und geometrisch gleichwertige 
Begriffe zu schaffen, nennen wir jede GlMiiiua von der Form 
deren Koefftzienten a | reeU sind, Gleichung eims Kreises, 
Insbesondere stellt sie unter der Bedingung > a® + einen 
imagindrm Kreis dar; derselbe hat einen reellen Mittelpunkt 
und rein imaginaren Radius p = qH, also keine reellen Peri- 
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plieriepunkte. Zu ilini steht in enger Beziehung der reelle 
Kreis von dem namliclien Mittelpunkt und dem Radius 9 '; er 
moge kurz ier Stellvertrderkreis des imaginaren genannt warden. 
Seine Gleichung ist x^+ 2ux — 2/3y + ^0 fur 

yt + ^ 2 (a^+ jS®), 

Ist endlich tc ^ ci^+ der Radius q also Null, so geht 
die Kreisgleichung in 

(x — aY+ ( 2 / — /3)2= 0 

iiber und wire! durch kein anderes reelles Wertepaar als x ^ 
y = ^ erfiillt. Daher miissen wir sie als die Gleichung eines 
unendlich kleinen Kreises vom Mittelpunkt a | ^ oder des Null- 
kreises am Pmkte a | bezeichnen. Andrerseits kennen wir sie 
schon (Nr. 61) als die Gleichung des imaginaren Geraden- 
paares oder Paares von Minimalgeraden — a ± i (y — • j3) = 0, 
der StraJilen der absolute^ RicMungen aus dem Runkt a\p. So 
ist x^ + y^=^0 ebensowohl als die Gleichung des Nullkreises 
am Ursprung, wie als die des Geradenpaares x^±7y ^0 auf- 
zufassen. 

^Ftir die Koordinaten von Punkten, die nioht auf der 
Kreisperipherie liegen, hat die linke Seite der Gleichung einen 
positiven oder negativen Wert. Bei Einsetzung von cc|/S ins- 
besondere ist dieser Wert yt — also negativ 

beim reelleu, positiv beim imaginaren Kreis. Daher ist auch 
fiir die Koordinaten eines jeden Punktes im Inneren eines 
reellen Kreises jenes Substitutionsergebnis negativ und ist dies 
nur fiir einen solchen (Nr. 24, *Zusatz). 

99. Bestimmung eines Kreises durch drei Punkte seiner 
Peripherie. Soil ein Kreis einen vorgeschriebenen Punkt ent- 
halten, so liefert die Einsetzung seiner Koordinaten in die 
Gleichung x^ y^^ — 2ax — 2^y + yc ==== 0 eine lineare Be- 
dingung zwischen den drei unbekannten Koeffizienten. Da 
also a, yt durch die drei Gleichungen bestimmt sind 
I ^1^ + 2/1^ — — 2 py^ + jt « 0 , 

(10) I x^^ + 2 / 2 ^ — 2py^ +yc^0, 

I + 2/3^ — 2/S2/3 + = 0, 

so kann dui*ch die drei Punkte A^y A^ oder x^\y^y x^ \ y^y 
x^ 1 2/3 nur dn Kreis beschrieben werden. 
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Das Ergebnis der Substitution dieser Koeffizientenwerte 
in die aUgemeine Grleicbung oder der Elimination von a, 
aus den vorigen vier Grleicbungen wird aucb in der Deter- 
minantenform erbalten 


(11) 


\x^ + if 
I + Vi 


X 

Xc, 


y 

Vi 


= 0. 


Dies ist die Qleicliung des einem Dreieck umgeschrielenen Kreises. 
Wir konnen sie aucb als die Bedingung deuten, unter der 
vier Punkte in einem Bjreise liegen, indem wir statt x | y etwa 
scbreiben. Die Entwickelung der Determinante nacb 
den Elementen der ersten Spalte erteilt ihr alsdann folgenden 
geometriscben Inbalt: Bilden A^, A^^ ein Kreisviereck 

und ist 0 ein willktirlicber Punkt, so bestebt zwiscben den 
Placbeninbalten der vier Dreieeke aus jenen die Beziebung 
OAI ■ A, A, A^+OAI- A,A^A^ = OAI • A,A^A^ + Oil ■ A^A^A^ . 


Die Gleicbung des Kreises reduziert sicb dann und nur 
dann auf eine lineare, wenn in (11) der Koeffizient von x^+ y^ 
verscbwindet. Da dieser aber den Placbeninbalt des gegebe- 
nen Dreiecks J-i ,42^-3 angibt, so ist dadurcb dieLage der drei 
Punkte x^\y^, i Vz einer Geraden bedingt (ISTr. 40). 

In der allgemeinen Form der Kreisgleicbung werden mit = 0 
zugleicb Mittelpunktskoordinaten und Radius unendlicb groB 
(Nr. 97). Also darf die Gerade mich als ein unendlich grofim' 
Kreis aiifyefajit werden, jedoch nur untm' Hinzundhme der un- 
endlich ferne/n Geraden. Denn nacb dem Prinzip von Nr. 16 
ist die Reduktion einer quadratiscben Funktion auf eine lineare 
nur zu denken als ibr Zerfallen durcb Absonderung eines 
Faktors 0 • x + 0 • y + c (Nr. 76). 

B. 1) Der Kreis durcb die Punkte 2 | 3, 4 | 5, 6 1 1 ist 

2) Far den Kreis durcb die Punkte 2 | 3, 3 | 4 und den Null- 
punkt ist ^33 = 0, 13 + 4ai8 + Bagg = 0, 25 + 6 + 8^23 == 0, 
also 2«i3=— 23, 2a23=ll. 

3) Fiir die Koordinatenacbsen von Nr. 60, 1 bilde man die 
Gleicbung des Kreises durcb den Nullpunkt, durcb die Mitte von 
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AC^ BO Tind zeige, daB der Kreis auck durcli die Mitte von AB 
gelit. Man findet als Gleichnng des Kreises: 

2p (o(? + y^') — p {s — s') 0? — + ss') y = 0. 

Dies ist der sogenannte Feuerhachsche Kreis des Dreiecks 
ABC‘^ auf ilrnfi liegen die Mitten der Seiten des Dreiecks, die 
drei HokenfuBpunkte nnd die Mitten der auf jeder H6he durck 
den Hdkensclinittpunkt und eine Ecke des Dreiecks begrenzten 
Strecke. 


4) Man entwickle die Beziebung zwischen den gegenseitigen 
Entfemungen von vier Punkten eines Kreises. Man bildet das 
Produkt aus den folgenden beiden aquivalenten Scbreibweisen der 
Determinante des Textes 


V+ -2% — 22/i 
2/s^ —^^2 —24/2 
V+ 2/3^ — —22/s 


1 


1 2/i + 2/i® 

1 ' 


1 + 2/2^ 

1 

5 

1 Xs Vs a^s® + 2/8® 

1 


1 x^ 


Wenn wir die Tier Punkte als 1, 2, 3, 4 nnd ihre Ent- 
fernungen dnrcli 12, 13, 14, 23 nsw. bezeichnen, so ist das Produkt 


( 12 ) 


0 

12® 

13® 

14® 

12^ 

0 

^® 

^® 

13^ 

o 

23“ 

0 

0 

34“ 

14^ 

24^ 

3 - 4 ® 

0 


Das Versebwinden dieser Determinante gibt die entwickelte Beziebung 
12‘- 23^- 14^+ 13*- 24* = 

2{12®- 13®- 34^+13^ l4*- ^^+12*- 14^ 34*}- 
Diese Gleiobung ist von der Porm A^-k- C* = 2 (J.® JS® 
+ Oder (f^ ^ 0, und bier 

kann die linke Seite leicbt in ein Produkt von vier linearen 
Faktoren zerlegt werden Setzt man zur Abkiirzung 

25'= 12-34 + 13-24 + 14-23, 

so folgt 

8 {8- 12-34) {8 - 13-24) (8 - 14-23) = 0, 
d. b. die bekannte Relation des BtolemSus^^^ 


12 - 34 ± 13 • 24 ± 14 - 23 = 0. 

100 . Liaeare Erzengimg des Kreises. Sind von einem 
Dreieok A^A^As nur die Basisecken A^, A^ oder % Ij/i, 1 2/3 
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fest gegeben iind wird den ubrigen Elementen desselben erne 
Bedingung anferlegt, so ist die Spitze offenbar nur so weit 
bestimmt, da 6 sie einem gewissen Ort angeboren mu 6 . Nun 
sei der Ort dieser Spitze zu bestimmen^ 
wenn sich die Seite A-^A^ um A^ und die 
Seite - 42-^3 ^2 gleichzeitig um dieselbe 

WinkelgroBe und in demselben Sinn dreht. 
Ist A^A^A!^ eine neue Lage des Dreiecks 
(Fig. 54) und sind die Ricbtungskoeffizienten 
der GeradenJ-i-ig, A^Al^. -^ 2 -^ 3 ? 



^ A^AiA \ = A^A^A^gf 

Hieraus folgt aber aucb 




m ... 


so erfordert 




(S. 66 ). 


■ m. 


1 + m\m’^ 


= Oder tg A^A.^Aj= tg A^Al^A 




x — x. 


d. b. der Winkel der Seiten ist unveranderlicb. 

Somit konnen wir nacb S. 73, wenn die Geraden A^A\ 
und ^ 2 - 4 's den Winkel von der vorgeschriebenen Tangente 
tg AiA^A 2 =^ it einscblieBen, ibre Gleicbungen scbreiben 

’ x—x^ 1 — mii 

wo m nun jeden beliebigen Wert annehmen kann. Je zwei 
zu demselben Wert von m geborige Geraden scbneiden sicb 
in einem Punkt des gesuchten Ortes. Die Gleicbung, der 
alle diese Scbnittpunkte geniigen, entspringt also durcb Eli- 
mination von m aus jenen linearen Gleicbungen in der Form 

II [(x - Xi) {x - Xi) + («/ - 2/i) (2/ - 2/2)] 

=■ [(a: - ^i) (y - Vi) — {x- a:.) («/ - 2/i)] • 


(13) 


Dieser Ort ist dalier ein Kreis, der durch die teiden festen 
PunTcte und A 2 gebt. Die Gleicbung wird mit der des 
Kreises durcb die drei Punkte Ai, A^, A^ (Nr. 99) identisch^ 
sobald wir fi durcb den Wert ersetzen, den es bei der Sub- 
stitution von Xq 1 2/3 fur x\y wirklicb erbalt. 

Diese Erzeugung des Ereises beweist den bekannten Sats 
von der Jconstanten Grofie der uber einem Kreisbogen A^A^ 
stehenden Periplieriewinlcel, Man bat dazu nur zu bemerken,. 
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da 6 der an ^.'3 der Basis gegentlberliegende Dreieckswinkel 
in das Supplement aes nrsprunglicben libergeiit, sobaid sich 
A^g mif A. nicbt ::,eA” auf derseiben Salte der Basis befindet, 
da alscuinn c.er in demse.ben Sinn von der Seite A^A'g zur 
Seite A^Ag gemessene Winkel arc tg fi deni Lreieck niclifc 
angebdren kann. 

Drelien sicb die Stralileii durcli A^ und A 2 insbesondere 
so, dafi sie zueinander recbtwinklig bleiben oder sind die Drei- 
ecke rechcvviiikiig i\ii = co), so erbalten wii* durcli Elimination 
Ton m aus 


y — Ui— m (.v — x.^ = 0, ni — y,) + x — x^ == 0 
die des Kreises icy‘ yeijtoenod Lirrunnesser a\ y^^ | y^ 

(x - X\J (x - XA - {y ~ y^) [y - ^ 2 ) == 0. 

Vgl. Nr. 5, 6 . 

^iiNacli der Ausdrucksweise des fiinften Kapiieis sind die 
Scbenkel eines konstanten Peripheidewinkels liomologe Strablen 
kongruenter Bilscbel. Daher ist der Kreis das Erteiignis des 
Schnittes liomologer Stralilen in Jcongritenten Bilsclicln. 

B. 1 ) Man piilfe, welcbe Beispiele von Nr 51 auf Kreise 
fiibren, und bestimme die Mittelprmkte und Eadien dieser Ivreise. 



Fig. 55. 


2) Ort des Hdbenscnnittpunktes eines Drei* 
ecks aus der Basis AB und dem Winkel y an 
der Spitze G. (Fig. 65.) 

Die Gleicbungen der zu den Sckeitelseiten 
gehdrigen Hoben BH^ und AH^ sind 

m {y — + (a? — > == 0 bez, 

(m + tg y) {y — t/) + (l — w? tg y) {x - x^) = 0. 

Hierbei ist m der Eicbtungskoeffizient der Seite AG; x\ y^ und 
x^\ sind die Koordinaten von A und B. 

Durcb Elimination von m erbalten wir die Gleicbung des Ortes 

tg 7 [{g - 2/0 (2/ “ 2/'0 + (^ ■“ ^^0 ^'01 


(14) 


= — {a; (if — y^’) — y {x^ — x^') + x^y^^ 




eine Gleicbung, die von (13) nur im Vorzeicben von tg y ab- 
weicbt. Sie stellt daber den Ort dar, den wir doi*t fiir die Spitze 
bnden, wenn wir dieselbe Basis geben, aber als Winkel an der 
Spitze den Supplementwinkel des fruberen nebmen. 

3) Man soli den Ort eines Punktes P bestimmen, wenn von 
Parallelen durcb ibn zu den Seiten a, h, c eines Dreiecks in den 
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anderen Seiten desselben Punkte (7; G\ A!\ so bestimmt 
werden, daB die Summe der drei Reobteeke 

konstant ist 

Wenn man die Seiten a, b des Dreiecks zu Koordinaten- 
acbsen wahlt, so ist die Gleicbnng des Ortes 

- X - jy) + y [h -y - \x) + 

Oder 

COS y — ax — by 0. 

Diese Gleicbnng stellt einen Kreis dar, dessen Mittelpunkt 
a I § ans 

2 (cf + j3 cos y) = a, 2 (^ + a cos y) ^ b (vgl. Nr. 97) 

zu bestimmen ist. Der Kreis gebt, falls m=*0, durcb die Ecken 0 [ 0, 
a I 0, 0\b^ er ist also immer mit dem dem Dreieck umgescbriebenen 
Kreis konzentriscb. 

4) Man bestimme den Ort eines Punktes P so, daB dessen 
Yerbindungslinie mit einem festen Punkt denselben Abscbnitt in 
der OJ-Acbse bildet, wie die in P auf der Yerbindungslinie erricb- 
tete Normale in der ^-Acbse. 

5) Man bestimme den Orb eines Punktes so, daB die in 
den Ecken eines Dreiecks auf ibren Yerbindungslinien mit ibm 
erricbteten Normalen sicb in einem Punkt scbneiden. 

101. Sclmittpiinkte eines Kreises mit einer Geraden. 
Durcb Yerlegung des Anfangspunktes konnen wir die Gleicbung 
eines reellen Kreises immer auf die Form bringen + 2 /^ =» p®. 
Die Gleicbung einer gegebenen reellen Geraden bringen wir 
(Nr. 35) auf die Normalform x(^OBy + y^my^p. Dannfinden 
wir die den beiden Gleicbungen geniigenden Wertepaare x\y 
durcb Gleicbsetzung der aus ibnen entwickelten Werte je einer 
Veranderlicben 


(15) 


/r cosy 
sin y 


‘ — X^, 


p — y sxn y 
cos y 




In rationaler Form sind diese Gleichungen qaadratisch und 
liefern die Wurzeln 

I 


(16) 


cos y ± sin y 


■ jP sin + cos y —jo*. 

Wie die Substitution von a/ | p' oder Ton aJ' \ y" in die Glei- 
chnng X eos y + y smy zeigt, geboren a:' [ j/' und a/' | j/" so 
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zusammen, da6 die oberen bez. iinteren Vorzeichen gleicbzeitig 
gelten. Palls ein imaginarer Kreis gegeben war, ist nur 
durcb — zu ersetzen. Es bleibt also, wenn die Q-erade 
reell ist, aucb dann noch Summe und Produkt der Wurzeln 
reell: 

Y (ocf + cc”) =p COS y Y (^' + = jp sin y, 

a/ a/' sin^ yj ==^2 _ ^2 ^Qg 2 

Weil wir durcb quadratische Grleicbungen die gemeinsamen 
Wertepaare erbalten, miissen wir (JSTr. 28) sagen: Eine G&t^ade 
und ein Kreis liaben stets snoei SchnittpunUe. Es sind aber 
drei Palle zu uuterscbeiden. 

Ist erstens der Kreis reell und p^ < d. h. der Abstand 
der Geraden vom Mittelpunkt des Kreises kleiner als der 
Radius, so sind die Wurzelpaare reell: die Gerade schneidet 
den Kreis in 0 wei redlen und verschiedenen PunMen, 

Ist dagegen zweitens p^ > p®, d. b. der Abstand groBer 
als der Radius, oder ist der Kreis imaginar, so sind, anscbau- 
licb gesprocben, keine Scbnittpunkte vorbanden. Weil aber 
die Wurzelwerte konjugiert komplexe Zablen sind, so sagen 
wir: die Gerade schneidet den Kreis in swei honjugiert ma- 
gindren PmiUen (Nr. 19). 

Ist endlicb drittens jp = p, d. b. das vom Mittelpunkt auf 
die Gerade gefallte Lot gleicb dem Radius, so fallen die 
Scbnittpunkte in einen reellen Punkt x = q cos y, y = p sin y 
zusammen. Man spricbt dann bekanntlicb von einer Beruhrung 
des Kreises durcli die Gerade. Allgemein bezeicbnet die analy- 
tiscbe Geometrie eine Gerade als Tangente einer Kurve, im 
Unterscbied von den Sehantevi, wenn von den Schnittpunkten 
der Geraden und der Kurve zwei vereinigt liegen (Nr. 16) *) 
Die Tangenten in imaginaren Punkten eines Kreises sind eben- 
falls imaginare Geraden. 

Die von zwei Punkten eines Kreises begrenzte Strecke 
beifit eine Sehne. Die Mitte M der Sebne in der gegebenen 
Geraden bat die Koordinaten jp cos sin y; der sie ent- 

*) Dabei sind aber gewisse Pankte wie der reelle Punkt des Null- 
kreises vorlaufig auszuschliefien. 
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haltende Ki*eisdurchmesser liat die Gleichung y ^ xigy, ist 
daher zur Seine recitwinklig. Also gelit das Mittellot jeder 
Bjreisseline dnrcli den Mittelpunkt des Kreises, und die 3£itfen 
alley parallelen Selmen liegen aiif dem mi ihnen rechhvinldigen 
Durclimesser oder nach der Ausdrucksweise von Nr. 139: beim 
Kreise sind je zwei koiijugierte Durchmesser zueinander recht- 
•winklig, Verscbieben wir also eine reelle Gerade parallel mit sich 
selbst; so da 6 p von Null an wacbst, so nimmt die Selmen- 
lange — im reellen Kreis ab, wird zn Null fiir die 

Tangente p== und bei weiterer Entfernung rein imaginar. 
Die Sebnenmitte bleibt reell und fallt in der Tangente mit 
dem Beriihrungspunkt zusammen. Dalier ist die Tangente in 
einem Timid des Kreises die Normale mini Badkis desselhen 
und umgehehi. 

B. 1 ) Die Koordinaten der Schnittpunkte von 

= 65 und + y = 26 sind 7 | 4, 8 ; 1, 

2 ) Die Gerade 4c x -h Sy = 36 c beriihrt den Kreis (x — c)^ 
'f {y •” ^cy = 25c^ im Punkte 5c j 5c. 

3) Die Abszissen der Scbnittpunkte einer duroh den Nuli- 
punkt gebenden Geraden y =^mx mit dem Kreis 

{x^ + 2xy cos w + 2 /^) -f- 2a^^x + 2a^^y + ^33 = 0 

sind gegeben durcb die Gleicbung 

(1 + 2m cos oj + wr) x^ + + a^^m) x + ^ 0. 

Diese bat gleicbe Wurzeln, wenn man m aus der quadratiscben 
Gleicbung bestimmt 

(^13 + ^^23^)^ ^ (1 + w + 

4) Unter welcber Bedingung wird die durcb den Kreis 
x^ + y^ = in der Geraden x cos y + y sin y = p gebildete Seine 
vom Punkt ^ 0(^0 1 unter recbtem Winkel geseben? 

Seien x^ | y\ x^^ | y^^ die Koordinaten der Scbnittpunkte P'' 
der Geraden mit dem Kreis, so liefert die Einsetzung der Werte des 
Textes fiir x^ + x^\ y' + x^x”, y^y” in (xq — x^) (xq — x”) 

+ (^0 —y') (Vq —y”)===0 die Bedingung, unter der der Winkel 
P^PqP” ein Eecbter ist (Nr. 100 und Beispiel 6 zu Nr. 5). Man 
erbalt 

^ 0 ^ + cos y — 2p2/o y + = 0. 
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5) Ort des Mittelpunktes a? j y der in 4) vorkommenden 
Seknen. 

Es ist i) cos y ^ p siny == p^ ^ 'if durck die Ein- 
fiikning dieser Werte in die in 4) gefundene Bedingnng folgt 

{x - flSo)® + (y - + S'® = 

6) Man soli einen Punkt so finden, daB, wenn man 

•dnrck ikn eine Sehne eines Kreises ziekt, das Reckteck der senk- 
reckten Abstllnde ikrer Endpnnkte von einer gegekenen Geraden 
konstant ist. 

Man nekme die Gerade als rc-Ackse, nnd als ^/-Ackse das 
vom Mittelpunkt des Kreises auf sie gefiillte Lot, dessen Lange |3 
sei. Dann ist die Gleickung des Kreises + {u ~~ 1^)^ = 
Gleickung einer Geraden durck ist y — ^/o = — x^. 

Eliminiert man x aus diesen keiden Gleickungen, so erkalt 
man eine quadratiscke Gleickung fur y. fur die das Produkt der 

Wurzeln gleick — iJ. igt. Dies Produkt kann 

1 “j” w** 

also nur dann von m unabkangig sein, wenn der Zakler durck 
(1 + m^) teilbar ist, d. k, nur dann, wenn 

»'o = — Q- ist. 

7) Wenn durck irgend einen festen Punkt in einem Durck- 
messer des Kreises eine Sekne gezogen und jeder ikrer Endpunkte 
mit einem der Endpunkte des Durckmessers vex’bunden wird, so 
sckneiden diese Verbindungslinien in der Tangente des Kreises am 
anderen Endpunkt des Durckmessers Segmente ab, deren Eeckt- 
eck konstant ist. 

Mas hat zunSckst die Gleickung des Geradenpaares aufzu- 
stellen, das den Kullpunkt nodt den Scknittpunkten des Kreises 
— 2 a; =» 0 und der durck den festen Punkt Xq | 0 ge- 
zogenen Sekne verbindet. Sind x^\y^ die Koordinaten eines der 
keiden eben genannten Scknittpunkte, so stellt y^x — x^y^O 
dessen Verbindungslinie mit dem Nullpunkt dar. Durck Elimination 
von x^ \i/ aus dieser Gleickung, aus + y^^ — 2 qx^ = 0 und 
aus y^ = on (x^ — Xq) erkalt man die gewiinsckte Gleickung des 
Geradenpaares. . Man findet aus ikr die in der bezeickneten Tangente 
^ebildeten Abscknitte als die zu x^2q gekSrigen Werte von y. 
Ikr Produkt wird als unabk*angig von on gefunden, n’dmlick gleick 

Xq 

102. Die Ergebnisse von Nr. 101 gelten unmittelbar auck 
fur die Bestimmung der Scknittpunkte eines Kreises von all- 
gemeiner Gleickung (ir — a)® + (2/ — mit einer Geraden 



206 


VI. Der Kreis. 103. 


+ a^y + 0, wenn wir diese letzte Gleichung auf die 

Form bringen (x — a) cos y + (y — sin y Alsdann ist 
in (15) nur x | y dnrch x — u \ y — ^ zu ersetzen. 

Zur Bestimmung der Lage eines Kreises von gegebener 
Gleicbung x^^^- y^—2ax — 2§y + ^=^0 ist es oft ebensa 
zweckmaBig, die in den Achsen erzeugten Abscbnitte zu be- 
stimmen, als Mittelpunkt und Radius zu sucben. Von den vier 
Acbsenscbnittpunkten reicben dann scbon drei aus (Nr. 99). 
Man erbalt diese Abscbnitte fur 2 / == 0, bez. a? == 0 aus den 
Gleicbungen 

x^— 2ax + ^ — 0 , 2 / 32 / + == 0 . 

Daber beriibrt der Kreis die a^-Acbse oder ^/-Acbse, je nacb- 
dem Jr = a® oder jc = /3^ ist, 

Sind umgekebrt in der a;-Acbse zwei konjugiert imaginare 
Punkte gegeben^ so konnen wir sie statt nacb Nr. 20 aucb 
dadurcb geometriscb definieren, daB wir einen reellen Kreis 
angeben, dessen Acbsenscbnittpunkte sie sind. So liegt das 
Punktepaar cc ± f/a^ — jc auf alien Kreisen cc\P\^, fur die |3 
beliebig und *=» + /3^ — gewablt wird. Somii Icann iiber- 

Jiaupt jedes Piinktepaar dnrch seinen reellen Trdger imd einmt 
reellen Kreis definiert wet'den. 

B. 1) Die Acbsenscbnittpunkte des Kreises 

— + 6 = 0 sind 3 | 0, 2,0; 0 | 6, Ojl. 

2) Die Gleicbung des Kreises, der die Acbsen in Abstanden 
= a vom Anfangspunkt beriibrt, ist 

2ax — 2ay + 0. 

3) Soli man die Gleicbung eines Kreises so bestinimen, daB 
die eine der Acbsen eine Tangente ist, die andere sie im Be- 
riibrungspunkt unter dem Winkel © scbneidet, so erkennt man 
aus einerPigur leicbt, daB der Abscbnitt in der letztgenannten Acbse 
gleicb 2rsin© ist. Die gesucbte Gleicbung lautet 

a;® + 2 a;2/ cos © + — 2 ^ 2 / sin © = 0. 

4s 103. ImaginS/re Kreispunkte im Unendlicben. Ebenso 
wie jede reelle Qerade, deren Abstand vom Mittelpunkt groBer 
als die Lange des Radius ist, scbneidet aucb die unendlicb 
feme Gerade jeden Kreis in zwei konjugiert imaginaren Punkten 
oder Ricbtungen. Um zu erkennen, furwelcbe unendlicb groBen 
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Wertepaare die Kreisgleiclmng befriedigt wird, dividieren wir 
sie zuerst durch (x — u)^ und erbalten 

1 + 0 * 

\x — cc/ ^ \x — aj 

Setzen wir dann ru = oo, y^oo Toraus, so wird ^ : (a; — a) = 0, 
dagegen bebalt (y — cc) seinen Wert als Ricbtnngs- 

koeffizient m der nach jenem unendlicb fernen Punkt aus a | ^ 
gezogenen Geradeu. Also liefert die Gleicbung eines jeden 
Kreises dieselbe, von a | ^ nnd q unabbangige Beziehnng 
(17) 1 + 0, worans m = ±i nnd x^+ 0. 

Hierdnrch sind aber die beiden absoluten Ricbtungen der Ebene 
definiert (Nr. 61). Somit gehen alle Kreise der Eb&iie durch 
mei in den absoluten Bichtungen im Unendlichen gelegene Bimhie, 
die als die zwei unencUich fermn imaginaren Kreispimlde he-^ 
mchnet wet'den. 

Der Nnllbreis (ic— a)^+ (t/ — /3)^=0 ist als ein Geraden- 
paar — a ± i(j/ — j8) == 0 aufzufassen, das den Punkt a j ^ 
mit den beiden imaginaren Kreispnnkten verbindet; man nennt 
daher diese Verbindiingslinien ein mrhdares Qeradenpaar. Das- 
selbe kann jeden konzentriscben Kreis (x — a)^ + (j/ — Zf 
0 nur in den Punkten schneiden; in denen er die unend- 
licb feme Gerade trifffc, weil das gemeinsame Besteben beider 
Gleicbungen = 0 erfordert, und dies bat nur als Gleicbung 
der unendlicb fernen Geraden geometriscbe Bedeutung (Nr, 75). 
Demnacb scbneidet jede durcb den Mittelpunkt eines Kreises 
gezogene Gerade absoluter Ricbtung den Kreis nur in einem, 
dem unendlicb fernen Punkt. Daber ist diese Gerade in jenem 
ausgezeicbneten Punkt Tangente des Kreises, wie sie in der 
Tat aucb zu dem Radius des Beriibrungspunktes, d. b. zu sicb 
selbst recbtwinklig ist (Nr. 61). Man nennt Tangenten in un- 
endlicb fernen Punkten einer Kurve insbesondere Asymptoien 
der Kurve. Die Qeraden absoluter Biclitung aus a | ^ sind also 
die imagindren Asymptoten alleii' Kreise vom MittelpunM a i 
TJmgekebrt konnen wir nunmebr die Kriterien von Nr. 97 
durcb den Satz ersetzen: Die durch eine Qleichung meite/n 
Grades dargestellte Kurve ist ein Kreis, wenn sie durch die 
unendlich fernen imagindren Kreispunlcte geJit. Dividieren wir 
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namlich die allgemeine quadratische Gleichung von Nr. 96 
durch und setzen iiaclilier x = oo, so reduziert sie sicli auf 

<^11 + + ^22 {^) ^ 

soli dies mit der Grenzforin der Kreisgleicliuiig 1 + = 0 

identisch sein, so mu6 ('u =" ^ Kreis ist 

also eine Kurve zweitcr Ordmiiig, die zwei ausgezeiclinete 
festePunkte eiithlilt; so ist nun erkiariicli. waniiii die Gleicliung 
eines Kreises sehon durcli eirel siali uii/cli funf Koeffizienten- 
verhaltnisse bestimmt isi. 


104 G-leiclinng der Tangonte : 
des Kreises. Siud x’ | unci ” | 5 

+ 2/" = so‘ hat: i^iVQ Vei’biud.tugj 

den Richtimgskoeliizienteii 
(18) 


r> einesn Pim!kt x^ \y^ 
r;ei Fiirkte des Kreises 
gca'Ie, -^vegen 


-f x^^):(y+y”l 


Also lautet die GUlcImuy dvr Kre'ssehm .V y\ x'^ : y’‘ (vgl. Nr. 101) 

X — X* y'-\~ 

Halten wir nun x^ j tf fest und lassen | y^^ sich auf 
dem Kreise gegen x^\i/ hin bewegej, so dreht sich die 
Sehne um x^\-iy und nimmt an Llinge ab. Wenn ihr zweiter 
Endpunkt i jenem eivlieii uiendiich nalio riickt oder mit 
ihm zusammenfallt; so hat die Sekante die Seluieiilange Null 
oder sie wire! nach Definition (Nr. 10x '» zur Tangente in 
x^ 2/d Die Gleichung dieser Grenzlage erhalten wir durch 
Einsetzung von ^ als 

y - y' ^ 

x — x^ y* 



Durch den Grenztibergang wird also die Tangente als die Ver- 
bindungsgerade zimier imendlieh nahen PmJete der Kurve definiert. 

Durch eine einfache Reduktion folgt als Oleiclmng der 
Tangente 

(20) x'x + y'y — 

Diese zeigt, daB die Tangente in der Tat rechtwinklig zu dem 
Radius y^x — x^y => 0 des Beruhrungspunktes ist. Man kann 
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ihre Gleichung auch in der scheinbar quadratischen Form 
schreiben^®) 

{x - x^Y + {y - yy ^co^ + y^ — 

Durch die Substitution von x — a\y — x' — a\y^ — ^ 
fur x\y^ x^\y^ folgt: Die Tangente des Kreises 
{x — aY + ( 2 / — /3)^ — = 0 

im PunU x^ \y^ hat die Gleichung 
(21) {x^ - a) {x - a) + {xf - /3) ( 2 / ~ ^3) - = 0, 

die infolge ihrer Ahnlichkeit mit der Kreisgleichung leicht 
zu merken ist. 

B. 1 ) Die Sehne zwischen den Punkten \y^ und x^^ \'iY' 
des Kreises + 2 /^ == ist 

(a;' + x^') x + {y^ + %f^)y = ^>“ + x^x^^ + y'y^^- 


2 ) Die Tangente im Punkt 

5 j 4 zu (a; - 2)2 + ( 2 / - 3)^ ==10 ist 3a; + 2 / == 19. 

3) Die Gerade y mx + 1) beriihrt den Kreis a;® + 2/^ “ 
wenn 1)^ == (l + w^2) ist. 


105. Gleichung des Kreises in Linienkoordinaten. 
Bine Gerade von den Linienkoordinaten u | v oder der Gleichung 
ux + vy +1 = 0 beriihrt den Kreis vom Mittelpunkt a | /3 und 
Radius q, wenn ihr senkrechter Abstand von a\p gleich q 
ist (Nr. 101). Nach Nr. 79 haben also u\ v nur der Bedingung 
zu geniigen 

Q oder 


wo:4-^?(3+l 




(22) {ecu + fiv + lY + ^^) ^ 0. 


AUe Geraden, deren Koordinaten dieser Gleichung geniigen, 
sind Tangenten des Kreises, und umgekehrt. Daher heiBt sie 
die Gl(:icl}(Uig des Kreises in lAnienhoordinaten oder die Tangm- 
tialgleichung des Kreises. 

Die Gleichung ist wiederum vom ^iveiten Grade in u\v^ 
aber von einer weniger iibersichtlichen Gestalt, als die Kreis- 
gleichung in Punktkoordinaten. Nur fur die Ejreise um den 
Anfangspunkt der Koordinaten x^ + y’^ ^ bleibt die analoge 
Form bestehen u? + v'^ = 

Q 

Salmon-Piedler; anal. Oeom. d. Kegelsolin. 8 . AnfL. 


14 
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1st u\v eine Tangente dieses Kreises, so ist ihr Be- 
rahrungspunkt ihr Schnittpunkt mit vx — uy ^ 0, also 
cc = — Q^u\y = — 

Eine Tangente dieses Kreises geht durch einen nicht anf 
der Peripherie liegenden Punkt x* | y\ wenn ihre Koordinaten 
gleichzeitig mit (u^ -j- = 1 die lineare Bedingnng er- 

fiillen x^u + y^v +1 = 0 (Nr. 79). Da aber diese Grleichungen 
stets zwei gemeinsame Wertepaare u | v haben, so gehmi durch 
jedm Funkt der Ebene mei Tangenten des Kreises, wie in jeder 
Greraden zwei Punkte desselben liegen (Nr. 82). Aus diesem 
Grrunde wird der Kreis anch als Kurve sweiter Klasse bezeichnet. 

106. Tangenten. ans einem Pnnkt x^ \y^ an den Kreis. 
Durch einen nicht auf der Peripherie liegenden Punkt x^\y^ 
gehen zwei Ereistangenten, deren Beruhrungspunkte zunachst 
zu bestimmen sind. Ist x^^\y" einer derselben, so erftillen 
seine Koordinaten gleichzeitig die Grleichungen 
(23) a;"2+ ^V'+ 

weil der Punkt auf dem Kreis liegt und weil 

seine Tangente x'^x + y^^y ^ durch den gegebenen Punkt 
gehen soli. Durch Auflosung dieser Bedingungen erhalten 
wir fur die Koordinaten der Beruhrungspunkte: 

QV’ + .,n qY + oa;' 

Somit sind die Tangenten aus einem reellen Punkt nur 
dann reell und voneinander verschieden, wenn der Kreis reell 
und x^^+ y^^> ist, d. h. der Punkt aufierhalb des Kreises 
liegt. Aus einem Punkt des Innern oder an einen imaginaren 
Kreis gehen konjugiert imaginare Tangenten. Die beiden Tan- 
genten fallen zusammen, wenn ist oder der 

Punkt auf der Kreisperipherie selbst liegt. Wie man aus (23) 
sieht, konnen die Beruhrungspunkte auch als die Schnitt- 
punkte des Kreises mit der bestimmtCn G-eraden x^x + y^y^Q^ 
definiert werden. Ihre Gleichung hat die Form derjenigen der 
Tangente und wird mit dieser identisch, wenn x^ \ y^ dem Kreise 
angehort. Wir werden diese Gerade spater (Nr. 110) als Folcure 
von x^ I y^ weiter betrachten. 
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Die Gleicliiiiigeii der Tangenten ergeben sicb durcb Ein- 
setzuDg der Ausdriicke (24) in 0 als 

Q [a?' {x - x^) + y^ {y — 2/01 ± “ 0. 

Dae Produkt dieser beiden Gleichungen liefert, in einer von 
WurzelgrbBen freien Form, die Qleichung des Tangentenpaares 
aus x^\y' (vgLNr. 57): 

Q^\x^ (x-x^) + y^(y-y^)T— + (y^x-^x^yf^O, 

die nacb Wegbeben des Faktors x^^ + y^^ in der einfacberen 
Gestalt 

(25) Q^(x — x'y + (y — y'y) — (xy' — yx'Y = 0 
erscbeint.*) 

Fur die Abstande der Beriibrungspiinkte von x^\y\ die 
Langen der Tangenten, erbalt man einen einfacben, fiir beide 
gleicben Ansdruck. Es ist namlicb, da x^^^+ 
x^x” + y^y^' ^ das Quadrat der Tangentmldnge 

( 26 ) {x^-xy-{- (y'- 

d. b. gleicb dem um das Quadrat des Kadius verminderten 
Quadrat der Entfernung des Punktes x^ | «/' vom Mittelpunkt 
des Kreises. In der Tat bilden die Tangenten mit den Radien 
der Berubrungspunkte die Katheten recbtwinkliger Dreiecke 
mit gemeinsamer Hypotenuse. 

107. Parameterdarstellnng des Kreises. Beim Gebraucb 
von Polarkoordinaten r, & baben die Kreise um den NuUpunkt 
oflfenbar Gleicbungen von der Form r = q (Nr. 21). Jeder 
einzelne Punkt eines solcben Eieises ist also durcb den Winkel d" 
seines Radius gegen die Acbse bestimmt. Statt die Lage eines 
Punktes im Kreise durcb zwei untereinander abbangige Eoordi- 
naten x\y zu fixieren, ist es oft zweckmaBig, diese in Funk- 
tion der einzigen unabbangigen Veranderlicben ^ anszudrucken, 
die wir dann den Parameter des Punktes x\y odea* %' im 
Kreise nennen. 

Ein Punkt x^\y^ eines Kreises vom Mittelpunkt a\ § und dem 
Radius q wird mit Hilfe seines Parameters bestimmt durcb 

(27) a?' = a + 9 cos = /3 + 9 sin 

*) Man weist leicbt nacb, dafi diese Gleicbnng gemafi Nr. 66 in 
a? — a:' 1 2/ — 2/^ bomogen ist. 


14 
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Nimmt'^'alle Werte an, so durcUauft derPunkt die Peripherie. 

Demnach wird die Gleichung der Tangente im Punht 
(Nr. 104) 

(x — a) cos + (y — /3) sin — p == 0. 

Wenn daher nmgekehrt die Grleichung einer Geraden eine 
Unbestimmte <9’' derart enthalt, daB sie diese Form annimmt, 
so beruhrt sie den Kreis ci\p] 

Jene Gleichung der Tangente ist leicht zu bestatigen, 
indem wir die Gleichung der Sehne der PunJcte S’', S’" direkt 
bilden; etwa fur einen Kreis, dessen Mittelpunkt im Nnllpunkt 
liegt. Der die Sehne halbierende Radius gehort zu dem Winkel 
Y (S' + S") und der senkrechte Abstand der Sehne vom Mittel- 
punkt des Kreises ist p cos y — S’"). Also lautet die Nor- 
malform der Gleichung der Sehne 

(28) ce cos -|■('^ + S") + y sin-f- (S' + -0^^) — p cos y (S' — S") =« 0. 
Fiir S"^S' geht sie in die Gleichung der Tangente fiber. 

B. 1) Die Koordinaten des Schnittpunktes der Tangenten 
in zwei Punkten -O’', S" des Kreises sind 

_ cos sin -I (-O'' -[-O’") 

^ oosi-C&'-a^')’ ^ ^ cos i 

2) Ort des Schnittpunktes der Tangenten an den Enden 
einer Sehne von konstanter Lange. 

Indem wir die Substitution dieses Paragraphen in die Glei- 
chung (x' — x")^ + (y' — y"y= konst, machen, reduziert sie sich 
auf cos (s' — S") konst. 

War die Lange der Sehne — 2 sin d, so ist S' — S" = 2 d. 
Die im letzten Beispiel gefundenen Koordinaten erfiillen die Be- 
dingung (x^ + y^) cos® d = als die Gleichung des Ortes. 

3) Der Ort eines Punktes, der eine Sehne von gegebener 

Lange in einem bestimmten Yerhaltnis teilt, ist x^ + ^ konst. 

4) Alle Sehnen von konstanter Lange in einem Kreis beriihren 
einen zweiten Kreis. Denn in der Gleichung (28) der Sehne ist 
gemaB 2) S' — S" — 2 8 bekannt und S' S" veranderlich; die 
Sehne beruhrt daher stets den Kreis 

x^ + y^= cos® d. 

5) Wenn eine Anzahl von Punkten gegeben ist und eine Gerade 
so gelegt wird, daB das m^fache ihres Abstands vom ersten Punkt 
und das w^gfache ihres Abstands vom zweiten Punkt usw. eine 
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konstante Smnnae gibt, so umli-allt die Gerade einen festeii Kreis. 
(Ygl. Nr. 62,4, wo die Summe Null ist.) 

Indem wir die Bezeichnung jenes Beispiels annehmen, kaben 
wir statt der dort gefundenen Gleichung nur zu sckreiben: 

\x2mi — EmiX^ cos a + sin a = konst. 


Also beriibrt die Gerade stets den Kreis 


Em.x. 
2 m. 


n2 r 


+ 


27)1 


y — 


iVi 


2m. 


konst, 


dessen Mittelpunkt der Sckwerpunkt der gegebenen Punkte ist, 
wenn man diesen die MaBen , ^ , . . . beigelegt denkt 

108. Die aUgemeine Polargleiehung des Kreises konnen 
wir erkalten, indem wir in seine anf recktwinklige Acksen 
bezogene Gleicknng durck = r cos 2/ — ^ '^5 « = ^ cos y, 

p ^ csiny die Folarkoordinaten emfiikren. 

Sie folgt auck selbstandig aus der geometriscken Natur' 
des Kreises so: Sei 0 der Nnllpunkt, 

C der Kreismittelpnnkt, seien OP^r, 

0C = c^ endlick ^ nnd y die Winkel 
Yon OP nnd OC gegen eine belie- 
bige Achsex, also OOP='0’ — y. 

Dann ist (Fig. 56): 

+ '^-2 OC- OP -COB C OF 



nnd dies gibt die Gleicknng in Folarkoordinaten 
(29) r^—2cr cos (^ — y) + == 0. 

Fallt die Nnllackse mit OG znsammen, so ist y => 0 zu 
setzen, nnd fur o = 0 bleibt pi Nekmen wir den Nullpnnkt 
anf dem Kreise an, so da6 c = p wird, so lantet die Gleicknng, 
nackdem der Faktor r abgesondert ist, r = 2pcos — y)> 
Ikre geometriscke Bedeutung ist die, daB der Peripkeriewinkel 
Tiber dem Halbkreis ein Reckter ist; denn nnr so ist der 
Vektor r die Frojektion des Dnrckmessers 2 p. 

TJmgekekrt stellt jede Folargleicknng von der Form 
+ 2 Ar cos 'B’ + sin 'B’ + J = 0 


einen Kreis dar; es wird namlick 

fiS ^2 _]_ tgy=«7c:A, p®=7i®+7 ;^ — I 
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Sie entli*alt den Vektor sckeinbar nur linear, wenn I ^ 0 oder 
1 ^ 00 , wahrend 7rJ, 1c :l endlicbe Werte belialten, d. L wenn 
der Kreis den Nullpunkt entbalt oder zer:^llt (Nr. 99). 

Die Folargleichung der Tangente in | ergibt sicb anf 
dem Wege der Substitution in Gleicbung (21) von Nr. 104 
in der Form 

(30) yV cos — d') --cr cos (y — S') — cr' cos (y — S') + = p-. 


B. 1) Ort der Mittelpunkte Q der Sehnen FP' im Kreise. 
die durob einen festen Punkt 0 geben. 

Es soli 0P+0P'=20Q sein, aber die Summe der Wurzeln 
der Polargleicbung (29) ist 2 c cos S^ wenn man annimmt, dafi 
der Mittelpunkt des &eises anf der Polaracbse (y = 0) liegt; 
daber folgt OQ c cos S, d. b. der Ort bat die Polargleicbung 
=r c cos '9’ nnd ist somit der tiber 00 als Durcbmesser bescbrie- 
bene Kreis. 

2) Wenn 00 als das barmoniscbe Mittel (Nr. 16,2) zwiscben 

2 0P‘0P' 

OP und OP', d. b. wenn OQ = 0P+ OP' so 

ist wegen OP- OP' = c® — OP + OP' = 2c cos '9’ 
die Gleicbung des Ortes 


r cos '9’ = 




Q 

eine zu 00 recbtwinklige Gerade, die von 0 den Absfcand c — — - 
und also von 0 den Abstand bat. Wie aus spateren Betracb- 

tungen (Nr. 110) folgt, ist die Gerade die Polare von 0 in bezug 
anf den Kreis. 


3) Ein Punkt 0 und eine Gerade r cos (S — a) p sind 
gegebea. Der Ort von wenn OQ als der reziproke Wert von 
OP, dem Vektor eines Punktes der Geraden genommen wird, ist 
der durcb 0 gebende Kreis pr => cos (^9 — a), 

4) Von einem Dreieck ist der Sobeitel, der Scbeitelwinkel 0 
und das Kecbteck der die Scbenkel dieses Winkels bildenden Seiten 
gegeben; welcben Ort bescbreibt die eine Basisecke, wenn sicb die 
andere in einer Geraden oder einem Kreise bewegt? 

Wir nebmen den Scbeitel zum Pol, setzen die Langen der 
Seiten gleicb r und r', ibre Wink el gegen die Acbse gleicb -9’ und 
'9*'; alsdann finden wir, indem wir fur r und fiir '9’ in die Glei- 
cbung des gegebenen Ortes r' und G S' einsetzen, eine Be- 
ziebung zwiscben r' und -9’', die die Polargleicbung des durcb die 
andere Basisecke bescbriebenen Ortes ist. Diese Aufgabe wird in 
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entspreciiender Art gelost, wenn statt des Produktes das Yerhaltnis 
der Seiten gegeben ist. 

5) Dnrcb einen Scbnittpunkt zweier Kjreise ist eine Gerade 
gezogen; man bat den Ort fiir den Mittelpunkt des zwiscben die 
Kreise gefafiten Stiickes derselben zu finden. 

Die Gleichnngen der Kreise sind von der Form r = 2 cos (-O’ — y) 
nnd r == 2^' cos die Gleicbnng des Ortes ist alsdann 

r Q cos (j^ — y) + QOS (& — stellt einen Kreis dar. 

6) Wenn dnrcb einen beliebigen Pnnkt 0 in der Peripherie 
eines Kreises drei Sebnen willkiirlicb gezogen werden und iiber 
jeder als Dnrcbmesser ein Kreis bescbrieben wird, so scbneiden 
sicb diese drei Kreise in drei anderen Punkten, die in einer Ge- 
raden liegen.^®) 

Nebmen wir den festen Pnnkt znm Pol 0 nnd d als den 
Dnrcbmesser des urspriinglicben Kreises, so ist r ^ d cos -O’ die 
Gleicbnng dieses Kreises. Bildet der Dnrcbmesser eines der anderen 
Kreise mit der Acbse den Winkel so ist d cos rj die Lange 
dieses Dnrcbmessers nnd r = d cos tj cos (O* — rj) die Gleicbnng 
des Kreises; ebenso ist r = cos V cos (O’ *— -??') die Gleicbnng 
des zweiten Kreises. 

Urn die Polarkoordinaten des Scbnitfcpunktes dieser beiden 
Kreise zn finden, sncben wir den Wert von O, ffir den 

cos 7} cos (O — 1 ^) == cos rj^ cos (0 — rf) 

ist nnd finden leicbt 0 = oj + alsdann folgt r = d cos ij cos rf, 
Ebenso sind die Polarkoordinaten des Scbnittpunktes des ersten 
nnd eines dritten Kreises O = r = d cos r} cos tj”, 

Um nnn die Polargleicbnng der diese beiden Pnnkte ver- 
bindenden geraden Linie zn finden, setzen wir in die allgemeine 
Gleicbnng der Geraden r cos (O — (?) (Nr. 47) nacbeinander 
diese Werte von 0 nnd r ein; ans den zwei Gleicbnngen znr Be- 
stimmnng von 2 ^ nnd a ergibt sicb 

p=>doos 7 } cos tJ cos [c — (aj + tJ)] ^dcosTj cos Y}” cos [<y — (^ + 
also abnlicb wie vorbin 

<y = /yj -|- 7 ^^ + und p = d cos tj cos cos 

Die Symmetric dieser Werte zeigt, daB es dieselbe Gerade 
ist, die die Scbnittpnnkte des ersten nnd zweiten und des zweiten 
und dritten Kreises verbindet. 

7) Ein Rbombns MNOP von gegebener Seite d aber ver- 
anderlicben Winkeln bewegt sicb so, daB die Ecken M nnd 0 
anf einem festen Ki*eise vom Mittelpunkt 0 nnd Radius a bleiben, 
wabrend die Ecke N einen anderen festen Kreis vom Mittelpunkt 
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Cj xind vom Eadius c durclirauffc, wobei der Abstand CO^^d 
ist; man bestimme den Ort der vierten Ecke P (Eig. 57). 

Wenn wir den Mittelpunkt C znm 
Pol und die Zentrale CC^ zur Achse 
von Polarkoordinaten nebmen, so daE 
OP=-r und ^ C^CP=^ ^ 
ist, so baben wir fiir L als Mittel 
punkt des Ebombus 

. GN=OL--NL, OP^CL + NL 

Mg. 57. oier CN-CP=GL^-NL\ 

somit fiir NCO = c 

(81) <7JV- CP « a® cos^ or - bS + 31^2 ^ - b^. 

aucb ist ON = cos '9’ + ^ sin^ also 

{d cos /O’ + y — d^ sin^ O’} r = — b^ 



Oder nacb leicbter Umformung 


(32) 


2r 


d (a* — 5®) cos O’ . (a® — 5®)® ^ 


Der Ort ist also ein Kreis, dessen Mittelpunkt in der Zentrale 
d — b®) 

im Abstand ■ - vom Pol liegt. Er gebt mit d ^ also 

wenn G auf der Peripherie des von JV durcblaufenen Kreises liegt» 
in eine Gerade tiber, die recbfewinklig zu GG^ im Abstande 
a® — b* 

— 2 ^ von G verlSuft. In diesem Ealle bat man die Peaucellierscbe 

Geradfobrung^^): eine bin und ber gebende Kurbelbewegung von N 
erzeugt durcb das Gliederviereck MNOP eine geradlinige bin und 
ber gebende Bewegung von P. 

Setzt man GN=j\^ so ist nacb (31) = oder 

*= (a^ — b^) : r. Diese Gleicbung findet stets zwiscben den auf 
GNP gelegenen Eadienvektoren r und statt; bescbreibt N irgend 
eine Kurve so durcblauffc P eine andere Kurve Jc^ die aus \ 
vennSge einer „Transformation durcb reziproke Eadien“ entstebt, 
Ygl. aucb Nr. 125 und 126. 

109. Potenz. Zieht man aus einem beliebig aber fest 
gewahltm Pmht 0 bdiebige Sekanten eines Kreises, so ist das 
Product der auf jeder Sekante von 0 aus gemessenen AbschniUe 
konstant Diese Konstante ist also z. B. aucb so groB wie das 
Produkt aus den Abscbnitten des von 0 ausgebenden Durcb- 
messers, oder so groB wie das Produkt der Langen der von 0 
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zum Kreis gezogenen Normalen. (VgL Nr. 42 und weiter 
Nr. 178 ScliluB.) 

DeBD; nehmen wir 0 als NuUpunkt der Polarkoordinaten 
(Nr. 108); so entsprecken einer Sekante von gegebenem Winkel 
Abscbnitte OP' = OP" = r", deren Werte Wurzeln der Polar- 
gleicbung ^ 2 cr cos (d’ - y) + 0 

sind. Somit ist ibr Produkt gleicb dem konstanten Gliede, 

/r" == TT; 

also von der Ricbtung d' der Sekante unalhangig. 

Hat nun 0 die Koordinaten in dem Acbsensystem 

fiir das die Kreisgleicbung die Konstanten a\^\^ enthalt, so 
ist der Wert jenes konstanten Produktes oder 

^ ^ =‘xy+i/y-2eca;o-2fit/o+x. 

Das JErgebnis TT der Substitution der Eoordinateit Xq | 
eines FunJctes in die Unite Seite der Normalform der Ereis- 
gleicJiung lieilit die Fotens des PunMes in bezug cmf den Ereis 
(oder die Potenz des Kreises in dem Punkte).^®) Hiernach ist 
die Potenz nur Null in Punkten der Peripherie. Die Potenz 
des Nullpunktes in bezug auf den Kreis ist einfach das kon- 
stante Glied sr der normalen Kreisgleicbung. Die Potenz des 
Kreismittelpunktes ist — also das mit Minuszeicben ver- 
sebene Quadrat des Radius. 

Ftir jeden reellen Punkt ist die Potenz reell. Bei reellem 
Kreise ist sie positiv oder negativ, je nacbdem die reellen 
Segmente r' und r" gleicben oder entgegengesetzten Sinnes 
sind. Im ersten Fall gibt es unter den reellen Segmenten 
insbesondere gleicbe, namlicb in den durcb sin® (-O’ — y) = 
bestimmten Tangenten aus 0. Also ist die Potenz ehies 
du/ieren PunMes positiv und gleich dem Quadrat der Lange t 
der von ihn an den Ereis gezogenen Tangenten (Nr. 114). Fiir 
unendlich feme Punkte ist die Potenz unendlicb groB. 

Im zweiten Pall konnen die Segmente insbesondere ent- 
gegengesetzt gleicb sein, r' 4- r" = 0, namlicb fiir die in 0 
balbierte Sebne, die wegen cos (^9’ ~ y) = 0 zum Durcbmesser 
von 0 normal ist. Also ist die Potenz eines inneren Punlctes das 
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negative Quadrat der halben Mr^esten Sehne durch denselhen. 
In bezug auf einen Nullkreis ist die Potenz jedes Punktes 
gleicli dem Quadrat seines Abstandes vom Mittelpunkt. 

Man nennt die Qaadratwnrzel )/TT allgemein die Tan- 
gerUenldnge^ aucli wenn sie imaginar ist, und den mit yTr 
als Radius um 0 bescbriebenen Kreis den Poten^hreis von 0 
in bezug auf den gegebenen. Er ist nur fiir Punkte im Innem 
eines reelien Kreises imaginar, sonst stets reell und gebt nacb 
Definition stets durch die Beruhrungspunkte der aus 0 an den 
gegebenen Kreis gezogenen Tangenten. 

B. 1 ) Vier Punkte rCi [ 0 , 0 | ^g, 0 | liegen auf einem 

Kreis, wenn = 2/32/4 ist (vgl. Nr. 102 ). 

2) Durch zwei feste Punkte Pg gehen zwei Kreise, die 
eine gegebene Gerade bertihren. 

Ist namlich 0 der Schnittpunkt von PjPg mit der Geraden, 
so schneidet der aus 0 mit dem Radius OPg beschriebene 

Kreis aus ihr die Beruhrungspunkte heraus. 

110. Pol xind Polare. Die Schnittpunkte einer Geraden 
mit einem Kreis konnen wir nach der Methode von Nr. 54 
auch durch die Verhaltnisse angeben, nach denen sie eine 
Strecke der Geraden teilen. Denn, sind diese 

Teilverhaltnisse bestimmt, so ergeben sich die Ko- 

ordinaten der Teilpunkte nach Nr. 14. 

Die Koordinaten der Schnittpunkte des Kreises cc\fi\:jt 
mit der Verbindungsgeraden der Punkte x^\y\ sind in 

der Form enthalten Setzen wir diese 

Ausdrucke x\y in die Kreisgleichung ein und multiplizieren 
dieselbe mit (% + Wg)®, so erhalten wir zur Bestimmung des 
Parameters eine quadratische Gleichung 

(34) 2P%W2 + n'V= 0. 

In dieser sind ofifenbar die Paktoren von und einfaoh 

die Ergebnisse der Substitution von 

von x^\y\n^^0) statt a; | y in die Gleichung des Kreises 

(35) TT “ + y® — 2aa; — 2j8y + 3r «= 0, 

d. h. und TT' sind die Potenzen der gegebenen Punkte in 
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bezug auf den Kreis. Der Eoeffizient P von 2 wjM 2 ergibt sich 
in den beiden symmetriscben Gestalten 

(36) P = (a;' - a) (»" - a) + («/' - /?) {y" - /}) — 9* 

= x'x" + y'y" -a(x' + x") — /3 (y' + y") + x. 

Nim konnen wir offenbar dnrcb andere Wahl der festen 
Punkte in der gegebenen Greraden iiber die GroBe der Teil- 
zablen oder der Eoeffizienten in (34) verfugen. Die beiden 
Wurzeln werden insbesondere entgegengesetzt gleich, d. b. 
die Schnittpnnkte teilen die Strecke barmoniscb (Nr. 15), wenn 
der Koeffizient P verscbwindet. Man nennt swei PunJde \y\ 
cc" I die in ihrer Geraden durcJi den Kareis harmonisch ge- 
trennt sind oder deren Koordinaten der JBedingung P = 0 ge- 
niigen, konjugiert ’harmonisch oder harmonische Pole in lesug 
auf den Kreis. 

Legen wir dnrcb den Punkt P' {x'\y^) ein Strablen- 
btiscbel, so wird der auf irgend einem beliebig gewablten 
Strabl dieses Biiscbels gelegene Punkt der mit P' ein 
Paar barmoniscber Pole in bezug auf den Kreis bildet, aus 
diesem Strabl ausgescbnitten durcb die Gerade 

(37) (a:' - a) (a: - a) + {y' - 0. 

Diese Oerade ist der OH der m einem gegebenen Punkt P' 
harmonisch konjugieHen Pole P'^* sie lieijit die Polare p' des 
gegebenen Pols in bemg auf den Kreis. Zu einem reellen Pol 
gebort stets aucb eine reelle Polare. 

Die Polare stebt auf dem Durcbmesser des Pols P' senk- 
recbt, da dessen Gleicbung lautet 
{^-^)ix-a)-{x'—a){y-^)=Q. 

Ihr Scbnittpunkt P^' mit dem 
durcb P' gelegten Durcbmesser 
(Pig. 58) ist der in bezug auf 
die Durcbmesserendpunkte kon- 
jugiert barmoniscbe Punkt zu P^, 
wird also mit Hilfe des Mittel- 58 . 

punktes 0 stets reell konstruiert entsprecbend der barmoniscben 
Beziebung (67) in Nr. 15; 

(38) CP^GP”^q\ 
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In der Tat bereciinet man die Koordinaten x" | y” Ton P" 
(Nr. 37) aus 


x" — tt 


Q^(X'—CC) 




y P- (x'-ccY+iy'-P)^’ 


■wonacli die Beziehung (38) bestatigt werden kann. Damit er- 
gibt sich eine reeEe Konstruktion der Polare Ton P': Auf dem 
durcb P' gelegten Durcbmesser sucbt man den zu P' konju- 
gierten Pol nnd erricbtet in ibm ein Lot des Durcbmessers. 

Insbesondere bat die Polare eines Punktes x'\y' in bezug 
anf den Ereis x^+y^= die Grleicbung 


x' x + y’y = Q^. 

Jedem unendlieb femen Pol, dessen Ricbtnng durcb tga = y':x' 
== m' bestimmt ist, entspricbt als Polare der zu seiner Ricbtung 
normale Kreisdurobmesser 

X + m'y = 0. 

B. 1) Die Polare von 4 | 4 in bezug auf 
(x - 1)^+ (y - 2)2= 13 ist 3a: + 2j/ — 20 = 0. 

2) Die Polare von 4 | 5 in bezug auf 

a:2+ i/2— 3a: — 4j/ — 8 = 0 ist 5a; + 6^ — 48 = 0. 

3) Der konjugierte Pol zu 5 j — 4 auf dessen Durcbmesser im 

Kreise sa; + 2i/ - 8 = 0 ist ^ | 

4) Die Polare des Nullpunktes im Kreise a\^\7C ist 

ax — 7t = 0. 


111. Die Polare eines auf dem Kreise liegenden Pols 
ist die in ihm iDerulirende Tangente. Deun die Polare geht^ 
wenn ikr Pol auf dem Kreise liegt, durch den Pol und ist 
die Normale zu seinem Radius. Dasselbe lehrt die tJber- 
einstimmung der Gleichung (37) der Polare in Nr. 110 mit 
der Gleicbung (21) der Tangente in Nr. 104. 

In dem durcb einen gegebenen Punkt gebendeii Sekanten- 
biiscbel befinden sicb zwei Tangenten; in diesen ist der vierte 
barmoniscbe Punkt mit den Schnittpunkten je im Berubrungs- 
punkt yereinigt (Nr. 16). Dalier ist die Folare eines Pimlctes: 
die Verbindmgsgerade der BeruhrungsjpunMe seines Tangenten- 
paares. In der Tat bestimmt man nacb Nr. 106 die Berubrungs- 
punkte eines Tangentenpaares als die Scbnittpunkte mit der Polare. 
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Damit aber die quadratiscbe Gleichung (34) fiir 
gleiche Wurzeln liefere, miissen | y\ x^^ | der Bedingung 
geniigen 

(39) p2-n'n"«o. 

1st also x\y irgend ein Punkt in einer der Tangenten aus 
\y\ geniigen seine Koordinaten der Gleicbung 

('40^ -cc){x-a) + (y' - /3) (^ - /S) - ?*]* 

^T]'l{x-xy+(y- py - 9 *] = 0 , 
d. b. dies ist die Gleichung des Tangentenjgaares. Fiir Kreise 
nm den Nullpunkt lantet sie: 

(41) {x^x + y^y — — {x'^ + y'^ — q^) (rr^ + _ ^ 2 ) ^ 0 

Oder aucb (vgL (25), S. 211): 

(42) + ( 2 / — yy } - {xy^ — yx^f =- 0. 

» Nun zerfallt die linke Seite der GHeicbung des Tan- 
gentenpaares in das Produkt linearer Faktoren also 

ist umgekebrt identisch 

(43) n' [(a: - {y - ^)«- == Po^- 

wo Pq aus P dadurcb bervorgeht, daB man in (36) j/'' 

durcb X, y ersetzt. 

Aus dieser bestimmten Form, auf die die Grleicbung jedes 
Kreises gebracbt werden kann, folgt, daB fiir jeden Punkt 
des Kreises das Produkt seiner Abstande von zwei Tangenten 
in konstantem Verbaltnis zu dem Quadrat seines Abstandes 
von ibrer Beriibrungssebne stebt. 

Zur Bestimmung der Konstanten beacbte man, daB zu 
jedem gleicbscbenkligen Dreiseit ein Kreis gefunden werden 
kann, der die Scbenkel in den Basisecken beriibrt. Sind nun 
die Gleicbungen der Scbenkel 

T^ = x cos Tj + 2/ sin '^1 — = 0? Tg ~ a? cos %^-^y sin — i ?2 = 0> 

so ist die Gleichung der Basis notwendig von der Form 
Pq^x cos I (Ti + Tg) + 2 ^ sin I (r^ + t^) -Ps^O. 

Es muB somit eine Verbaltniszabl Tc geben, so daB P^ — A; Tj Tg = 0 
einen Kreis darstellt, wenn aucb nicbt in der Normalform. 
Ordnet man die linke Seite, so ergibt der Ausdruck der Elri- 
terien von Nr. 96 Ic ^ 1, Als Ort eines Punktes, fur den das 
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Quadrai seines senJcrecJiten Ahstandes von der Basis eines gleich- 
schenMigen Dreiecks gleich dem ProduM der Abstdnde von den 
ieiden Schenkeln ist, ergibt sick daher ein KreiS) der die Schenhel 
m Tangentm und die Basis mr hat. 


B. 1) Die Grleichung des Tangentenpaares aus dem Null- 
punkt (Nr. 110, 4) an den Kreis a 1 | tc lautet 

{aoc + §y -- 7C (x^+ y^— 2ax — 2^y + 7t) = 0. 


2) Die Geraden a;— 5 = 0, 3aJ + 4^-~25 = 0 bilden die 
Schenkel, die Gerade 2 a; + — 10 = 0 ist die Basis eines gleicb- 

scbenkligen Dreiecks; der in den Basisecken bertthrende Kreis bat 
die Gleicbnng 


3a; +4:2/-25 


0 Oder a;® + 2/^ - 26 = 0. 


3) Der Winkel S des Tangentenpaares aus | y^ an a?® + 7/®= 
bestimmt sicb (Nr. 58) aus 


4) Der Ort der Punkte, von denen man an einen Kreis 
vom Eadius q Paare zueinander recbtwinkliger Tangenten legen 
kaun, ist ein mit dem gegebenen konzentriscber Kreis, fur den 
das Quadrat des Eadius gleicb 2^® ist. 

112. Die Gleicbnng 

x^x” + 7/^2/” —cc{x^ + x”) — (y' + y") + 


die nacb (36) zwiscben den Koordinaten konjugiert barmo- 
niscber Pole stattfindet, ist in x' | y' nnd x" | y" vollkommen 
symmetriscb. Also ist sie ebensowobl die Bedingung, unter 
der x"ly^' in der Polare von x'\y^ liegt; wie die, da6 die 
Polare von a;'' | j/" durcb x^\y^ gebt. lAegt somit ein PmJct 
in der Polare eines PunUes P\ so liegt auch P' in der 
Polare von P'^ Daber ist die Polare des Mittelpnnktes die 
unendlicb feme Gerade, denn die Durcbmesser sind Polaren 
unendlicb ferner Punkte (vgl. S. 220). 

Wir finden so den Pol einer Geraden als den Scbnitt- 
punkt der Polaren von zwei Punkten derselben. Es scbneiden 
sicb z. B. die Tangenten, die'"man in den Schnittpimkten einer 
gegebenen Geraden g mit einem Kreis zieben kann, in dem 
Pol P der Geraden die Polare von P ist die Beriibrungs- 
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selme der von P an den Kreis gezogenen Tangenten. Ana- 
lytisch geniigt es zur Bestimmung des Poles x' | einer Ge- 
raden x + y + 1 = 0, ihre Gleicliung mit der allgemeinen 
Form einer Polare zu vergleichen. Es sind hiernadi die 
Linienkoordinaten u^\v^ der Polare von x^\y^: 


(44) 


u 


x' — a 


7e — ccx'—§y'^ 


und umgekekrt folgen durck Auflosnng die Eoordinaten x^ \y^ 
des Poles der Geraden | 

Durchlduft P” die Polare von P', so dreU sich die Polare 
von P” tm den Pol P' und imigekehrt^ oder einer geraden 
Meihe von Polen entspricht ein Buschel von Polaren, wobei die 
Trdg&i' aucli als Polare und Pol 0 usammengehdren, Sind in 
einem Kreise x^ + y^ — = 0 die Polaren von P^ (x^ | y^)^ 

— 9^ = 0; oo^so + y^y — Q^^O, so ist die 

Polare von 

l~\-v 1-fv 


(45) 


+ yiy — Q^ + v + y^y — f) = 0 . 


Also ist das SinusteilTerlialtius v' in dem durcli die Polaren 
Ton Pi nnd Pj bestimmten Biischel proportional zu dem 
TeilTerhaltnis v des Pols in der Eeibe, es ist namlich v' = 

Setzt man dberbaupt in die Gleicbung der Polare 
a;^a; + ^ 1 ?/ — p* = 0 von P^ die Koordinaten eines anderen 
Punktes P^ ein, so ist + y^y^ — p* gleicb dessen Ab- 
stand Pj^i Ton der Polare multipliziert mit OPj, ebenso 
aber gleicb dem mit OPj multiplizierten Abstand von 

der Polare des zweiten Punktes. FaUt man also von einem 
PimU Pj das Lot P^ auf die Polare eines anderen Punktes Pj 
%md von P^ das Lot P^Qi auf die Polare von Pj, so ist 
P,Q,:OP, = P,Q,:OP,. 


B. 


1) Der Pol von Oja; + + »s = 0 in bezug auf 


ist — 


»ie 




a:=> + 2/* = p» - a, 

2) Der Pol von 3x + 4y = 7 in bezug auf 
a:® + 2/® = 14 ist 6 | 8. 
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3) Der Pol yon 2a; + 3^ = 6 in bezug anf 

(a; -1)2 +( 2 / -2)2 = 12 ist 

4) Die Polaren yon yier Punkten einer harmonisclien Gruppe 
bilden ebenfalls eine solcbe Gruppe. 

5) Wie in B. 2), Nr. 108 der Ort der barmonischen Mittel Q 
zwiscben den Punkten P und P' eines Yektors aus 0 in Polar- 
koordinaten bestinunt wurde, so kann es auch. fur die allgemeine 
Kreisgleichung 

'i- — 2aa; — 2j32/ + inc = 0 

gescbehen, die in Polarkoordinaten lautet 

r* — 2 ((5j cos -d* 4“ ^ sin '9’) r + ^ = 0. 

Nacb dem dort benutzten Verfahren finden wir fiir den Ort der 

barmonischen Mittel r = aa; + /32/ — = 0, 

a cos 9* -{- p sm -o’ ' 

die Polare des Nullpunktes (ygl. B. 4 in Nr. 110). Und in §.bn- 

licber Art fiir yerwandte Aufgaben. 

113. Polarkonjugierte Dreiecke. Die Polaren der Ecken 
eines Dreiecks P^P^P^ in bezug auf einen Kreis bilden ein 
Dreiseit P\ P\, P\ P\, P\ P^^, und die Polaren yon dessen 
Ecken P\, P\^ P\ sind die Seiten P^P^} -PsA? APs 
ersten. Solcbe Dreiecke nennt man polarkonjugiert in bezug 
auf den Kreis. Die Verbindungsgeraden PiP\, D^P\j P^P\ 
der entsprechenden Eclzen in polarhonjugierten Dreiecken schneiden 
sich in einem Punkte. Sind namlicb Xi\yi die Koordinaten 
des Punktes P, (i = 1, 2, 3) und ist + = die Gleicbung 

des Kreises^ so bat die Gerade PiP\ als Verbindungslinie 
des Punktes P^ mit dem Scbnittpunkt P\ der Polaren 
+ y%y — = 0 und x^x + y^y — von Pg und Pg 

die Gleicbung (vgl. Gl. (36); S. 79) 

(46) (ajg^i+i/syi - P®)(iC2a: + 2/s2/- - (a^«i+J/22/i-?®)(a:s»+y83/-«'®)=0- 

Analog sind 

(47 ) |(^»i®2 +2/i2/3 - +2 /82/ - 9^ " (®8 *2+2/8 2/2 “9^) (*i *+2/i2/-9^)=0> 

((* 2 * 8 + 2 / 22/3 - 90(*i*+2/i2/ - 9*) - (*i * 8 + 2/1 2/3-9®)(*2*+2/32/-9®)=0 

die Gleicbungen der Verbindungsgeraden P^P^^ 

OfPenbar (ygl. S. 80) geben diese drei Geraden durcb einen 
und denselben Punkt. Alsdann liegen, analog zu dem Satze 
inNr. 67;4; die Scbnittponkte PgPg; P^PV? P 3 P 1 ; 
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PjPg, P^iP '2 Greraden, der Polare jenes Sclmitt- 

punktes der Verbindungsgeraden. 

Dieser Satz enthalt in sicb folgenden besonderen Fall; 
1st ein Kreis einem Dreieck eingeschrieim, so schneiden sich 
die Verbindungsgeraden je einer JSeke mit devn Beruhrungspunkt 
der Cregenseite in einem Funkt. Denn zu dem Dreieck von 
drei Punkten des Kreises ist das Dreiseit ibrer Tangenten 
polarkonjugiert. 

Ein Dreieck ist sich selbst polarkonjugiert und hei^t ein 
Polardreiecke wenn m jeder Ecke Pj, P^, Pg die Gegenseite 
Pi) P 2 i Pb Polare gehbrt. Es ist dazu nur erforderlicb, da6 
die Koordinaten der drei Punkte P^, Pg, Pg gemaB den Be- 
ziebungen gewablt sind: 

(48) + 2/22/8 = ()*, x^Xi + 2/82/1 = 


1st Pj vollig willkiirlicb gegeben, so kann als Pg nur nocb 
ein Punkt der Polare + y^y angenommen werden, 
und die dritte Ecke ist alsdann vollig bestimmt* Wenn eine 
Ecke auf dem Kreise liegt, so fallt aucb eine zweite mit ibr 
zusammen und man bat kein eigentlicbes Dreieck mebr. De 9 - 
Mittelpmkt 0 des Kreises ist der gemeinsa^ne Sohenschnittpunkt 
alley Polardreiecke, denn das vom Pol auf die Polare gefallte 
Lot muB durcb den Mittelpunkt geben (Nr. 110). Die Polar- 
dreiecke eines reellen Kreises sind notwendig stump fwinklig, und 
zwar liegt die stumpfe Ecke im Innern des Kreises, Zunacbst 
muB namlicb stets eine Ecke im Innem jg ^ 
liegen, wie man aucb P^ wablt. Denn, \ ^ 

gebt man • etwa von einem auBeren 
Punkte Pi aus (Pig. 59), so sind docb 
die auf der Polare von Pj gelegenen 
konjugiert barmoniscben Pole 
durcb einen der reellen Scbnittpunkte 
dieser Polare mit dem Kreise voneinander getrennt. Das 
Quadrat der Entferming barmoniscber Pole | y^ und | y^ 
kann aber gescbrieben werden 

W + Vi — (**) + W + Vi - - 2 



Fig. 59. 


ist also gleicb der Summe TTi + TTg ibrer Potenzen, da das 

Salmon-Fiedler: anal. Geom, d, Kegelsolin. 8. Axifl. 15 
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letzte Glied verscliwiiidet. Von den Summen TTg + TT 3 , 

TTg + TTi ist aber diejenige am grofiten, die zwei positive Sum- 
manden hat, d. h. die auBerhalb des Kreises liegende Seite, etwa 
PjPg, des Polardreiecks ist die groBte. Endlich liegt ihr ein 
stumpfer' Winkel gegentiber, weil TTi + TT^ > (TT^ + TTg) + 
(TTg + TTg). 

In bezug auf einen imaginaxen Kreis gibt es gleichwohl 
reelle Polardreiecke, jedoch sind diese spitzwinklig, da die Po- 
tenzen der Ecken samtlich positiv sind, also anch das Qua- 
drat TTi + TTg der groBten Seite kleiner ist als die Summe der 
Quadrate TT^ + TTg, TTg + TTg der anderen. 

B, 1 ) Polarkonjugierte Dreiecke in bezug auf 3^ 

sind 3 I 6 , 1 1 0, — 3 | 3 und 9 1 12, — 1 | 2, 9 | — 3, und der 
Scbnittpunkt der Verbindungsgeraden der Ecken ist — 1 | 2. 

2) Ein Polardreieck bezuglich 2® ist 1 1 1 , 3 1 1, 0 , 4. 

3) Das Produkt der Segmente, in die der Hohenschnittpunkt 
eines Dreiecks die HShen zerlegt, ist konstant, namlich gleich dem 
Eadiusquadrat des Kreises, in bezug auf den das Dreieck sich 
selbst konjugiert ist. Vgl. S. 219, Gl. (38). 

4) Durch das Polardreieck 413, - 5 j — 3, 11 | — 11 ist der 
iinagin 8 .re Kreis (x — 3)^ -f ( 1 / — 1 )^ -f 4^= 0 bestimmt. Beim 
Beweis beachte man, daB der Mittelpunkt des Kreises im Hohen- 
schnittpimkt des Dreiecks liegt. 



Siebentes KapiteL 

Systeme Yon Kreisen. 

114. Potenzlinie zweier Zreise. Die Normalgleicliung 

(1) 2cccc — 2§y 4- 3t = 0 

eines Kreises cc\^\7C soil abkiirzeiid mit h {x\y) ^ 0 oder 
h ^ 0 bezeiclinet werden. Ihre linke Seite stellt nacb Nr. 109 
die Potenz TT des Punktes x\y in. bezug auf den Kreis dar. 

Sind zwei Kreise ^ I /^2 I % =* 0, Jc^^O 

gegeben, so sind die in bezug auf beide Kreise berecbneten 
Potenzen TTi, TTg eines beliebigen Punktes x\y im aUgemeinen 
verscbieden. Diejenigen Punkte insbesondere, deren Potenzen 
in bezug auf beide Kreise gleicb sind, erfoUen einen Ort, da 
ihre Koordinaten nur der einen Bedingung zu genUgen haben: 

(2) \ = 1c2 Oder = 0. 

Diese Bedingniog ist aber, da die quadratischen G-lieder in 
hi und h^ denselben Koeffizienten haben, nur noch linear 

(3) 2 (ofg — ai)a? + 2 — j3i)2/ + sTi— 

Der Ort der Punkte von gleichm — endlichen — Potenzen he- 
zuglich zweier Kreise ist eine stets reeUe Oerade \ — h2^0 
die Potenzlinie^ Eadihalachse oder Chordale (vgl. S. 229) der 
gegehenen Kreise.^^) 

AuBerdem ist auch die unendlich feme Gerade ein Ort 
Ton Punkten gleicher,’ namlich unendlich groBer Potenzen. 
Denn fiir Werte x= cx) oder y ^ oo hangt der Wert Ton TT 
lediglich Ton dem in \ und \ iiberemstimmenden hochsten 
Glied x^ + y^ ab, da die Glieder niedrigeren Grades bei Dm- 
sion durch jenes Terschwindend klein werden, also neben 
x^ + y^ nicht in Betracht kommen. Der gesamte Ort der 
Punkte gleicher Potenzen besteht also aus der unendlich fernen 
Geraden und der Potenzlinie der gegebenen Kireise, ist also 
eigentlich selbst ein zerfallender Kreis (NTr.QQ). 

16 * 



228 


VIL Systeme von Kreisen. 115. 


Die PoteDzlirde liegt im allgemeinen im Endlichen. 
Nur fiir h reduziert sich ihre Gleichung auf 

0 • a; -f 0 • «/ + jTi — % = 0, d. h. fwr mei Tconmitrische Krdse 
fallt die Potendinie in die unendlich feme Qerade. 

In alien iibrigen Fallen ist sie folgendermafien reell zu 
bestimmen. Die Verbindungsgerade der Kreismittelpnnkte 
oji! j3i, die Zenl/rale dm^ Kreise, hat die Gleichiing 

( 4 ) (Pi- <h)y + 

Somit sind Zentrale md Poteitdinie stets meinander rechtwinEig 
(Nr. 36), nnd es geniigt die Bestimmung ihres Schnittpunktes, 
Bezeichnen wir die Entfernung der Mittelpnnkte oder die 
Zentraldistam der Kreise ]/ (cci ~ cc^Y + (jSi — ^ 2 )^ ^ ? so 

ergeben sick leicbt die Abstande d^, d^ der Mittelpnnkte 
^ I i ^2 Potenzlinie aus ikrer durcb ± 2(? divi- 

dierten Gleichnng als 


( 5 ) 


^2c 


4- 2c 


Hierans folgt aber einfach <^ 2 ^— = p/— ^>i^; die Potenz- 
linie teilt daher die Zentraldistanz so, dafi die Dififerenz der 
Quadrate der Teile gleich der Differenz der Quadrate der Radien 
ist. Der Teilpunkt liegt zwisclien den Mittelpunkten, wenn 
pg-— (> 1 ® dem absoluten Wert nach kleiner als c* ist, denn 
d^j d^ sind dann Yerscldedenen Zeichens. 

Dasselbe folgt aus der Porderung, da6 die Tangenten 
aus jenem Teilpunkt gleich sein miissen. Denn gemafi Nr. 109 
bat die Potenzlinie die Eigenschaft, da/i die von einem Hirer 
Punhte aits an heide Kreise gesogenen Tangenten gleich lomg sind, 
115. Die Sclinittpxuikto zweier Kreise baben in beiden 
die Potenz Null, geboren daber stets dem Orte gleicber 
Potenzen in bezug auf dieselben an. Dieser bestebt aus der 
Potenzlinie und der unendlicb fernen Geraden, scbneidet also 
jeden der gegebenen Kreise in zwei Punktepaaren (Nr. 101). 
Da jedocb eines derselben unendlicb fern ist, finden wir not- 
wendig ubereinstimmend mit der Anscbauung: mei Kreise 
Mmen nicM mehr als 0 wei SchnittpunUe im JEndliehen hdben. 
In der Spracbe der analytiscben Geometrie miissen gemaB 
dem Theorem von Nr. 28 zwei Kreise, da ibre Gleicbungen 
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vom zweiten Grade sind, vier Sclmittpnnkte haben. Von 
diesen sind die Schnittpunkte mit der unendKcb femen 6e- 
raden, die imaginaren Kreispunkte, nach Nr. 108 alien Ereisen 
iiberbaupt gemeinsam. Demnacb baben zwei Kreise nnr zwei 
nicht absolut feste Schnittpunkte, und diese liegen auf der 
Potenzlinie. Auch sie fallen mit den unendlich fernen ima- 
ginaren Kreispunkten zusammen, wenn die Kreise konzen- 
trisch sind. 

Somit hesitzen zwei nicht-lconzentrische Kreise stets zwei im 
Endlichen gelegene Schnittpunkte, deren notwendig reelle Sehne 
die Potenzlinie ist. Damit ist die 
Bestimmung der Schnittpunkte iSj, 
zweier Kreise auf Nr. 101 zuriick- 
gefiihrt; sie liegen symmetrisch zur 
Zentrale (Fig. 60) und konnen reell, 
gesondert oder vereinigt, oder konju- 
giert imaginar sein. Im letzten Falle 
ist die Potenzlinie als der Trager des Punktepaares nach 
Nr. 114 reell konstruierbar. Eine bequemere Konstruktion 
wird in Nr. 116 gegeben. Sonst erhalt man die Potenzlinie 
umgekehrt am einfachsten aus den Schnittpunkten als die ge- 
meinsame Sehne (Chordale) der Kreise. Fiir zwei. sich be- 
riihrende Kreise geht sie in ihre gemeinsame Tangente im Be- 
ruhrungspunkt liber. Je nachdem in diesem Falle + ^>2 ^ ^7 
oder ^2 — = c, > 9i) beruhren die Kreise die Potenz- 

linie von entgegengesetzter Seite oder auf derselben Seite; ihre 
gegenseitige Beruhrung geschieht von auBen oder von innen, 
bez. ausschlieBend oder einschlieBend. Damit reelle Schnitt- 
punkte vorhanden sind, muB sowohl pi-f p 2 > c als Pi<c sein. 

Von Interesse sind namentlich die Schnittpunkte zweier 
Nullkreise. Ihre Potenzlinie ist das Mittellot ihrer Zentrale. 
Ein Punktepaar mit der Mitte 1 1 rj hat Koordinaten von der 
Form I + I 't] — I - ly' 1 92 + 1^; die das Punktepaar dar- 
stellenden Nullkreise sind 

(a: - I - («/ - + |')®“ 0, 

(a; — I -I- ri’f -{■ {y — n — |')*= 0, 
und diese schneiden sich in den konjugiert imaginaren 



f, 


r-\ 

to y 


V y/ 

% 


rig. 60 . 
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Punkten ^±iV\v ^r. 19). Somit kann ein ima- 

ginares Punktepaar jederzeit definiert werden als das Paar der 
Schnittpunkte zweier bestimmter NuUkreise, deren reelle Mittel- 
punkte man aucli die zu den imaginaren assomertm Punlcte 
genaunt hat. 

B. 1) Die Potenzlinie von — 4zX — 6y 7 = 0, 

5j 2 _|^ 2/2 4- 6ic + 8^ — 9 = 0 ist lOx 4- l^y — 16 = 0. 

2) Die Potenzlinie von zwei reellen Kreisen nnd die der 
imaginaren Kreise, deren Stellvertreter jene sind (vgl S. 197), 
liegen zur Mitte der Zentrale symmetrisch. 

3) Die Potenzlinie eines reellen uud eines imaginaren Kreises 
ist rechtwinklig auf der Zentrale in dem Punkte Q, dessen an den 
reellen ICreis gezogene Tangenten so groB sind wie die AbstM,nde 
des Punktes Q von den Schnittpunkten des zur Zentrale recht- 
winkligen Durchmessers im Stellvertreter des imaginaren Kreises. 

4) Die Potenzlinie eines Kreises nnd eines Punktes P (Null- 

kreises) halbiert den Abstand des Punktes P von seiner Polare 
in bezug auf den ersten Kreis oder halbiert die von P gezogenen 
Tangenten; denn ist = 0, so ist ± — c^). Vgl. (5), 

S. 228. 

5) Das Quadrat der von einem Punkt eines Kreises an einen 
anderen Kreis gezogenen Tangente ist dem Abstand des Punktes 
von der Potenzlinie proportional. 

116. Potenzmittelpunkt dreier Kreise. Sind drei Kreise 
\ = 0, = 0 gegeben, nnd bestimmen wir fur jedes 

Paar derselben die Potenzlinie, so geht aus den Gleichungen 
— 7^2 =0, fcg "" ^8 == \ — derselben hervor, da6 sie 

durch einen und denselben Punkt gehen (Nr. 45). Drei Kreise 
liaben im allgemeinen eUwi Poten07mUelpunJctj den SchnittpunU 
der drei Potendinien, Seine Koordinaten sind 

Piir Kreise von gemeinsamer Zentrale ist der Potenzmittel- 
punkt somit unendlich fern (Nr. 40). 

Auch kann dann der Pall eintreten, dafi die drei Kreise 
dieselbe Potenzlinie haben, d. h. durch dieselben beiden Punkte 
gehen. Die Bedingung, daB drei Kreise gemeinsame Schnitt- 
punkte haben, ist somit das gleichzeitige Verschwinden der 
Zahler und des Nenners der soeben angegebenen Quotienten. 
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Da fur drei Ereise, deren Mittelpunkte niclit auf einer 
Geraden liegen, der Potenzmittelpunkt im Endlicken liegt, so 
kann der Satz dazu dienen, die Potenzlinie von zwei reellen 
Kreisen okne reelle Schnittpunkte zu bestimmen. Man muB 
nur irgend einen Hilfskreis einfiihren, der die beiden gegebenen 
reell sckneidet, und hat vom Schnittpunkt der gemeinsamen 
Sehnen das Lot auf die Zentrale der gegebenen Kreise zu 
fallen. 

Somit andert sich der Potenzmittelpunkt nicht, wenn wir 
einen der drei Kreise, z. B. durch einen beliebigen anderen 

ersetzen, der nur mit dieselben Schnittpunkte haben 

soil, denn von den drei Polenzlinien bleiben dann zwei fest. 
Wir sagen: Die gemeinsamen Sehnen eines festen Kreises mit 
Kreisen durch swei feste Punlcie gehen durch einen festen PunM. 

Der Potenzmittelpunkt ist der einzige Punkt, dessen Tan- 
genten an die gegebenen Kreise gleich lang sind. Die drei 
Paare ihrer Beruhrungspunkte liegen somit stets auf einem 
Kreise, der die drei gegebenen rechtwinklig schneidet; man 
nennt ihn den OrthogonalJcreis^^) oder Hauptkreis der gegebenen 
Kreise. Er ist nur dann imaginar, wenn sich der Potenz- 
mittelpunkt innerhalb eines reellen Kreises unter den gegebenen 
befindet. Denn die Tangenten an einen imaginaren Kreis 
aus einem reellen Punkt haben stets reelle Lange (Nr. 106); 
also kann der Orthogonalkreis nur imaginar werden, wenn 
die gegebenen Kreise samtlich reell sind und sich iiberdies 
reell schneiden. In der Tat zeigt eine einfache tTberlegung, 
daB der Potenzmittelpunkt nur dann im Innern von drei sich 
paarweise schneidenden Kreisen liegt, wenn die Schnittpxmkte 
zweier derselben je durch den dritten getrennt sind. 

B. Der Potenzmittelpunkt von {x — l)^ + ( 2 / — 2)® = 7, 
{x — Bf +^ 2 ^ 6 , (x+ 4)^+ 9 ist — ^ I — If nnd 

der Eadius des Hauptkreises :^7/l94. 

117. Gremeinsame Tangenten zweier Kreise. Zwei Kreise 
haben auBer gemeinsamen Punkten notwendig auch gemein- 
same Tangenten. Denn, damit eine Gerade u | v zugleich 
Tangente zweier Kreise sei, mussen ihre Koordinaten nach 
Nr. 105 zwei Bedingungsgleichungen zweiten Grades erfuUen, 
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die nach Nr. 28 vier gemeinsame Wurzeln haben. E$ gibt 
also vier gemeinsame Tangenten meier Kreise und es sind die 
Paare ibrer Beriibrungspunkte zu finden. 

Fubren wir in den Gleicbnngen = 0 bez. = 0 der 
Kreise gemaB Nr. 107 die (Winkel“)Parameter bez. der 
Peripberiepunkte bez. | eiii durcb 

(6) cos sin cos «•„ sin 

SO lautet die Gleichnng einer Tangente des ersten Kreises in 
Xi I y^ nacb S. 212: 

(x — fiJi) cos ^i+ (y — ^i) sin '9’^ — Pi = 0 
und die einer Tangente des zweiten Kreises in iTg | : 

(x - cig) cos d'^+ (y — ft) sin = 0. 

SoUen nun diese Tangenten in derselben Geraden vereinigt 
sein, so liefert die Vergleicbung der Koeffizienten der Glei- 
cbungen die nStigen Bedingungen. Erstens muB tg '9*^ «= tg 
d.b. entweder oder sein: die Radien der 

Beriibrungspunkte mtissen in der Tat parallel sein. Zweitens 
erfordert die Identitat der konstanten Glieder 

(7) («! — «ss) cos + (/?! — /Sa) sin «■! + q: = 0, 

wo das obere oder das nntere Vorzeicben zu nebmen ist, je 
nacbdem oder ■S'l = #2 ± « ist. 

Jede der Gleicbnngen (7) bestimmt zwei Werte fur ■d'j, 
also je zwei Paare von Berdbrungspunkten. Den Wurzeln 



der ersten entsprecben zwei Tangenten A a, A' a', fiir die die 
beiden Kreise je auf derselben Seite liegen und die man daber 
die aufieren (direkten) gemeinsamen Tangenten nennt (Fig. 61). 
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Ebenso Kefert die zweite Gleichung zwei innere (trausversale) 
gemeinsame Tangenten J5J, fiir die die Ereise auf ver- 
schiedenen Seiten liegen. Den Beriibrungspunkt des Kreises 
mit einer gemeinsamen Tangente erhalten wir durcb 
Elimination von ans (7) mit Hilfe von (6). Es ergeben 
sicb die linearen Bedingungen 

(«1 - “g) (»1 - «i) + (ft - ft) iVi - /3i) + Pi (Pi q: Pj) = 0, 
deren erste Pa== 0 mit zusammen die Koordinaten der 

Ponkte Ay A!, deren zweite ebenso die der Punkte 

By 5' bestimmt. 

Somit sind 

(8) (oi - ofjs) {x - ffi) + (ft - ft) (d - ft) + Pi (pi T P 2 ) = 0 
die Gleichungen der Beriihrungssehnen des ersien Krmes mit 
den dulieren hez, inneren gemeinsamen Ta/ngenten oder der 
Polaren der Scbnittpunkte 0, 0' dieser Paare. Diese Polaren 
sind zur Zentrale recbtwinklig, so dafi ihre Pole auf derselben 
liegen (Nr. 110). Hat man die Koordinaten der Pole Xa\ya, 

gef unden und sind TTa, TTf die Ergebnisse ibrer Sub- 
stitution in so sind nacb Nr. Ill die Gleicbungen der von 
ihnen ausgebenden Tangentenpaare: 

(9) Pa^-n,fc,-0, 

Die Realitat der gemeinsamen Tangenten TaBt sicb nacb 
der Gleicbung ibrer Beriibrungssebne diskutieren. Diese ist 
nur reell, wenn beide Ereise reell oder beide imaginar sind, 
daber baben die Tangentenpaare solcber Ereise reelle Glei- 
cbungen. Dagegen baben ein reeller nnd ein imaginarer Ereis 
nur imaginare Tangenten gemein, die nicbt konjugiert sind. 
Einen reellen Ereis Tc^=0 scbneiden die Beriibrungssebnen 

0 bez. P;= 0 in gesonderten reellen Punkten, wenn ihr 
Abstand von | kleiner als ist. Demnacb sind die 
aufieren Tangenten reell, solange von den reellen Ereisen der 
eine nicbt vollig vom anderen umscblossen ist (pi — p 2 
die inneren, solange die beiden Ereise sicb ausscblieBen, so 
daB gleicbzeitig aucb die auBeren reell sein mussen. Alle vier 
Tangenten sind somit reell, wenn die Bjreise sicb obne reelle 
Scbnittpunkte ausscblieBen, keine, wenn der eine den anderen 
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umsclilieBt. Die iimeren Tangenten fallen zusammen bei 
auBerer, die auBeren bei innerer Beriihrung der Kreise. 

B. l) Die gemeinsamen Tangenten der Kreise 
ic® + 2/2 + 4a; 4= 2^/ ± 4 0 

baben im ersten Kreise die Beriilirungssebnen 2 a; + 2/ = 6, 
2x + y ^3. In den Schnittpnnkten 2|2, y j -f: des Kreises 
mit der ersten Sebne sind die Tangenten y == 2, 4x — 3y = 10, 
nnd in den Schnittpnnkten ijl, yly der zweiten a; = 1, 
3 a; + 42/ == 5. Die Pole der Beriibningssebnen sind 4 | 2, 1 
ihre Potenzen 4 nnd daraus folgen ancb die Gleicbungen der 
Tangentenpaare. 

2) Die Mitten zwischen den Beriihrnngspnnkten jeder der 
vier Tangenten liegen auf einer Geraden 

2(ai — + 2 {§1 — — Wg) = 0, 

denn diese ist (Nr. 65) die gemeinsame Mittellinie zwischen den 
Paaren von Beriihrungsselinen. 

3) Die vier Beriihrnngspunkte eines jeden der gemeinsamen 
Tangentenpaare liegen anf je einem Kreis, dessen Mittelpnnkt die 
Mitte 0 der Zentrale ist. 

Denn dort schneiden sicb die Mittellote der Strecken -4 a, .4'a^, 
bez. Bh nnd (2).. 

118. Alinliclikeitszentra, Aus den Gleicbungen (8) der 
Berubrungssebnen des auBeren und des inneren Tangenten- 
paares findet man die Koordinaten ihrer Pole, d. b, der 
Tangentenscbnittpunkte 0 und O', indem man die Gleicbungen (8) 
mit der Gleicbung (x' — aj (x — («/'— /JJ (?/ — /^i) — 0 

der Polare eines Punktes x^ | des Schnittpunktes 0 der 
auBeren bez. O' der inneren Tangenten, vergleicbt. Man erbalt 


( 10 ) 




Qi-Qi 


ya=- 




( 11 ) 


+ 


— gl fe + gg ft 
+ 


Diese Punkte 0, O' beiBen das m^ere bez. innere AJinlichheits- 
centrum der heiden Kreise oder der dufiere bez. innere AhnlichTceits- 
punht Die Ausdriicke (10) und (11) fiir die Koordinaten 
von 0 und O' zeigen, daB diese Punkte die Zentrale mfier- 
lieh nnd innerlich im Verhdltnis der Eadien^ d, K harmonischf 
teilen. Ibre Koordinaten geben ineinander tiber, wenn man 
einem der Radien das negative Vorzeicben beilegt. Die Rea- 
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litatsverhaltnisse wurden sclion in Nr. 117 betradatet. Wenn 
sicb zwei Ereise beriiliren; fallt eines ibrer Abnlichkeitszentra 
mit dem Beriibrungspunkt zusammen. 

Im Palle reeller Tangenten erlautert und bestatigt diese 
Teilung unmittelbar die Anschanung der ahnlicben Dreiecke 
OMA ~ Oma, O^MB^ O' mi, 

Diese liefem die Proportionen 

OM c O'M O'm c 

^ ™ Qi+Qst^ ' 


aus denen sicb die Entfernung der Abnlicbkeitszentra ergibt 
(13) 00' = -^^,- 


Ebenso direkt folgen die Quadrate der Ldngen der gemeinsamen 
Tangenten 


I Aa^ = Aa'^ = = c* - — Q^y, 

VW - 


B. 1) Bestiinine die gemeinsamen Tangenten der Kreise 
0? + 'if — ^ 8^ =« 0, x^ + — 4 lX — ^ 3. 

Das auBere Abnlicbkeitszentrum ist — 2 | — • 1, also das Paar 
der Tangenten durcb dasselbe 

25 (x? + — 8?/) — (px + hy — 10)^ = 0 

Oder {x + 2) (?/ + 1) = 0. 

Da die gegebenen Kreise einander in reellen Pnnkten scbneiden, 
so ist das andere Paar der gemeinsamen Tangenten imaginar; 
aber seine Gleicbung lautet, da das andere Ahnlicbkeitszentmm 

f It ist, 

4.0x^ + xy + 4c0y^ — 199a? 278y + 722 :== 0. 

2) Die Tangentenlangen ta und ti der Kreise in Er. 117, l sind 
ta = 4, ti = 2. 

119. Sind zu zwei Kreisen die beiden Abnlicbkeitspunkte 
als die Teilpunkte der Zentrale bestimmt, die sie im Verbaltnis 
der Radien teilen, so moge einer derselben als Nullpunkt der 
Koordinaten genommen werden. Ist etwa der auBere 0 dazu 
gewablt, so ist nacb der Definition cc^ : cfg — /3i : /Sg = Pi = Ps 
zu setzen oder ^ = ^Ps? i®i ** -^Pu ^ -^P 2 ? 

Gleicbungen der beiden Kreise lassen sicb scbreiben 
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Somit gelit die Gleichung des zweiten Kreises aus der 
des ersten liervor, indem in dieser ^ x ~ y an die Stelle 
Yonx\y gesetzt wird, wahrend dabei jede Gleichung von der Form 

y:x = G 

nnverandert bleibt. Durchlauft also ein Punkt S oder x j y 



den ersten Kreis, so be- 
schreibt gleichzeitig 
ein Punkt 6 oder 

den zweiten, und 
zwar liegen entspre- 
chendePunkteS'und 6 
anf demselben Vek- 
tor y ^ Gx so, dafi 
OS : 06 = Pi I 
ist. Jede Transversale 
dwrch den Schnitt- 


punU eines gemeinsame^z Tangentenpaares wird von den Kreisen 
in Proportion geteilt, d. h. OS : OS^ = 06 : 06^ (Pig. 62). 

Legt man durch 0 eine andere Transversale, die den 
ersten Kreis in R und J?', den zweiten in p und p' trifift, so 
ist analog 

Oi?:Oi^' = Op:Op^ 

Perner folgt 

(15) OB . Oq^^OB' •Oq=^OS- 06^ - OS ^ . 06. 

Man bezeichnet dieses Produkt als „ gemeinschaftliche 
Potenz der beiden gegebenen Kreise in bezug auf ihren Ahn- 
lichkeitspunkt 0^\ 

Da die Potenz des Punktes 0 in bezug auf den ersten 
Kreis gleich dem Produkt OS • OS^ ist, folgt aus der Gleichung 
OS • 06^ =^0S^ ■06mit Rticksicht auf OS:06=^0S^ : 0<5'=pi: pg 
fur die gemeinschaftliche Potenz der Ausdruck 

(16) OS • 06 ^ = 0/S' . 0^ = ^ n>) = ^ 

und hier bedeutet die Potenz des aufieren Ahnlichkeits- 
punktes 0 in bezug auf den zweiten Kreis. 
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Man findet leiclit: 


(16 aj ^ ^ 

^ Si ^ Si iSi-SiY 

Entsprechende Beziehungen wie (16) liefert der innere 
Ahnlichkeitspunkt O'. 

Ziekt man durck ein Aknlickkeitszentrum zweier Bjreise, 
z. B. durck 0, zwei Sekanten, die den einen Kreis in 
B, B\ S, S'j den anderen in q, 6, (?' sckneiden, so sind 
die Seknen BS und Qd einander parallel, ebenso und 
nnd die Geraden BS und p'd' sckneiden sick auf 
der Potenzlinie der beiden Kreise, ebenso die Geraden B^S^ 
und Qd, 

Zum Beweis dieser Bekauptungen wakle man die Geraden 
OB und OS als Koordinatenacksen. Alsdann ist nack S. 236 
OB ^ m - Oq^ os == m • Od^ wobei m und wakrend 

die Gleickung des Kreises von der Form 

+ 2/^ + cos (D + 2a^^x 4* 2%^/ + % = 0 
ist, kat man fur den anderen Kreis 

+ 2a;j/ cos co + 2m + ^(h^y) + ^^<3^38 = 0- 


Die Gleickung der Potenzlinie wird 

(17) 2 {a^^x + CL2sy) 4 (^ + 1) <^38 == 0. 

Sind nun 


" + f “1 

a 0 


und 


ii X 1. 
a' b’ 


1 


die Gleickungen der Geraden Qd und p'o', so sind BS und 
jR'S" gegeben durck 

X + X = 1 nnd -^+y=i, 

ma mb ma mb ' 


woraus sofort ersicktlick ist, dafi die Geraden Qd und BS, 
andrerseits und iJ'S' in der Tat einander parallel sind. 
Offenbar sckneiden sick BS und p'o' auf der Geraden 


— -I- 1 + 


. + I - 0, 


deren Gleickung auck in der Form 

^ , 54 ^^ i \ r\ 


/I Q\ 
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geschrieben werden kann. Mit Eucksicbt auf die Beziebungen 
(1 + a' =* — 2 ^ 13 , aa^ ^ J + — 2^33, W ^ 

gebt aber (18) sofort in die Grieicbung (17) der Potenz- 
linie iiber. 

Als besonderer Pall des vorstebend bewiesenen Satzes er- 
gibt sicb, da6 die in R und q gezogenen Tangenten einander 
parallel sind, ebenso die in R^ und gezogenen. Die Tan- 
genten von R und sowie die von R und q scbneiden sicb 
auf der Potenzlinie * der beiden Kreise. 

120. Sind wieder \ (Xy «/) = 0 und \ (x, y) = 0 oder 
kiirzer und ftg = 0 die Grleicbungen zweier Kreise in 

der ITormalform (vgl. Nr. 114 und Nr. 98), so stellt jede 
Grieicbung von der Form 
(19) Xjz^ + 0, 

wo und ^2 beliebig gewablte Zablen (Parameter) bedeuten, 
einen durcb die Scbnittpunkte von \ und ifcg* 0 gebenden 
Kreis dar. Dies ist bei Beriicksicbtigung der Definition des 
Kreises nacb Nr. 103 eine unmittelbare Polge des Prinzips 
von Nr. 64. In Wirklicbkeit gebt in die GUeichung (19) nur 
das Verbaltnis X ^ : X^ oder X ^ : X^ der beiden Parameter ein, 
die Gleicbung bestimmt daber, den unendlicb vielen Werten 
von : ^2 entsprecbend, <x)^ Kreise, deren Gresamtbeit man 
als ein Kreisluschel bezeicbnet. Insbesondere fiir : Ag — 1 
erbalt man die Gleicbung der alien Kreisen des Biiscbels ge- 
meinsamen Sebne, die zusammen mit der unendlicb fernen 
Geraden einen dem Buscbel angeborigen ausgearteten Kreis 
darstellt. Jeder PmJct dieser Sehne hat gleiche Potem in lemg 
auf alle Kreise des Buschels (vgl. Nr. 115), diese haben- somit 
eine gemeinsame Potenzlinie. 

Aucb umgekebrt kann die Gleicbung eines jeden Eieises, 
der durcb die Scbnittpunkte von \=0 und Jbg = 0 gebt, in der 
Form (19) dargestellt werden, denn die Einfiibrung der Koordina- 
ten x^y irgend eines Punktes seiner Peripherie in (19) ergibt 
fur X ^ : ^2 den bestimmten Wert : Ag = -— (^ 1 ; ^i) • Vi)* 

Die Scbnittpunkte der Kreise des Biiscbels, insbesondere 
die beiden von den unendlicb femen imaginaren Kreispunkten 
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verschiedenen Sclmittpunkte, nennt ruan die Grmd^unkte des 
Suschcls, Bei ilmen ist zu unterscheiden^ ob sie reell, konjugiert 
imaginar oder vereint 

sind. Im letzten Pall f i 

beruhren sicb alle /_-J 

Kreise in den ver- 

einten Grundpunkten; \ \ \ 

den ersten Pall ver- 

sinnlichen die Kreise Cg T\\^ ^ 

mit den Mittelpunkten V lUll / / 1 I 

Of C^f C^j G^f den / 

zweiten die Kreise / / 

M^, Jfg, Jfg, von 
Pig 63. 

Die Gleicbnng \i 

eines beliebigen Krei- 

ses des Biiscbels lautet in der Normalform 

/om h \ 4- ^8 ^8 A. 

’ 

der Mittelpunkt dieses Kreises bat die Eoordinaten 

( 21 ) 


das Quadrat seines Radius ist 


(22) p ; 

wobei 

~ (^1 ~ ^2)^ "t“ (^1 ■— 

das Quadrat der Zentraldistanz der beiden Kreise bedeutet. 

Wie die Gleicbungen (21) zeigen, liegen die Mittelpunlcte 
aller Kreise des Buschels auf einer und derselben Qen^aden, der 
gemeinsamen Zmbrale, 

Schneiden sicb die Kreise \ und \ in reellen Punkten, 
so ist 

(^1 + P2 ^ ^12 > I ” (^2 1 ? 

baben sie keine reellen Scbnittpunkte, so ist 
entweder ^?i 2 < 1 Pi — (> 2 1 < + P 2 

Oder C12 > Pi + P 2 > I Pi — Ps I, 
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jedenfalls aber 

{ClS* - (Qi + {^12" - («*1 - 92)^} > 0 - 

Dieser Ausdruck ist nnn die Diskriminante der quadratisokeii 
Gleickung in X, die sick ergibt, wenn man in (22) X^xX^ = X 
nnd () = 0 setzt, d. k.: Edbm die Kreise des BUscMs Jceine 
redlen SchnittpimUe, so entJiMt dieses gwei NuUkreise}^) 

Aus frukeren Betracktungen (ygl. Nr. 109, B. 2) folgt, 
daB jede Gerade der Ebene von zwei Kjreisen des Biieckels 
berfikrt wird, z. B. die Gerade g^, Fig. 63. 


121. Selinittwiiikel zweier Sreise. Ortliogonale Kreis- 
biisckel.*) Es moge mm der Winkel bestimmt werden^ 
unter dem ein beliebiger reeller Kreis Jq = 0 von einem ande- 
ren \ = 0 gescbnitten wird. Um zunacbst diesen Winkel 
genauer festzulegen, denken wir uns beide Kreise im Sinne 
der Bewegung eines TJbrzeigers durchlaufen und zieben von 
dem betreffenden Schnittpnnkt S aus die Tangenten im Sinne 
der Richtung des Umlaufs. Der konkave Win- 
kel T'l, den diese (in Pig. 64 mit Pfeilspitze ver- 
sebenen) Tangenten. miteinander bilden, soli als 

V Winkel definiert werden, unter dem sicb 

Pig. 6 4 . 4ie Kreise scbneiden.**) Er ist gleicb dem 

Winkel so daB man nacb dem Kosinussatz erbalt 



(23) 


COS = 


ft) 

^QoQi ^QoQi 


Hierbei ist \ /Jq) der Zablenwert; der sicb ergibt, wenn 
man in \ (a;, y) an Stelle von x und y die Koordinaten und 
des Mittelpunktes des Kreises 7 cq einsetzt. 

Nun gilt der Satz: 

JMe Kreise die die leidea festen Kreise \ und \ unter 
den Iconstanten Winlceln und schneiden, schneiden aucli 
jeden lelieligen Kreis 


*) Den Inhalt der Her folgenden Nnmmern 121 — 124 verdanke 
ick, von den Beispielen abgesehen, einer frenndlichen Mitteilnng von 
Herrn K. Bohn in Leipzig. 

**) Dieser Yerabrednng entsprechend ist der Winkel zweier sich 
heriihrenden Kreise gleick 0 ® oder gleick 180 ®, je nacbdem der eine 
Kreis den anderen einschliefit oder nicht. 
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(24) 




des durch \ und Tc^ iestimmten Bilschels unter Tconstantem 
Winkel, 

1st namlicli yx der vorliin definierte Sclmittwinkel yon 
Aq und Icxy sind ccx) die Koordinaten des Mittelpunktes des 
Ki^ises Tcx und ist qx dessen Radius, so hat man nach (23) 
die Beziehungen 

2 ^)oPi cos \ 

2 Q, Pa cos ^2 = po^ - K (“u > /5o) 

2 Po QX COS yx ^ po^ T^X ? ^o) ^0 ^ ^^0’ ?o) ^ (^0 \ (^o> ^0^) 

also 

Oder mit Hilfe von (22): 

Qj^ cos yi cos y, 


(25) cos 
(25a) 


cos Vj = T . 

Hier ist der Quadratwurzel des Nenners das Pluszeichen zu 
geben, da pA als Radius eine positive GroBe ist. Die Formel 
zeigt, daB yx einen von der Lage des schneidenden Kreises 
Jcq unabhangigen Wert hat, vielmehr ist yx nur von X ab- 
h^gig, wenn die Kreise \ sowie die Winkel y^ und y^ 
gegeben sind. 

Aus der Gleichung (25) bez. (25 a) kann man noch einige 
weitere Schliisse ziehen, z. B.; 

AUe Kreise Jcq, die die Kreise \ und \ 'mter den ^or- 
gegeienen Winkeln y^ und y^ schneiden, schneiden einen he- 
stimmten Kreis des Bilschels rechtwinUig (orthogonal); dieser 
hat die Gleichung 

(26) pg cos yg&i (x, y) ~ Pi cos y^\ (x^ y) = 0. 

Pur ^ = pj cos ^ 1 : pg cos y^ verschwindet namlich der Zahler 
der rechten Seite von (25) und es wird yx = ysc. Insbesondere 
folgt im Palle T'l =» 

Alle Kreise fco? die mei feste Kreise \ und unter gleichexn 
dber helieiigem Winkel schneiden ^ schneiden den Kreis ^jg: 

(27) ? 2 ^i (»; y) - qA («> y) = 0 

des Bilschels rechtwinklig. 

S a Im on -Fiedler; anal. Geom. d. Kegelsohn. 8. Aufl. 16 
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Sein Mittelpunkt iiacE (21) die Koordinaten 

Qi 0^8 ~ hilURlA) 

Qi-Qi ^ 

er ist also der anfiere iJbiiliclikeitspunkt von \ und Jc^ (vgl.(lO), 
S- 234); das Quadrat des Radius ist nach (22) 

^2 {^12 ^2)*} 

(^1-^2)* 

stimmt daher nach (16 a) mit der gemeinschaftlichm Fotenz 
der Kreise \ und in bezug auf den auBeren Ahnlichkeits- 
punkt P 12 iiberein. Man nennt du/ieren Steinerschm 

PotenzTcreis^) von \ und 

Ferner beriihren alle Kreise Icq, die \ und \ unter den 
vorgegebenen Winkeln und scbneiden, 0wei Kreise des 
Biiscbels, fur die 

9 ^ 2 sinVi + 1® 92® sinV 2 ^ (^ 12 ^-” 92 ^ 2 ^>1 pg cos y^ cos^g) 0 

ist. Diese beiden Kreise sind naturlicb nicbt immer reell. 

AIs Grenzfalle solcber Kreise Icq^ die \ und unter 
gleicben Winkeln schneiden, sind aucb die Oeraden anzuseben, 
die diese Eigenschafk baben. Sie miissen durcb den Mittel- 
punkt Pig des vorerwabnten Kreisespig geben, denn sie scbneiden 
^12 recbtwinklig. So folgt: 

AlU Geraden, die mei gegehene Kreise \ unter gleichen 
Wirikdn schneiden^) geJien durch den du/3eren Ahnlichheits- 
punU As von und JEr ist der Mittelpunkt des Kreises 

(27) , des du/3eren Steiner schen Potenzkreises von \ und k^, und 
dieser ist Orfhogonalkreis fur alle Kreise, die \ und kj, unter 
gleichen Winkeln schneiden. 

Analog erbalt-man fur yi + y^ — tc den Satz: 

Alle Oeraden, die \ und k^ writer supplementdren Winkeln 
schneiden, gehen durch einen Punkt inneren Ahnlich- 

keitspunkt der leiden Kreise. Er ist Mittelpunld des Kreises 

(28) qA {x, y) + Pi hi {x, y) = 0, 

*) Der Durchlaufssinn einer Geraden ist allerdings noch willkiirlich, 
aber er ist obne Einflnfi auf den Satz. Denn wenn die Scbnittwinkel 
einer Geraden g mit \ und k^ fur einen bestimmten Durchlaufssinn von 
g einander gleich sind, so sind sie auch fur den entgegengesetzten Sinn 
einander gleich. 
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des innerm Steiner schen Potenjsicreises von \ and und dieser 
ist OrthogonaTkreis fur alle Ereise, die \ und unter si 4 ,p- 

plementdren Winkeln schneiden. 

Aus dem Wert (25) von cos yx folgt fur yi^ y 2 =^ 
auch yx = yst; d. L: 

AUe Kreise, die mvei Kreise \ und h eines JBuschels JS' 
rechtwinklig schneiden, schneiden sdmtliche Kreise des Buschels 
unter recliiem Winkel Diese Orthogonalkreise bilden ebenfalls 
ein JBuschel B”, Hire Mittelpunlde liegen auf der Botendinie des 
Buschels S' und Hire Botendinie geht durch die Mittelpunkte 
der Kreise von B\ 

Denn die Orthogonalkreise von und k^ schneiden auch 
die Potenzlinie von k^ und k^ rechtwinklig, ihre Mittelpunkte 
liegen ja auf dieser Geraden. Kennt man aber zwei Ortho- 
gonalkreise von \ und so bestimmen diese ein Buschel B", 
und bei Anwendung des soeben bewiesenen ersten Teiles unsres 
Satzes auf dieses Buschel B” folgt sofort, da6 alle zu B” ge- 
horigen Kreise von alien Kreisen des Buschels S' rechtwinklig 
geschnitten werden. 

So entstehen s:wei orthogonale Kreisbuschel, Ihre Potent- 
linien sind ^ueinander rechtwinklig; die gemeinsame Potenzlinie 
des einen ist Zentrale des anderen, und umgekehrt. 

Sind diese beiden Geraden die und y-Achse, so haben 
. die beiden Buschel die Gleichungen 

(29) x^ + y^^-2X^ x + k^==^0, 

(30) x^+y^-2X”y^k^^0, 

wobei X', X” veranderliche Parameter bedeuten, wahrend k^ 
konstant ist. 

Die Mittelpunkte der Kreise (29) liegen samtlich auf der 
ic-Achse; der Radius des Kreises mit dem Parameter X' ist 
p'= woraus hervorgeht, daU das Buschel (29) 
zwei Nullkreise enth'alt, die den Parametern X' ^ ±k ent- 
sprechen. Sie sind die Punkte x^±,k der it:-Achse, die so- 
genannten Qrenzpunkte (nach Poncelet^^)). Die Qrundpunkte 
dieses Buschels sind imagindr und haben die Koordinaten 
= 2 ^ = ±^‘|/ — 1 . 


16 
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Die Mittelpunkte der K!reise (30) liegen auf der i/- Achse; der 
Radius des Kreises mit dem Parameter 2^' ist = + y 
Dieses Buscliel enthalt offenbar keine reellen Nullkreise, wobl 
aber reelle Grund'punUe, sie haben die Koordinaten a? = ± X;, 
1 / — 0^ sind also die Grenzpuukte des Buschels (29). 

Zwei iu der angegebenen Weise zusammengeborige Kreis- 
biiscbel werden als Iconjugiert bezeicbnet. 

B. 1) Die Kreise 9, (x - 1)^+ (y - 6)^- 16 

schneiden sicb unter einem Winkel von 120®. 

2) Die Orthogonalkreise zu a;® +^^=14 von den Mittel- 
pimkten 3 | 5, 1 1 2 haben die Gleichungen {x — 3)^+ (y — 6)^~ 20, 
bez. (a; - 1)^+ (j/ - 2)^+ 9 = 0. 

3) Die Orthogonalkreise eines Nullkreises gehen durch dessen 
Mittelpunkt. 

4) Ein imaginarer Kreis nnd sein Stellvertreter (Rr. 98) 
schneiden sich rechtwinklig. 

5) Wenn zwei Kreise zueinander orthogonal sind, so ist ihre 
Potenzlinie die Polare jedes Mittelpnnktes in bezug auf den an- 
deren Kreis. 

6) Zwischen den LSngen der gemeinsamen Tangenten und 
dem Schnittwinkel y zweier Kreise (Nr. 121) bestehen die Be- 
ziehungen 

= 2-|/- 9i^jCOs|- 

122.Kreisnetz. Ahnliclikeitsachsen. Drei Kreise Jc^ (Xjy) = 0, 
^2 (^; y) “ y) = ^ bestimmen mit Benutzung dreier Para- 

meter Ig, ein System von Kreisen 

(31) Xjc^ {x, y) + X^li^ (x, y) + X^l^ {x, y) = 0, 

das man als KreisneU bezeichnet. Hierbei mogen 7c* (a?, y) = 0 
{i = 1, 2, 3) wieder die Normalformen der Kreisgleichungen 
sein. Die Potenzlinien 

(32) \(x,y)-hs{x,y)=0, \{so,y)-'k^{x,y)=0, \{x,y)-\{x,y)=0 

je zweier der drei gegebenen Kreise schneiden sich ojBfenbar 
(vgl. Nr. 45) in einem Punkte S', der in bezug auf alle Kreise 
des Systems dieselbe Potenz hat. Sind j8, die Koordi- 
naten von 8j so ist \ /3,) = 7% j3,) = \ ^s) diese Potenz. 

Der Kreis Jcs (x, y)=^0 mit dem Mittelpunkt 8 und dem Radius 
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+ 1/^1 ft) sclmeidet die Kreise \ rechtwinkKg, 

denn aus 

(33) p/= \ ft) cu^ - Oder aus Cu^ — — p/ = 0 

folgt, daB der Winkel, unter dem sicli \ und % sclineiden, 
ein Recliter ist; gleiches gilt fur die Schnittwinkel von \ mit \ 
und Der Kreis sckneidet nach einem friilieren Satze 
(S. 243) alle Kreise des Systems (31) unter rechtem Winkel; 
insbesondere geht die Potenzlinie von je zwei Eireisen des 
Systems durcb S. Wir kSnnen also sagen; 

Es gibt einen KreiSy der alle Kreise des Netzes (31) recM- 
winTdig schneidet; der Mittelpunkt dieses Orthogonal- oder Haupt- 
hreises ist der Funkt 
gleicher Potenzen in be- 
zug auf alle Kreise des 
Netzes und das Quadrat 
seines Badius ist gleich 
der zu seinem Mittel- 
punkt gehorigen Potenz. 

Je zwei der drei 
Kreise k^, k^, k^ baben // 

einen auBeren und einen Pig- 65- 

inneren Abnlichkeits- 
punkt (vgl. S. 234); wir 

bezeichnen diese Punkte mit P^^^Pzi Qssj Qdi 

(Fig. 65). Sie sind die Mittelpunkte der Steinerschen Potenz- 
kreise 



(34) 


Q^Je^ (x, y) T (x, y) = 0 
Qah (a:, y) T Qsh (x, 2 /) == 0 

^ih y) T qA y) = o, 


wobei die oberen Vorzeichen fur die auBeren, die unteren fur 
die inneren Potenzkreise gelten (vgl. S. 242 und 243). Die 
auBeren Potenzkreise mogen niit 1^23; JPsi; inneren mit 
^ 12 , ^ 23 ; 3si bezeicbnet werden. 

Aus den Gleicbungen (34) ersiebt man, daB die drei auBeren 
Potenzkreise einem und demselben Biiscbel angeboren. Ibre 
Mittelpunkte, die auBeren Abnlicbkeitspankte, liegen daber 
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auf einer Geraden, der aujieren JjmlicJilceitsacfisei ihre gemeiii- 
same Potenzlinie ist 

(35) (x,y) {h(x,y)-\{x,y)}+ {x,y)-hi («, j/)}=0. 

Sie bildet naturlich mit der aufieren Ahnliclikeitsachse einen 
rechten Winkel und gekt, wie ihre Gleichung zeigt^ durch 
den gemeinsamen Potenzpunkt S der Kreise des Netzes. 

Ebenso liegen je zwei innere und ein auBerer Ahnlich- 
keitspunkt auf einer Ahnlicbkeitsachse*, die zugehorigen Potenz- 
kreise geboren wieder einem und demselben Buscbel an, dessen 
Potenzlinie ebenfalls durch S geht und zu der betreflfenden 
Ahnlichkeitsachse rechtwinklig ist. Die Gleichungen dieser 
Potenzlinien ergeben sich aus (35) durch Anderung der Vor- 
zeichen von ?8* 

Die m drei Kreisen gehorigen Ahnlichheitspunkte liegen 
daher viermcd m je dreien mf einer Geraden, es giU im gamen 
vier Ahnliclikeitsachsen. 

B. 1) Der Orthogonalkreis zu den drei Kreisen in Nr. 116, l 
hat die Gleichung (x + {y + f|)^= 

2) Man bestimme den Orthogonalkreis zu den drei Kreisen 
(^j 2/) ~ i =* 1, 2, 3. Durch Elimination von a, j3, p aus 

— 2aJr — 2j32/ + — p^=0 und aus den drei Ortho- 

gonalitatsbedingungen ~ — 2 a — 2 /? + a^-\- jS®— p® 0 

(i = 1, 2, 3) ergibt sich die Gleichung 

X y 1 

0^2 k 1 ^ 

«3^+/Ss*— 98^ «8 1 

Oder auch 

x^+ y^ — 7ti X — cci y — ^i 
a® + 2/* - 31^ » - «2 ^ = 0, 

x — dg y-^s 

wo 5*i zur Abkttrzung gesetzt ist fOr a,* + |Sj® — In dieser 
letzten Form druckt die Gleiclrang des Hauptkreises eine Plachen- 
beziehung for seine Punkte aus (vgl. Nr. 99). 

3) Haben drei Kreise dieselbe Potenzlinie, so gibt es un- 
endlich viele gemeinsame Orthogonalkreise; denn die Bedingungen 
Ton Nr. 116 ergeben die Aquivalenz der drei OrtbogonalitSts- 
bedingungen mit nur zweien. 


k, {x, y) = 
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4) Sind A und B die Endpnnkte des Durclimessers eines 
Kreises so gelit die Polare von A in bezug auf irgend einen 
Ortliogonalkreis von h dnrch den Pnnkt J?. 

6) Der Hauptkreis von drei Kreisen ist der Ort der Punkte, 
deren Polaren in bezng anf die drei Kreise sick in einem Punkt 
sckneiden, namlicli im entgegengesetzten Endpunkt des Durclimessers 
des Hauptkreises. 

Hieraus folgt seine Gleicbiing in der Determinantenform 

+ hV — TTi, X — ^ - ft 

+ hy - ^25 ^ — "25 y — h = ^5 

+ hy — ^35 ^ — "35 y — h 

die auck aus der ersten Determinante in B. 2) durck Umformung 
der ersten Zeile in 0, 0, 0, 1 kervorgekt. 

6) Vier Kreise ft, ft, ft, gekSren demselben Netz an, wenn 

^15 "15 ft5 1 

"25 ft 5 ^ _ Q 

^35 "8 5 ft 5 ^ 

^.(5 "4; ft5 1 

Dies driickt aus, daB die Tangenten an vier solcke Kreise aus 
einem beliebigen Punkt 0 die Gleickung erfullen^®) 

OT^ ■ Mj 

= 0. (Vgl. Nr. 99.) 

7) Der Radius q eines Kreises des Netzes (31) wird bestimmt 
durck 

(ft + ft + ft)^?^ ft^(>i^ + ft^^2^ + 2ftft^^i^2 7 i2 

+ 2 ft ft ^2 ^3 cos ^23 H" 2 ft ft cos ^3^ , 

wobei ya den Winkel bezeicknet, unter dem sick die Kreise ft 
und ft sckneiden. Die Parameter der Nullkreise des Netzes (Punkte 
des Hauptkreises) geniigen also einer Gleickung zweiten Grades. 
Eine andere Beziekung ist 

(ft + ft + ft) ^ = ft ^>1 cos yi + 1^9% yg + hQs cos yg, 

wo yi den Winkel bedeutet, -unter dem sick die Kreise Iciix^y) — 0 
und ftft {x, y) + ftft {x, y) + ftft y) ^ 0 sckneiden. 

8) Die auBere Aknlickkeitsackse der drei Kreise 

ft- {x^ y) = x^ 2c(iX — + TCi =» 0, (i 1, 2, 3) 

= oci^ + — 9i^ 
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hat die Gleichung 

0 X y 1 

?i k ^ =0. 

92 “2 ^2 1 

93 “s h 1 

Die Koordinaten des zu \ und Tc^ gehSrigen auBeren Ahnlich- 
keitspunktes sind dnrch (10), S. 234 gegeben; analoge Werte 
haben die Koordinaten von ^13 und -P28- Die Gleichung der Ver- 
bindungslinie Pi 2 ^i 3 ^^Igt leicht in Gestalt der soeben erwahnten 
Determinante; ihre Symmetrie zeigt, daB die Gerade P 12 -^13 auch 
durch Pjg geht. 

Die Gleichungen der drei inneren Ahnlichkeitsachsen ergeben 
sich, wenn man der Eeihe nach Qi durch — qi ersetzt (i == 1 
Oder 2 oder 3). 

123. Beruhningskreise zu drei gegebeneu Kreisen. 
(Problem des Apollonius.) Wir woUen nun die heiden Kreise 
V und Tc" leiracJiten, die die drei gegeben&^i Kreise \ 

gleichartig leruhren; es soil also W jedm der drei Kjreise ent- 
weder unter dem Winkel 180® oder jeden unter dem Winkel 0® 
beriihren (vgl. S. 240), und gleiches soli ftir gelten. Es 
wird sich zeigen, daB es tatsaehlich nur zwei solche Kreise 
gibt. Die drei gegebeneu Kreise mogen von in C/j, JPg? 
von in Ki, Fg, Fg beruhrt werden; die Mittelpunkte von 
\ seien K^, Kg, Kg, die von und k^^ seien K' 
bez.K^ Vgl. Fig. 66. 

Die Kreise A' und 7c'' mussen nach S. 241 die Steinerschen 
Potenzkreise ^ 12 , pgg, pg^ rechtwinklig schneiden. Nun bilden 
aber alle Kreise, die und gleichzeitig unter rechtem 
Winkel schneiden, nach S. 243 ein Busch el; diesem Biischel 
gehoren neben V und fc" die auBere Ahnlichkeitsachse ^2-^23 
und der Kreis der Hauptkreis des Netzes (31), an, denn 
ks schneidet alle Kreise des Netzes (31) rechtwinklig, also 
auch die Kreise 2^12 nnd p^g. Die Mittelpunkte von Jfc', /c" 
und kg liegen daher auf einer zur Ahnlichkeitsachse ^*12^23 
rechtwinkligen Geraden, und diese Ahnlichkeitsachse schneidet 
ks in zwei Punkten, durch die auch V und Aj" hindarchgehen. 

Betrachten wir nun die Kreise k^^ \ und V, Sie be- 
stimnaen zu je zweien eine gemeinsame Potenzlinie, im ganzen 
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also drei solche Geraden , die durch einen nnd denselben 
Punkt J gehen. Die Potenzlinie von fc, und Jc^ ist die scbon 



erwahnte auBere l.lmliclLkeitsaclise, die Potenzlinie von Ic^ und 
\ ist durch diese Kreise bekannt. Auch die Potenzlinie von 
und Jc.j d. h, die Tangente von \ im Punkte muB durch 
J gehen ebenso wie die Tangente von \ im Punkte V^. 

Hiernach erfordert die KonstruUion der Kreise W und 
die die drei gegebenen Kreise \y /cg gleichartig beriihren, 
die Zeichnung der folgenden Geraden und Kreise: Zunachst 
bestimmt man das gemeinsame Potenzzentrum S von \ 
und Tc^ und zieht urn S als Mittelpunkt den Kreis der durch 
die Beriihrungspunkte der von S bxl \ gelegten Tan- 

gentenpaare geht. Hierauf zieht man die auBere Ahnlichkeits- 
achse J?12^23 und schneidet sie mit der Potenzlinie von 
und \ in J\ die von J an \ gelegten Tangenten liefern 
alsdann die Beriihrungspunkte der gesuehten Kieise W und 
mit sie liegen offenbar auf dem Kreis mit dem Durch- 
messer Die Geraden und schneiden endlich 
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das von S auf die auBere Almliclikeitsaclise gefallte Lot in 
den gesuchten Mittelpnnkten K” von Jc^ und 

Es sei nock erwalint, daB S auf der Geraden liegt. 
Zum Beweis ziehe man um J als Mittelpunkt einen durch 
und gekenden Hilfskreis li. Dieser sckneidet \ recht- 
winklig, ebenso Z;,, denn die Potenzlinie von \ und gekt 
durch J, Somit schneidet "kg auBer \ auck den Hilfskreis h 
recktwinklig, der Mittelpunkt 8 von liegt also auf der 
Potenzlinie von \ und k, d. k. auf 

Femer ist die Potenzlinie von k^ und \ zugleick die 
Polare von 8 in kezug auf denn gekt durck die Be- 
riikrungspunkte der von 8 an k^ gelegten Tangenten. Endlick 
ist die Gerade die Polare von J in kezug auf k^^ sie 

gekt also auck durck den Pol der auBeren Aknlickkeitsackse 
in bezug auf \ (vgl. S. 223) und kann daker stets als Ver- 
bindungslinie von 8 mit dem eben genannten Pol gezeicknet 
werden. Ebenso geken die Verkindungslinien der auf k^ bez. 
auf k^ gelegenen Berukrungspunkte der Kreise W und durck 
den Pol der auBeren Aknlickkeitsackse in bezug auf k^ bez. k^. 
Solange J auBerkalb des Kreises \ liegt, sind die Punkte 
und damit auck die Kreise V und W reell. Ist der 
Kreis k^ reell, so gilt das gleiche auck von der vorkin an- 
gegebenen Konstruktion von V und k'\ Liegt jedock 8 inner- 
kalb \ (und daker auck innerkalb k^ und k^, so ist kg nicht 
mekr reeU, die Potenzlinie von \ und kg laBt sick alsdann 
nickt mekr wie vorker zeicknen; jedock ist sie als Polare von 
8 in bezug auf k^ reell konstruierbar. 

Aber man kann auck okne Benutzung der Polarentkeorie 
zum Ziel gelangen. Bei der Konstruktion von k^ und kann 
namlick an Stelle des Kreises k, auck irgend ein anderer Kreis 
benutzt werden, der die Potenzkreise und reckt- 
winklig sckneidet. Denn J ist ein Punkt gleicker Potenz fiir 
die Kreise \ und zugleick ist die auBere Aknlickkeits- 
ackse Potenzlinie fiir aUe Kreise, die P 2 s recktwinklig 

sckneiden (vgl. S. 248), also auck fiir die Kreise k^ und 
Daker kat J die gleicke Potenz in bezug auf die vier Kreise 
kitj k' und kQ. Die Mittelpunkte der Ortkogonalkreise von 
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^^2 JPss auf dem von 8 au£ die Ahnlichkeitsachse 

gefallten Lote; an Stelle von kann man also irgend einen 
Kreis \ benutzen, dessen Mittelpunkt Kq anf diesem Lot liegt, 
wahrend er zugleich rechtwinklig schneidet. Man wable 
mitbin auf p^^ beliebigen Punkt JS/ nnd ziebe in ibm 

die zngeborige Tangente; ibr Scbnittpunkt mit jenem Lot ist 
Kq, nnd Icq ist alsdann der nm Kq als Mittelpunkt mit KqE 
als Radius gezogene Kreis. Die Potenzbnie von Jcq und \ 
gebt wieder durcb und sind wie vorber die Be- 

riibrungspunkte der von J an \ gelegten Tangenten. 

Solange reell ist, wird man zur Konstruktion diesen 
Kreis benutzen. Wird jedocb \ imaginar, so scbneiden sicb 
die Kreise \ und \ in zwei reellen Punkten (ebenso und /cg 
sowie ^3 und Tc^, und durcb diese beiden gebt aucb der Kreis 
mit dem Mittelpunkt denn er gebort dem durcb und \ 
bestimmten Biiscbel an (vgl. S. 241). Man kann bier den vor- 
bin erwabnten Punkt E mit einem der Scbnittpunkte von \ und 
zusammenfallen lassen; das in E auf PPjg erricbtete Lot 
scbneidet alsdann den Punkt Kq aus, so daB man den Kreis 
nicbt notig bat. 

SucM man die beiden Kreise, die mei der Kreise \,Tc 2 , 
gleichartig, den dritten ungleichartig beruhren, so tritt an Stelle 
der du^eren JJinliclikeitsachse eine der drei ubrigen AhnlicJikeits- 
aclisen (vgl. S. 246)5 die Jiierdurch bedingte Anderung der Kon- 
struktion ergibt sich von selbst, 

Man erkennt, daB es im ganzen acht Kreise gibt, die drei 
gegebene Kreise berubren.^®) 

124. Es soil nun die Aufgabe bebandelt werden: die 
Kreise zu bestimmen, die drei gegebene Kreise unter den 
vorgegebenen Winkeln sebneiden. Wir werden 

seben, daB es aucb bier zwei Kreise k^ und Jfc'' gibt, die die 
gegebenen Kreise entweder alle zugleicb unter den vorgegebenen 
Winkeln oder alle zugleicb unter den zugeborigen Supplement- 
winkeln scbneiden. Denn die Kreise, die zwei gegebene Bieise 
\ und ^2 unter den Winkeln und y^ scbneiden, und die 
Kreise, die^ und ^2 ^^iter den Winkeln 180®— und 180® — yg 
scbneiden, bilden eine zusammenbmgende Scbar,* den Uber- 
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gang bilden die Oeradm^ die \ und Jc^ unter den Winkeln 
nnd y^ schneiden (oder unter den Winkeln 180®— 180® — yg, 
wenn man den Durcblaufssinn der Greraden umkebrt). 

Die gesucbten Kreise 7c' und 7;" miissen nach (26) die 
Kreise 

(36) I y) = ^ 

^ ^ Uis = ?8 cos Ysh y) - Qi cos (^j 2 /) = 0 

recbtwinklig scbneiden, deren Mittelpunkte As ('^ 1 ) 

die Eoordinaten haben: 

(hQs cQsy2~^ei QQS yi ft ga cos - fe gt C08 71 
Qi cos 7a ~ cos 7i ^ Pa cos 72 - cos 7i 

0^1 gs CQs 78 •“ ^8 gi QQQ n ft Ps QQs ys — fe Qi <^Qs yi . 
es cos 78 - p, cos 7, ^ Pg cos 78 - cos 7i 

Ziebt man also von Eg und Eg aus drei parallele 
Strecken von den Langen cos y^, pg cos y^^ pg cos so geht 
die Verbindungslinie der Bndpunkte der ersten und zweiten 
Strecke durcb J/^g, die der Endpunkte der ersten und dritten 
Strecke durcb Dabei sind diese Strecken von gleicbem 
Oder verscbiedenem Ricbtungssinn, je nacbdem ibre Vorzeicben 
gleicb oder verscbieden sind. 

Nun geboren alle zu und ortbogonalen Kreise nacb 
S. 243 einem Biiscbel an, das aucb die Kreise Jc\ h und 
die Grerade ij^As ©ntbalt; dabei ist hs wieder der gemeinsame 
Ortbogonalkreis von k^, k^. Die Kreise V und 7c" geben 
daber durcb die Scbnittpunkte von ks mit der Geraden 
und ibre Mittelpunkte und jK" liegen auf dem Lot SM^ 
das von S, dem Mittelpunkte des Kreises k^, auf X 12 A 3 g®fallt 
wird. Jetzt zeicbne man die Gerade f, die die Kreise \ und \ 
unter den Winkeln y^ und yg scbneidet; sie gebt durcb X^g 
und bertihrt den um mit dem Radius p^^ cos y^ gezogenen 
Ejreis. Ist c die gemeinsame Potenzlinie von \ und \ und 
bildet diese mit f den Winkel y, so miissen aucb 7c' nnd fc" 
die Gerade c unter dem Winkel y scbneiden. 

Nacb den Realitatsverbaltnissen unterscbeiden wir jetzt 
mei verschiedene Fdlle, 



Kreise von gegebenen Scbnittwinkeln mit drei anderen Kreisen 253 


1) Die Sclmittpunkte von mit der Greraden ^12 As 

reell, sie seien A und B MB [Fig. 67]). Alsdaim 

geben die Kreise W nnd durcb A und B und sie scbneiden 

die Gerade c unter dem Winkel y. 

2) Die Gerade ^ 12^3 keine reellen Punkte 

gemeinsam (hierzu gebort aucb der Fall, da6 hg imaginar ist). 
Dann bestimmen Icg und Kreisbuscbel, das zwei 



Nullkreise entbalt, sie seien D und E, Zu diesem Biiscbel 
gibt es ein Biiscbel ortbogonaler Kreise, dem aucb die Kreise 
und angeboren, da sie zu 'kg und zu der Geraden ^12 As 
orthogonal sind. Die Potenzlinie von ^is Gerade 8M) 

wird nacb einem friiberen Satze (S. 243) von diesen Kireisen 
in den Punkten D und E gescbnitten, wobei M die Strecke 
DE balbiert (Fig. 68). Wir konstruieren bier einen Hilfs- 
kreis \ der durcb D und E gebt und von c unter dem Winkel 
90® — y gescbnitten wird. Sind P und Q die Scbnittpunkte 
von h mit c, so scbneiden die in P und Q gezogenen Tan- 
gen ten von h die Gerade 8M in den Mittelpunkten 
der gesucbten Kreise k\ deren Badien K^P und K!^ Q sind. 
In der Tat werden diese Kreise von c unter dem Winkel y 
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gescliiiitten, zugleich sind sie orthogonal zn h nnd 8M^ also 
auch zu ^12 nnd als Kreisen des dnrch h nnd 8M bestimmten 
Biischels. 

In beiden F^len ' schneiden die gefondenen Kreise ¥ 
nnd die Kreise nnd rechtwinklig nnd die Gerade c 



Pig. 68. 


nnter dem Winkel y. Aber alle Kreise, die nnd c unter 
konstanten Winkein schneiden, treffen auch jeden Kreis des 
dnrch nnd c bestimmten Biischels nnter konstanten Winkein. 
Nun sind ¥, nnd f (in eine Gerade ausgeartet) solche Kireise; 
folglich schneiden V nnd 7c'' den Kreis \ nnter dem Winkel 


Kreise von gegebenen Scbnittwinkeln mit drei anderen Kreisen 255 

\ unter dem Winkel AUe Kreise, die \ uuter dem Winkel 
y^ und Zi3 rechtwinklig sclmeiden, treflfen aber den Kreis ^*3, 
der dem dnrch \ und bestimmten Biiscbel angebort, unter 
dem Winkel y^, Diese Bemerkungen sind nocb dabin zu er- 
ganzen, daB, wenn y^ der Supplementwinkel eintritt, aucb 
gleicbzeitig fur y^ und y^ die Supplementwinkel eintreten. 

Die bier gescbilderte Losung des Problems erfordert in 
beiden Fallen die Konstruktion eines Kreises, der durcb zwei 
reeUe Punkte A, B (bez. D, JEI) gebt und die Grerade c unter 
dem Winkel y (bez, 90® — y') scbneidet. Urn ibn zu erbalten, 
ziebe man (Fig. 67) durcb M recbtwinklig zu f eine Gerade 
und scbneide diese mit c in JV; der um M als Mittelpunkt 
mit MN bIs Radius gezo^ne Kreis m scbneidet die Gerade c 
unter dem Winkel y. Sind G und H die Scbnittpunkte von SA 
mit m und ziebt man durcb A zu OM und zu HM eine 
Parallele, so treflfen diese Parallelen die Gerade SM in den 
Mittelpunkten bez. der gesucbten Kreise Z;', und 
K^A bez. K”A sind die zugeborigen Eadien. Denn S ist 
Abnlicbkeitspunkt der Kreise m und ft' und ebenso fiir m 
und ft"; daber scbneiden die drei Kreise m, ft', ft" die Gerade c 
unter demselben Winkel y, 

Ganz abnlicb erbalt man im zweiten Falle den Hilfskreis ft 
durcb D und JSJ, der c unter dem Winkel 90® — y triflffc 
(Fi^ 68). Man ziebe durcb M eine Parallele zu f und 
scbneide sie mit e in N] der Kreis m mit dem Mittelpunkt M 
und dem Radius MN triflft c unter dem Winkel 90®— y. 
Der gesucbte Kreis ft gebt durcb D und F/, sein Mittelpunkt JS 
liegt also auf zugleicb soli er c unter dem Winkel 

90® — y scbneiden. Hiernacb ist der Scbnittpunkt T von c 
und Agiis ein Abnlicbkeitszentrum von ft und m. Man 
scbneide also TD mit m in einem Punkte F und ziebe durcb 
D eine Parallele zu sie scbneidet Mittel- 

punkt H des Kreises ft, und HD ist dessen Radius. 

Hier ist nocb eine Bemerkung uber den Kreis Zjg zu 
macben, der aus SM die Punkte D und E ausscbneidet. Er 
gebort dem Buscbel der Kreise \ und ftg an. Scbneiden sicb 
diese beiden in reellen Punkten, so gebt daber aucb durcb 
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ilire Sclinittpimkte hindurcli. Haben aber \ und \ keine 
reellen Scbnittpunkte, so ist reell; da aber D und E die 
ITullkreise des durcb h und ^ 12^8 bestimmten Biischels sind, 
ist 3£D ^ ME so groB wie die Lange der von M an Tcs ge- 
legten Tangenten. 

Die angegebenen Konstruktionen von W und i'' sind 
daber in alien Fallen reell durcbfuhrbar, solange es xiber- 
baupt reelle Kreise W, ft'' gibt. 


B. 1 ) Wenn der Kreis a | | jr durcb di*ei feste Kreise ai \ | 

(i = 1 , 2 , 3 ) unter Winkeln yg? ^3 gescbnitten werden soil, 
die durcb ihre Kosinus bestimmt sind, so bat man zunScbst zwiscben 
seiner Gleicbung 

2ax 


und den Scbnittwinkelbedingungen 

7Ci+ 2 q Q i cos yi — 2aoci— 2 jS jSj + jt = 0 


die Grofien a, 


j3, % zu eliminieren. 
x^ + X 

+ 2()^i cos y^ ttjL 

^2 + ^^>^2 yg ag 

^8+ 


Man erbalt 


y 1 

^1 1 

^2 ^ 

^8 ^ 


= 0. 


Die Ausrecbnung dieser Determinante ergibt einen Ausdruck von 
der Form L {p(? + 2 /^) + 2 Ax + 2By + (7=0, wo -4, B und C 
den Eadius q des gesucbten Kreises linear entbalten. Andrerseits bat 

man offenbar ^ ^ + C7L = 0, 

eine quadratiscbe Gleicbung fur jede ibrer Wurzeln liefert nacb 
Einfubrung in die Determinante an Stelle von q die Gleicbung 
eines Kreises, der die drei gegebenen Kreise unter den Winkeln 
yi, yg, yg scbneidet. 

Fur yj-= y n; erbalt man wieder die Gleicbung {x^ y) G, 
mit yi = 0 bez. = 7t die Gleicbung der berubrenden Kreise zu drei 
gegebenen (Nr. 123). 

2) Die Kreise, die drei gegebene Kreise unter gleicben Winkeln 
scbneiden, bilden ein Biiscbel, das die auBere l.bnlicbkeitsacbse 
zur Potenzlinie bat. Naturlicb entbalt dieses Biiscbel aucb den 
Ortbogonalkreis der drei gegebenen Kreise. 

Man erbalt die Gleicbung des Biiscbels, wenn man in der 
Determinante des vorbergebenden Beispiels =“ ys = yg = y und 
2^ cos y = 1 setztj dies ergibt 
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+ X y 1 0 X y \ 

«i ft 1 +A Cl «i Pi 1 ^0. 

«2 Pa 1 Ca «2 Pi 1 

«8 «8 Ps 1 Ps «8 P8 1 

Die erste Determinante in dieser Gleiobung stellt, gleicb Null 
gesetzt, den Ortbogonalkreis, die zweite die auBere l-hnliobkeits- 
acbse dar (vgl. B. 8, S. 247 f.). 

Die Berecbnung des Eadius ^ des einem bestimmten Wert 
des Parameters X entsprecbenden Biischelkreises ergibt eine Be- 
ziebung zwischen q und 1, die vermSge 2 cos y == A, sofort in eine 
Beziehung zwjscben y und X ubergefulirt werden kann; diese ist 
in X vom zweiten Grade. 

Es drangt sich hier natiirlicb die Erage auf, was fiir Be- 
ziehungen die durcb den Hauptkreis und eine der anderen Abnlich- 
keitsachsen bestimmten Biiscbel zu den drei gegebenen Elreisen 
baben. Die Gleicbung eines solcben Biiscbels ergibt sick dadurcb, 
daB man in der vorbin gegebenen Gleicbung bei oder 
q^ das Vorzeicben andert. Man findet leicbt, dafi der Hauptkreis 
mit den AhnlichJceitsachsen als Potenzlinien vier BUschel von Kreisen 
l)estimmt, die die drei gegetenen Kreise unter WinTceln von gleidhen 
Kosinuswerten sclineiden, 

125. Inversion, Ist ein Kreis J vom Mittelpunkt 0 und 
dem Radius k gegeben, so kann man zu einem beliebigen 
Punkt P der Ebene einen Punkt P' auf demselben Halb- 
strakl OP so bestimmen, daB das Produkt OP • OP^ konstant 
gleicb ist. Zwei Punkte P und P' entsprecben sick daber, 
wenn ibre Radienvektoren aus 0 
der Ricbtung und dem Sinne nacb 
zusammenfallen und der GroBe nacb 
reziproke Werte ergeben, wenn man 
% als MaBeinbeit nimmt, so daB 
OP' : = 1 : (OP : >c) ist. Die nach 
dieser Methode der Zuordnung nach 
reziprolcen Badien sich entsprechenden 
Punkte P, P' hei^en inverse PunTde, der Punkt 0 hei^t Zentrum 
der Inversion, der Ereis J hei/3t Inversionskreis oder Hauptkreis 
(DireUrix) der Inversion (Fig. 69). Man sagt aucb, daB der 
eine der beiden Punkte P, P' aus dem anderen mit Hilfe einer 
Transformation durch reziproke Badienvektoren bervorgebt.®®) 

Salmon-riedlex: anal. G-eoxo. d. Kegelsclm. 8. Aufl. 17 
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Nimmt man das Inversionszentram zum JSTnllpunkt eines 
Systems von Polarkoordinaten, so erhalt man aus den Polar- 
koordinaten t | d' eines gegebenen Punktes die Koordinaten | 
des inversen bei gegebenem Inversionskreis einfach gemaB 
(37) rr^ ^ S' S'. 

Zn recbtwinkligen Koordinaten oaji/jiv'iy ubergebend folgen aus 
+ 2 /^ • y:x=^y':x' 

die Transformationsformeln der Inversion: 

^ ^ jjj/2 _j_ y ^ -j- 2/2^ U ^2 _j_ 2/2 

Sehen wir zunachst vom Inversionszentrum ab, so ent- 
spricbt nacb. diesen Formeln jedem reellen Punkt P der Ebene 
ein und nur ein inverser Punkt P', denn x'\y' sind rational 
ausgedruckt durcb x\y. Umgekebrt wird aucb zu P' ein- 
deutig P als invers erhalten. Jedem reellen unendlicb femen 
Punkt jedocb entspricbt stets das Inversionszentrum, und um- 
gekebrt entspricbt diesem jeder unendlicb feme Punkt als 
invers. Das Zentrum ist also der einzige reelle Punkt, zu 
dem der inverse nicbt eindeutig bestimmtist. DieEindeutigkeit 
der Beziebung gilt wiederum uneingescbrankt von imaginaren 
Punkten, abgeseben von denen der Vektoren absoluter Ricbtung 
C(? + y'^^Qi jedem unendlicben Punkt, fiir den y '.x^ ±i, 
entspricbt die absolute Ricbtung ± i selbst und umgekebrt. 

Nacb Nr. 110 ist bekannt, daB von Punkten P, P', fiir 
die OP • OF' = ist, jeder in der Polare des anderen be- 
ziiglicb des Kreises J liegt, oder daB inverse FtmMe Jconju- 
giert harmonische Foie in lemg mf die EndpunJcte ihres Burch- 
messers im InversionsJcreis sind. Dies liefert ein einfacbes 
Konstruktionsmittel. 

Femer darf obne Bescbrankung der AUgemeinbeit sc = 1 
Oder der Einheitskreis als Inversionskreis genommen werden, 
da dies nur bedeutet, daB x\y, x'\y' die mit « gemessenen 
Eoordinatenlangen bedeuten. Daber sollen unter Inversions- 
formeln weiterbin einfacb verstanden sein 



(39) 


x' 2 /" 


X 



Beziproke Badien und zirkalare Inversion 
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Mechaniscli verwirkliclit wird diese Transformation durch 
den schon in Beispiel 7 zn Nr. 108 erwalinten ,jlnversor^‘ yon 
PeaucelUer. 

$ 126. Beschreibt der Punkt P eine Kurye, so erzeugt 
gleicbzeitig der inyerse Ptmkt P' eine Knrye, die man die 
Inverse zur ersten nennt. Hier gilt yor allem der Satz: die 
Inverse m einem Kreis ist stets wiederum ein Kreis. 

Denn, lantet die Grieicliung eines gegebenen Kreises To 
(40) To {Xy y) = x^+ 2ccx — 2^y + jc ^ 0, 


so erhalten wir fiir den inversen Ort durcb die Substitution 
(39) die Grleicbung 


1 — 2ccx' — 2/Jy' 


+ 3E = 0. 


1st also at ^ 0, so ist die Inverse der Kreis Tc^ von der Grleicbung 


(41) Jc' (x', y’) = x'^+ y'^—2^ x'— 2 ^ J/' + | = 0, 


dessen Mittelpunkt und Radius somit folgen aus 
(42) ' a' =» a : ar, jS' = : ar, : at®. 

Die Mittelpunkte inverser Kreise sind daber nicbt invers. 

Zwei Kreise, von denen der eine aus dem anderen durcb 
Inversion bervorgebt, scbneiden den Inversionskreis in den- 
selben Punkten, denn ein jeder bat mit ^ 1 dieselbe 

Potenzlinie — 2ax ■— 2Py + tjt + 1 = 0. Die Wink el, unter 
denen die Kreise To und Tc^ den Inversionskreis scbneiden, sind 
ibrer GroBe nacb Supplementwinkel; dabei ist die Definition 
des Scbnittwinkels nacb S. 240 zugrunde gelegt. ITbrigens 
durcblaufen offenbar P den Kreis To und P' den Kreis To^ nicbt 
in demselben Sinn, sondern inverse Figuren haben stets ent- 
gegengesetzten Drehungssinn, 

Die Inverse eines Kreises g, der durch das Inversionszentrum 
geTity ist eine Gerade g\ namlicb seine Potenzlinie mit J. 
Denn fiir at = 0 lautet die inverse Gleicbung 
•— 2ax^ — 2jS2/' + 1 == 0; 

sie stellt die Gerade von den Koordinaten — ■2cc|~-2j3 dar. 
XJmgekebrt ist die Inverse einer Geraden ein durcb 0 und 
durcb die Scbnittpunkte der Geraden mit J gebender Kreis. 

17 * 
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Lisbesondere entspreclim Strahlm durch das Inversionszentrum 
sick seTbst. Man erkennt beides dnrcb Einfiihrung von (39) in 
a^x + a^y + ^3 = 0 . 

Diese Satze sind unter dem ersten allgemeineren mit um- 
faBt, wenn man wie in Nr. 99 ein aus einer Greraden und dem 
Unendlicbfernen bestebendes Q-eradenpaar als Grenzform eines 
Kreises ansieht. Denn in der Tat entspricht dem Punbt 0 
das ganze TJnendlicbferne, also konnen den iibrigen Punkten 
eines durch 0 gehenden Kreises nur noch Punkte einer 6 e- 
raden entsprechen. 

Die Inversen der Kreise eines Buschels bilden ebenfalls ein 
EreisbUschely denn die Paare gemeinsamer Schnittpunkte sind 
invers. 1st insbesondere das Inversionszentrum ein Gnind- 
punkt des Buschels, so ist die inverse Figur ein Strahlen- 
buschel. 

Der Inversionskreis ^ 1 ist der Ort der zn sich 

selbst inversen Punkte. Damit aber hberhaupt ein Kreis mit 
seinem Inversen zusammenfalle, ist notwendig und hinreichend 

1 , da nur dann a' =. a, = /3, jtc' = 1 , 9 ' = p ist. Ein 
solcher Kreis schneidet aber J rechtvrinklig (Nr. 121). Auch 
umgekehrt ist jeder Orthogonalkreis des Haupfkreises m sich 
seTbst invers, und jeder Strahl aus 0 schneidet den Orthogonal- 
kreis in einem Paar inverser Punkte. Die Dmkehrung konnen 
wir auf die Form bringen: Jeder durch ein Paar inverser 
Punkte gehmide Kreis ist mm Hauptkreis orthogonal, denn da 
seine Schnittpunkte mit J sich selbst entsprechen, deckt er 
sich mit seinem Inversen. Die einzigen zu sich selbst inversen 
Geraden sind die Strahlen aus dem Inversionszentrum. 

« 127. Isogonalitat. Von grundlegender Bedeutung fur 
die U’bertragung geometrischer Eigenschaften einer Figur auf 
ihre Inverse sind die Proportionen in Nr. 126 
(43) a : : 1 = a' : : 51 ;', =» 1 : sc, 9 ^ : 31 ; = 

die zunachst ausdrucken, daB inverse Kreise k, W in bezug 
auf das Inversionszentrum ahnlich sind. Hat man aber irgend zwei 
Kreise und pa und sind k\:aW^\\ 

und k\\u\ Inversen, so finden sich aUe die 
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Beziehungen zwischen \ und unverandert aucli wieder 
zwischen und vor, deren analytische Ausdriicke nur 
von Quotienten wie 


(44) 


^ ^ ^ 

92 ^' 92 ^^ 91 ^ 92 ^ 


abhangen, da diese ibren Wert nicbt audern, wenn die Bnch- 
staben obne Akzente durch die akzentuierten ersetzt werden. 
Einer der wicbtigsten Ausdriicke dieser Art ist der fUr das 
Quadrat des Kosinus des Winkels y, unter dem sicb die Kreise 
und scbneiden, namlicb nach (23): 






1=1 

i j 


Ist der Scbnittwinkel der zu \ und \ inversen Kreise Tc\j 
so findet die Beziebung statt 

(45) cos^ y = cos® y', cos y' =* ± cos y. 


(Nacb der Ausdrucksweise von Nr. 91 sind die Quotienten 
(44) Invarianten der inversen Transformation zu nennen.) 

In der Definition des Scbnittwinkels zweier Kreise auf 
Grrund der Pormel (23) (S, 240) sind die Radien der beiden 
Kreise ibrer Natur nacb als positive GroBen vorausgesetzt. 

Halt man bieran fest und beacbtet, daB nacb (43) 
ist, so folgt, daB in der Formel == p : (+ %) der Nenner 
positiv sein muB, man also das Plus- oder Minuszeicben zu 
setzen bat, je nacbdem % positiv oder negativ ist, d. b. je 
nacbdem das Inversionszentrum 0 auBerbalb oder innerbalb 
des Kreises Iz liegt. Man bat daber den Satz: Der WinTzel 
^weier Kreise ist gleich oder supplementdr mit dem iJirer Inversen^ 
je nacbdem das Inversionszentrum innerbalb oder auBerbalb 
der beiden, oder innerbalb des einen und auBerbalb des ande- 
ren liegt. 

Da sonach uberhaupt WinTtelgrbfien durch Inversion nicht 
geandert werden, inverse Figuren also gMchwinhlig oder isogonal 
sind, so Tieifit die Transformation nach rezvgroken Badien eine 
isogonale Verwandtschaft?'^) 

Wenn man durcb diese Transformation eine aus Kreisen 
und Geraden bestebende Pigur obne Inderung der Winkel in 
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eine wieder nur Kreise und Geraden enthaltende Figur ver- 
wandelt, kann man oft bedeutende Vereinfachungen derselben 
erzielen. Man verfugt in dieser Absicbt Tiber die Data der 
Inversion passend so, daB man einen besonderen Punkt der 
Figur zum Inversionszentnim oder einen ausgezeichneten Kreis 
der Figur zum Inversionskreis walilt. 

Anwendungen dieses Prinzips enthalten die B. und 
Nr. 128. 

B. l) Ein beliebiges Kreispaar Jc^ kann stets in ein 
Paar kongruente Kreise verwandelt werden; man bat zu diesem 
Zweck das Inversionszentrum 0 in irgend einem Punkt des SuBeren 
Oder des inneren Steinerschen Potenzkreises anzunebmen, je nacb- 
dem und gieicbe oder entgegengesetzte Yorzeicben baben. 

Denn die Forderung bat zur Folge 

Ygl. femer S. 241 — 243. 

2) Zwei beliebige Kreise obne reelle Scbnittpunkte 

konnen durcb Inversion in konzentriscbe verwandelt werden. 

Dazu muB das Inversionszentrum 0 so gewablt werden, daB 
also auch l/ai® + : Ya./ + jS/ “ 

ist, es miissen also die AbstSnde des InversionszentiTims 0 von 
den Mittelpunkten der beiden Kreise \ den Potenzen von 0 
in bezug auf Ajg proportional sein, Man kann zeigen, daB dies 
eintritt, weim 0 ein Grenzpunkt des durcb \ und \ bestimmten 
Biiscbels ist. Jedes Bilschel oline reelle Grundpimkte ist also m 
einem Bilschel konsentrischer Kreise invers, 

3) Drei beliebige Kreise mit reellem Ortbogonalkreis konnen 
in solcbe mit gemeinsamer Zentrale verwandelt werden. 

Als Inversionszentrum geniigt ein beliebiger Punkt ibres 
Ortbogonalkreises , denn die Inverse dieses Kreises wird eine Ge- 
rade, die die Inversen der gegebenen Kreise orthogonal, d. b. als 
Durcbmesser scbneidet. Ein Netz mit reellem Hauptkreis ist 
somit zu der Gesamtbeit der Kreise einer gemeinsamen Zentrale 
invers. 

^ 128. Distanz-, Tangenten- und ‘Winkelbezieliungen. 
Zwiscben vier Pankten 1, 2, 3, 4 eiuer Geraden bestebt (vgl. 
Gl. [7] in Nr. 83) die identiscbe Streckenbeziebung 

(46) 12.34 + 14-^«13*^. 

Berdbren in jenen vier Punkten vier Kieise die gegebene 
Gerade, so konnen wir die Strecken als die Langen der ge- 
meinsamen Tangenten der Kieise bezeicbnen, zwiscben denen, 
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nach Division durcli die Quadratwurzel aus dem Produkt aller 
Radien^ die Beziekung stattiSndet 

I2 . 34 4. 14 ^ 23 ^ 13 ^ ^ 

^ ^ ^4 ^4 V^’a V^’l V^S ^4 

Wenn "wir nnn die inverse Figur des Granzen bilden, so 
erhalten wir aus der Greraden einen Kreis, der vier andere 
Kreise berubrt. Bezeicbnet 12 die Lange einer gemeinsamen 
Tangente der Kreise \j so bestebt zwiscben sects gemein- 
samen Tangenten der vier denselben fiinften berubrenden Kreise 
dieselbe Beziebung wie zwiscben den Strecken der Geraden^ 
weil bei der Inversion die drei Glieder der Gleichung (47) — 
abgeseben von einem und demselben den invertierten Gliedern 
gemeinsamen Faktor — unverandert bleiben. Dabei baben 
wir, je nacbdem zwei Kreise den umbiillenden Kreis von der- 
selben oder von entgegengesetzter Seite beriibren, die aufiere 
Oder innere gemeinsame Tangente zu nebmen. 

Der bekannteste Sonderfall dieser Beziebi^ ist der Ptole- 
mdische SaU: in einem Kreisviereck 1 2 3 4 ist 12 • 34 + 14 • 23 
= 13 * 24. Er entsteht, wenn die vier Kreise NuUkreise, also 
Punkte des umbuUeuden Kreises sind. Vgl. Aufg. 4 zu Nr. 99. 

Reduziert sicb dagegen von den vier Kreisen nur einer 
auf einen Punkt, so gilt die Beziebung fiir jeden Pun k t des 
die drei gegebenen berubrenden Kreises. Insbesondere sind 
14, 34 Langen der vom Punkte x | y dieses Kreises an die 

Kreise \ =» 0, \ 0, Zcg == 0 gebenden Tangenten, also gleicb 

y&j, Somlt sind die Koordinaten eines Punktes 

des Beriibrungskreises von drei gegebenen durcb die Beziebung 
verbunden®®) 

(48) ^y^± 3iy^±i2yft^=o. 

Diese Gleicbung ist, von WurzelgroBen befreit (rational 
gemacbt), vom vierten Grade, muB also nacb ibrer Entstebung 
ein Kreispaar darstellen. Sind 23, 31, 12 die Langen der 
auBeren gemeinsamen Tangenten, so stellt sie die beiden Kreise 
dar, die die gegebenen alle auBerlicb oder alle innerlicb be- 
riibren (vgl. Pig. 66, S. 249). Jst dagegen^ eine auBere und sind 
31, 12 innere Tangenten, so entstebt die Gleicbung des Paares, 
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das den Kreis 0 auf der einen nnd die beiden anderen 
auf der entgegengesetzten Seite hat. Endlich erhalten wir die 
beiden iibrigen Kreispaare, wenn wir 31 oder 12 als aufiere 
und je die anderen als innere Tangenten nehmen. 

B. 1) Sind Z, m, % die Quadrate 23^, 31^, 12^ der Langen 
der gemeinsamen Tangenten je zweier der drei Kreise 
so stellt 

0 n m \ (Xj y) 

n 0 I 

m I 0 ^3 (x, y) 

K(p,y) h{«,y) o 

eines der vorerwahnten B^eispaare dar.®^) 

Folgt mit Hilfe von (12), S. 199. Die Berechnnng der 
Determinante ergibt 

(a:, y) + {x, y) + {x, y) — 2lm\ (a:, y) \ (x, y) 

— 2mnJCi (x, y) \ (x, y) — 2nl\ (x, y) \ {x, y) = 0. 

2) Die Be^iehung ^wischen den Distangen von vier Bunlcten 
einer Ilbene,^^) 

Man seize den beiden Determinanten von Nr. 99, 4 eine aus 
einer Bins und Nullen bestehende Zeile vor und verfahre nach 
dem Gesetz der Multiplikation; das Prodnkt muB gleich Null sein, 
wed die multiplizierten Gruppen eine Zeile mehr als Spalten ent- 
halten (S. 179). Man erhalt 0 = 


1 0 0 0 

«i®+2/i® Vi. 1 

a^® + yi^ Xi Vi 1 


0 0 0 1 

1 — 2x^-2y^ Xi^+y^^ 

1 — 2x^-2y^ V+2^3® 


0 1113 

1 0 12® 13® 14® 

112* 0 ^® 24® 

»8® + y3® a=8 ys 1 


1 — 2xs—2y^ a:8®+ 2/8* 


1 13® 2?* 0 34* 

i»4®+ yt Vi 1 


1 — 2a:4— 2y^ a5/+ y^ 


1 14® ^® 0 


Die Entwickelung dieser Determinante gibt 
0= 34®- 13®- 14®— 23®- 24*} 

+ IF • ^® { 13® + 24® — 12® — 14® - ^® — 34® } 

+ 14® • 23® j Ji® + 23® — 12® - 13® - ^® - 34® } 

+ 23®- ^-42®+ 14®- 43®- 31®+ 12®-^!®- 41® + 12®- 23®-Fl®- 

Setzen wir fOx 23, 31, 12, tez. a^, a^, a^, fflr 14, 24, 34 
aber bez. q + Qi, p + ? + psi erhalten wir eine in ^ 

quadratische Gleichung zur Bestimmung der Radien der Kreise, 
die samtlich innen oder sSmtlich auBen drei Kreise berilhren, 
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deren Eadien ^3 sind und deren Mittelpunkte ein Dreieck 

von den Seiten bilden. 

Soli der gesucbte Kreis die gegebenen drei Kreise nnter Winkeln 
71 j 72? 73 scbneiden, so bat man far 14 , 24 , 34 bez. einzusetzen 
29i9COSyi, ^*+93^—2^29 008^3, 9*+ 93*— 29,9 cos 

3) Analogs Beziehnng zwiscben den LSngen der gemeinsamen 
Tangenten von fiinf Kreisen. Wir mnltiplizieren die Matrizes 


1 0 0 0 0 


0 0 0 0 1 

— 2®! —2^1 1 

u. 


— 2a;2 —^ y ^ 1 

usw. 

1 x ^ y ^ a-g 0:3*+ 2/3* - rg* 
USW. 


mit je fnnf Spalten und seeks Zeilen and erbalten nach S. 179 
eine Determinante vom Werte Null. Far 12 , asw. als Lange der 
gemeinsamen Tangenten wird diese Determinante 



0 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

12 ® 

13® 

14® 

15® 

1 

I 2 ® 

0 

23® 

24® 

25® 

1 

13^ 

^® 

0 

34® 

^® 

1 

14^ 


34® 

0 

45® 

1 

16® 


35® 

45® 

0 


Wenn der Kreis 5 die abrigen beriihrt, so werden 15, 25, 35, 45 
gleicb Null, und wir erbalten insbesondere die Beziebung zwiscben 
den gemeinsamen Tangenten von vier Kreisen, die derselbe funfte 
berGbrt, in der Form einer gleicb Null gesetzten Determinante 
vierten Grades. Sie ist das Produkt der vier Ausdrucke 

12 *^ ±^-14 ± 13 -^, 

die den vier Kombinationen der Vorzeicben entspreeben. 

4) Die Multiplikation von zwei Determinanten mit den Zeilen 

0, Xi, yi, 1, ■|■(ri*— a:«*— 2 ^i*) und 0, a:',-, y'i, 1 

far i 1 , 2 , 3, 4, 5 gibt analog eine Beziebung zwiscben den 
Kosinus der Winkel, unter denen funf Kreise eines (ungestricbenen) 
Systems von den funf Kreisen eines anderen (gestricbenen) Systems 
in derselben Ebene gesebnitten werden.”*^) Aueb bier sind ir,*, yi 
bez. a;',-, yU die Koordinaten der Mittelpunkte der Kreise. 

5) Die Beziebung, die die Abstande zwiscben vier Punkten 

1, 2, 3, 4, einer Ebene verbindet, liefert eine Beziehmg zwischen 
den Winkeln, unter denen sick vier Kreise schneiden. Denn for 
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zwei Kreise mit den Eadien nnd den Mittelpnnkten 1, 2 ist 

(mit ( 12 ) als dem Winkel ihres Sclmittes) 

12 = (>1^ “h ^2^ (^^)* 

Man erhalt somit ans der Determinante von 2) die folgende 
0 1 1 11 
1 0 52H?i*-2^Ii92COs(21) . . 

1 9 i*+ — 291^12 008(12) 0 . . = 0 . 

1 29i93Cos(13) 92®+ 29293 cos (23) 0 . 

1 9i^+9/~ 29 i93Cos(14) 92^+9/— 29294003(24) . 0 
Durcli Snbtraktion der mit bez. multiplizierten 

Elemente der ersten Spalte nnd Zeile von den entsprecbenden der 
folgenden Spalten und Zeilen ergibt sicb 

0 1 : 1 : ^2 1 : ^3 1 : 

1:^1 1 cos ( 21 ) cos (31) cos (4l) 

1:^3 cos (12) 1 cos (32) cos (42) =0. 

1 : cos (13) cos (23) 1 cos (43) 

1 : cos (14) cos (24) cos (34) 1 

Setzt man bier cos (14) = cos (24) = cos (34) = cos y, so entsteht 
ans 2 cos y == 1 eine qnadratiscbe Gleicbung zur Bestimmnng 
des Parameters 1 , der irgend einem Werte von y entspricbt. Es 
ist dies die scbon in B. 2, S, 257 erwabnte Gleicbnng zweiten 
Grades in 1 . 



Achtes Kapitel. 

HaupteigenschafteR der Kuryen zweiteR Grades. 

129. Die allgemeine G-leielnmg zweiten Grades in recht- 
winkligen oder schiefwinkligen Parallelkoordinaten oo, y 
( 1 ) + 2 a^^xy + a^^y'^ + 2 ^ 130 ; + 2 a^>^y + ^33 == 0 

Rat seeks Koeffizienten ^ 12 ; % 3 ? ^ 23 ? 

genden stets als reell vorausgesetzt werden sollen. Der durcli 
(1) dargestellte Ort wird allgemein als Kurve zweitm Grades 
Oder auch als Kegelschnitt bezeichnet.*) 

Die Natur dieser Kurven ist von den Wertverbaltnissen 
der Koeffizienten abbangig, also von funf Konstanten, denn 
offenbar haben nur die Verhdltnisse der seeks Koeffizienten 
anf die Gestalt der Kurve EinfiuB (Nr. 32 und 97), Wir 
konnen daker einem von Null versekiedenen Koeffizienten der 
Gleickung stets einen festen Wert beilegen, z. B. den Wert 
Eins, indem wir die Gleiekung durek die urspriinglieke Wert- 
ziffer dividiert denken. 

Somit sind im allgenaeinen fiinf Beziekungen zwiseken 
den Koeffizienten kinreiekend, eine Kurve zweiten Grades zu 
bestimmen. Ein Kegelschnitt ist durch fiinf seiner Punkte ie- 
stimmt. Substituieren wir namliek in die Gleiekung (1) die 

*) Aus einem in Nr. 149 erkl^rten Grunde sprickt man, statt den 
nach Nr. 27 zn erwartenden Ansdruck „Ktirve zweiter Ordming“ zn 
brancken, meist vom Grade dieser Enrve. Wir werden spater beweisen 
(Teilll), dafi der durek eineEbene in einem Kreiskegel gemackte Sebnitt 
eine Kurve zweiten Grades ist, und umgekehxt, da6 es keine Kurve 
zweiten Grades gibt, die nickt als ein solcber Kegelscbnitt betraebtet 
werden kann. Unter diesem Gesiebtspunkt sind die Kurven zweiten 
Grades sebon von den alten griecbischen Geometem, besonders von 
A:poTlonius (etwa 250 — 200 v. Cbr. Geb.), untersuebt worden. Wir ge- 
denken dieser Eigensebaften, weil wir es oft passend finden werden, 
die Bezeiebnung „ Kegelscbnitt “ statt der l§<ngeren Benennung „ Kurve 
zweiten Grades “ zu gebraueben. 
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Koordinaten usw. jedes Punktes, durch den die Kurve 

gelien soli, so erhalten wir fur fiinf Punkte ftinf Gleichungen 
zwiscken den Koeffizienten, die homogen und linear in den- 
selben sind und somit zur Bestimmung der fiinf Quotienten 

^ 11 : «337 ^12 = « 3 s ^sw. geniigen. 

'Die einem Kegelschnitt vorgeschriebenen Bedingungen 
konnen auch in anders gearteten Beziehungen zwischen den 
Koeffizienten ihren Ausdruck finden. So haben wir in Nr. 62 
gezeigt, dafi die Gleichung zweiten Grades zwei Geraden darstellt, 
sobald die als Diskriminante bezeicbnete Koeffizientenfunktion 
A verschwindet. Nach den Ergebnissen von Nr. 97 uud 103 
ist der Kreis ein Kegelschnitt, dessen Gleichungskoeffizienten 
zwei Bedingungen unterliegen. 

Es ist eine Aufgabe des gegenwartigen Kapitels zu zeigen, 
was fiir Arten von Kurven zweiten Grades durch eine Gleichung 
von der Form (1) dargestellt werden konnen, und einige Eigen- 
schaften zu entwickeln, die ihnen alien gemeinsam sind. Dazu 
liefern die beiden vorhergehenden Kapitel manche Beispiele, 
wenn auch in besonderer Form. 

130. Eine Eigenschaft der Kurven zweiten Grades ist 
sofort ersichtlich: sie werden im allgemeinen von jeder Geraden 
Hirer Ebene in mei FunJcten getroffen. Dies folgt daraus, dafi 
bei der allgemeinen Gleichung (1) Koordinatenanfang und 
Koordinatenachsen in bezug auf die Kurve keine ausgezeich- 
nete Lage haben*, aber jede Koordinatenachse, z.B. die ic-Achse 
2/ = 0, trifft die Kurve (1) in zwei Punkten, denn durch die 
Substitution j/ == 0 wird die Gleichung (1) in eine qiiadratische 
Gleichung fur x iibergefuhrt. Auch so laBt sich die vorhin 
ausgesprochene Eigenschaft beweisen: Jede beliebige Gerade 
der Ebene kann durch eine Koordinatentransformation zur einen 
Achse, z. B. zur X-Achse Y = 0 eines neuen Koordinatensystems 
gemacht werden. Bei dieser Transformation andert sich zwar die 
Gleichung (1), aber ihr Grad bleibt nach S. 65 unverandert. 

Naturlich konnen die beiden Schnittpunkte einer Geraden 
mit der Kurve (1) reell oder imaginar sein oder sie konnen 
in einen einzigen Punkt zusammenfallen. In Nr. 132 wird 
niiher hierauf eingegangen. 
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Die allgemeine Gleiclinng zweiten Grades in rechtwinkligen 
Koordinaten liefert durch Transformation zu Polarkoordinaten 
(Nr. 22) die PolargleicJmng eines Kegelschniites: 

(^11 cos^-9’ + 2^12 cos^ sin'O’ 4- ^22 sin^-^) r® 

^ + 2 (a ^3 cosd* + a 23 sin«9’) r + % == 0. 

Einem gegebenen Wert von ^ entsprechen als Vektoren die 
beiden Wurzeln dieser in r qnadratiscben Gleichung, d. b 
jede durch den Nullpunkt gezogene Gerade hat zwei Schnitt- 
punkte mit der Kurve. 

Doch wird eine der Wurzeln unendlich groB^ d. h. der 
Vektor schneidet die Kurve in einem unendlich fernen Punkt^ 
wenn fiir gewisse Werte von d' der Koeffizient von ver- 
schwindet.*) Die geforderte Bedingung wird aber im all- 
gemeinen fiir 0wei Werte von d' erfullt, namlich fiir diejenigenj 
die die quadratische Gleichung liefert 

(3) ^31 + 2ai2 tg^ + a22 = 0- 

Demnach konnen durch den Nullpunkt zwei Geraden gezogen 
werden, die die Kurve (1) im Unendlichen schneiden. Ihre 
Gleichung 'wird, indem man y einsetzt, erhalten als 

(4) + 2a^^xy + a^^y^ -= 0. 

Dieses Geradenpaar kann (Nr. 57) aus reellen, vereinigten oder 
konjugiert imaginaren Geraden bestehen. 

Nun kann aber durch Paralleltransformation (S. 24) jeder 
reelle Punkt zum Nullpunkt der Koordinaten gemacht werden, 
wobei, wie man leicht einsieht, die Koeffizienten von x^, xy 
und y^ ungeandert bleiben. Daher gibt es durch jeden Punkt 
ein Geradenpaar, das die Kurve im Unendlichen schneidet, be- 
stimmt durch die namliche quadratische Gleichung (3) fur tg d'. 

Diese Betrachtung lehrt, dafi es beijedem KegelschniU zwei 
EicMungen gibt, in denen er von der unendlich fernen Geraden 
geschnitten wird. Diese beiden reellen, vereinigten oder ima- 
ginaren Eichtungen heiBen die AsymptotenriMungen der Kurve. 

*) Alsdann befindet sick der zweite Scbnittpnnkt desYektors im 
allgemeinen in endlicber Entfemung r, gegeben dxurcb 
2 (a^g cos ^ + <*23 r + = 0. 
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131. Gattongen von Eegelschnitten. Die wichtigste 
Frage tinsichtlich der Gestalt des reellen Zuges einer Kurve 
ist die, ob er in jeder Eicbtung begrenzt ist oder ob er sicb 
in irgend einer Richtung ins Unendliche erstreckt, wie z. B. 
ein Geradenpaar. Wenn wir nacb diesem Verhalten zum Un- 
endlicMernen die Knrven zweiten Grades einteilen wollen, so 
gibt Nr. 130 das notige Kennzeicben. Je nachdem die Wurzeln 
tg'^ der GleicLung 

(3) aji + 2^12 tg^ + ^22 = 0 

imaginar, vereint oder gesondert reell sind, unterscheiden wir, 
ob die durcb eine vorgelegte Gleichnng dargestellte Kurve in 
jeder reellen Ricbtung begrenzt ist oder ob sie in ein oder zwei 
Ricbtungen nnbegrenzt verlauft. Also bangt diese Klassen- 
einteilnng von dem Vorzeicben der Diskriminante 
der Gleicbung (3) ab. 

Nach der Bealitat der AsymptoienricMungen gibt es also 
drei Gattungen gestaltlich verschiedener Kurven zweiten Grades. 

Setzen wir erstens 

negativ vorans, so kann kein reeller Wert von ^ gefunden, 
also keine reelle Gerade gezogen werden, die die Kurve im 
TJnendlicben scbneidet. Eine Kurve dieser Qattung ist in jeder 

Bichtimg begrenzt und hei/it 
Ellipse. Wir werden im 
IX. Kapitel zeigen , daB ibre 
Form die in Fig. 70 dar- 
gestellte ist. Die bekannteste 
besondere Ellipse ist der 
Kreis, der durcb die beiden 
jr imaginaren Kreispunkte gebt 
(Nr. 103). tTbrigens wird in 
Nr. 142 gezeigt werden, daB 
im Falle %<^22 < ^ Kurve (1) aucb iiberbaupt ima- 
ginar sein kann. 

Ist zweitens positiv, so sind die Wurzeln 

der Gleicbung (3) reell und verscbieden, und es gibt zwei 
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reelle Punkte der Kurve mit unendlicli groBen Vektoren. Das 
reelle Geradenpaar + 2a^^xy + bestimmt die 

Ricbtungen dieser Vektoren and ist zusleich selbst ein beson- 


deres Beispiel der Gattung. 
Eine Kurve dieser Gattung 
hat sivei sich ins Unendliche 
erstrechende Aste und liei/it 
HyperheL Ibre in Figur 71 
veranscbaulichte Form wird 
im IX. Kapitel besprocben. 

Wenn endlicb drittens 
^ 12^ ^11 <^22 ^ ist, bat die 

Gleicbung (3) nur eine doppelt 
zablende Wurzel. Es kann 



\ 

\ 

Mg. 71. 


also nur eine doppelt zu zablende Gerade durcb den Null- 
punkt gezogen werden, die die Kurve im TJnendlicben trifft. 
Eine Kurve dieser Oattung wird von der unendlich fernen Ge- 
raden in mei msammenfallen- 
den Punkten geschnitten, d, h 
berilhrt, und hel/it Parabel 
(Fig. 72). Ibre Gestalt unter- 
suchen wir im XL Kapitel. 

Die gefundeneBedingungsagt 
aucb, daB die Gleicbung (1) 

eine Parabel darstellt, wenn X 

ibre ersten drei Glieder ein 
vollstandiges Quadrat bilden. 

132. Scbnittpunkte mit einer Geraden. Die Betracb- 
tungen in Nr. 131 bilden nur eine vorlaufige Orientierung 
liber die durcb die Gleicbung (1) dar’gestellten Kurven zweiten 
Gi'ades; wicbtige besondere Falle (Ausartungen) wurden dabei 
kaum beriicksicbtigt. Das Ziel der nun folgenden Betracbtungen 
ist eine eingehende Bebandlung der Gleicbung (1), ibre Trans- 
formation auf gewisse moglicbst einfacbe, durcb die Gattung 
des Kegelscbnitts bedingte Formen und in Verbindung bier- 
mit die Ableitung von Kriterien, mit deren Hilfe leicbt 
angegeben werden kann, was fiir eine Kegelscbnittgattung 
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durcli ein gegebenes Beispiel der Gleicbung (1) dargestellt 
wird. 

Ferner ist es zweckm'aBig, die Gleichung ( 1 ) in homogener 
Form zu schreiben (vgl. S. 142), indem man in (1) a? und y 
durcb X : 0 bez. y : 0 ersetzt und alsdann die gauze Gleichung 
mit 0 ^ multipliziert. So ergibt sich 

( 5 ) 2 a^^^xy + y^+2a^^x0 + 2a^^y0+a^^^0^-^ 

Hier deutet die Abkiirzung f(x, y, 0) an, da 6 die linke Seite 
der Gleichung des Eegelschnitts als Funktion von x, y^ 0 
betrachtet werden kann. Ferner sei daran erinnert, dafi sich 
nach Er. 75 und 16 0 = 0 als Gleichung der unendlich fernen 
Geraden auffassen laBt; will man aus irgend einem Grunde 
eine der in den folgenden Nummern auftretenden Gleichungen 
in nicht homogener Form schreiben, so hat man nur 0 
durch 1 zu ersetzen. Wir nennen x\y\0 die homogenen 
Koordinaten eines Punktes. 

Die erste Aufgabe, die nun gelost werden soli, sei die Be- 
stimmung der Schnittpunkte des Eegelschnitts (5) mit der Ver- 
bindungslinie g zweier Punkte {x^ | y^ | %) und P^ ( 0 : 3 1 y^ 1 0 ^. 
Jedenfalls hat nach (63) in Nr. 14 ein auf g gelegener Punkt S 
nichthomogene Eoordinaten von der Form 


( 6 ) 


1 + ’ 


y 


2/1 +y 2 /a 
l-\-v ^ 


WO V das Abstandsverhaltnis P^SiSPo bedeutet. Diese Glei- 
chungen lassen sich durch die Proportion 

(7) x:y :0 = : (j/i + 

ersetzen oder bei homogener Schreibweise durch 

(8) a? : 2 / : « = (®i + vx ^) : + vy.^) : + vs^), 


woraus nach Einfiihrung eines Proportionalitatsfaktors q fiir 
die homogenen Eoordinaten des Punktes S die Gleichungen 

f iT « 9 + vx^) 

(9) { 2 / = 9 (Vi + vyi) 

1 «==()(«, + vg^ 

herTorgehen. Soli 8 ein Sclinittpnnkt der Geraden g mit der 
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Kurve ( 5 ) sein, so milssen seine Koordinaten die Gleichung ( 5 ) 
erfullen, man hat also nach Abscheidnng des Paktors 9®: 

aO') (iCi + 

+ 2 (*12 (aji + vx^ (^1 + vy^ + • • • + ^ss («i + = 0. 

Es soli nun die Verabredung getrofifen werden, daB es 
gestattet sei, jederzeit durcb zu ersetzen; man soil also 
z. B. nach Belieben a^g oder schreiben diirfen. Ferner 
wollen wir die Abkiirznngen anwenden: 

ril') I ^ ^ + 2 o, 2 a:i i/i + . . . + 03 s 

^ ^ \f (»w 2/2> '^2) = ®ii ^2® + 2 ai 3 fljj 2/2 + . . . + ttss ^(2®, 

/■' (a^i) = 2 (an aJi + ai2 «i), 

(11 a) f (j/i) --= 2 (021 a;i + ^22 Vi + 023 h), 

f {h) = 2 (031 + 032 2/1 + «S 3 «i)- 

Entspreohende Bedeutung*) haben f(x^), fiy^), Wie 

man leicht einsiebt, ist 

(12) f (a?!, 2/1, Si) = I (iCi /■'(ail) + j/i f'(2/i) + ^1 f{g^)). 

Wird die linke Seite der Gleichung ( 10 ) nach Potenzen 
von V geordnet, so ergibt sich bei Anwendung der Abkiirzungen 
(11) und (11a) die Gleichung 

( 13 ) f(Xi, 2/2, ^>2) + V (xi f (aji) + 2/2 /' (2/1) + hf (^1)) + y» ^1) = 0 - 

Hierbei kann der Faktor von v auch in der Form fipc^) 

+ VifiVi) geschrieben werden; es laBt sich dies 

leicht mit Hilfe der Beziehungen aa^o^ki zeigen. 

Man sieht: die Verabredung, ersetzen zu diirfen durch aki, 
ist getroffen worden, um den Formeln eine gewisse Symmetric 
zu geben. So ist z, B. bei den Formeln (11a) der erste Index 
der in der ersten Klammer auftretenden Koeffizienten a,-* gleich 1, 
bei der zweiten Klammer ist er 2, bei der dritten 3 . Die zweiten 
Indizes sind in jeder Klammer der Reihe nach 1 , 2 , 3 . 

Die Gleichung ( 13 ) ist in v vom zweiten Grade, es folgt 
daher: 

*) Ein mit den Elementen der Differentialrechnnng vertranter Leser 
bemerkt, dafi die Ausdrucke (11a) parfcielle Ableitungen von 
darstellen. 

Salmon - IT iodlcr: aual. Geom. d. Kegolsolm. 8. Au£. 


18 
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Eine Kurve sweiten Grades wird von der Verlindtmgslinie 
meier Funlde Pg in mei Funkten P' and P'' getroffen; 
diese sind reell oder imaginary je nachdem 

(14) [Xif{Xi)+y^f\y^)+Sif{0i)Y-4f(xi,yi,0i)f(x3,y3,S3)>Oodev<O 
ist. Sie fallen zusammen, wenn der Ausdruck (14) versckwindet; 
die Grerade F^F^ ist dann eine Tangente des Kegelschnitts. 

133. Wir wollen nun annebmen, die beiden Wurzeln 
nnd der quadratiscben Gleicbung (13) und somit auch die 
Schnittpunkte P\ P" der Geraden P 1 P 2 mit der Kurve (5) 
seien voneinander verschieden. Alsdann ist nach S. 30 

(15) v^^P,r:F^P,, a.''-PiP":P''P2, 

und das Doppelverlidltnis des Punktepaares P', P'' zu dem 
Paare Pi, Pg wird 

(16) :v” = a Oder v" :v^ ^ 1 : cc. 

Hieraus folgt 

(a + 1) : ( 0 : — 1) = (v' + v”) : (v^ — v”) und 

Nun sind und v” die Wurzeln der Gleicbung (13); 
daber ist 


=*= 


^8 f (^ 1 ) + Vi f iVt) + h f M ^ 


V'V 


2/2 » ‘^s) 


und bei Einfiibrung dieser Ausdriicke in (17) ergibt sicb 
^ - (a - 1)* { flJa /■' (flJi) + f (yj -f ^ f (%) = 0. 


1st a eine Wurzel dieser quadratiscben Gleichung f(ir das 
Doppelverbaltnis der Punktepaare P^, Pg und F\ F^\ so ist die 
andere gleicb 1 : a, denn die Gleicbung (1 8) bleibtbei Vertauscbung 
von a mit 1 : cc unverandert. Dies stimmt mit der Tatsache 
iiberein, dajB die beiden Doppelverhaltnisse cc und 1: cc in (16) 
gleicbberecbtigt sind. 

Denkt man sicb in Gleicbung (18) der GrSBe a einen 
beliebig; aber feat gewablten Zablenwert erteilt und aucb den 
Punkt P^ fest gegebeU; wabrend man Pg als veranderlicb auf- 
faJBt; so kann (18) als eine Gleicbung fiir die laufenden Koor- 
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dinaten von Pg aufgefafit werden, die folgende geometrische 
Deutung gestattet: 

Zieht man durch einm heliehigen Pimld P^ irgend welclie 
StraMen und Iconstmiert man auf jedem derselhen m seinen 
heiden SchnffpmldcH mit dem Kegelschnitt (5) und m Pj einm 
vierten Punlct P^ derart, da/S diese heiden PunUepaare auf 
jedem Strahl dasselbe DoppelverJitiUnis a hilden, so liegm alle 
diese mertcn Punlde P^ auf dem Kegelschnitt (18). 

134. Pol und Polare. Den unendlicli vielen Werten, 
die man a geben kann, entspricbt ein ganzes System von 
Kegelschnitten. 

Besonders wicbtig ist hierbei der Fall des harmonischen 
Verlialtnisses a = — 1. Hier geht (18) iiber in 

(19) {iU2/’'(^i) + y^fiyi) + f = 0; 

man bat also eine doppelt zu zablende Gerade, denn die von 
dem Exponenten 2 befreite Gleicbung (19) ist in (Xk^, ^2 

vom ersten Grad. Man nennt diese Gerade die Polare des 
Funktes P^ in bezug auf den Kegelschnitt und P^ den zur 
Polare gehorigen Pol. So ergibt sich der Satz: 

Zieht man durch einen heliehigen Pimht P^ irgend welche 
Strahlcn und honstruiert man auf jedem derselhen ^ 
m seinm heiden Schnittpunlden mit dem T\oicl'>i / \>\j> 

und .:u Pj den vierten harmonischen Punlct^ so Uegen 
alle diese vierten harmonischen PunMe auf einer / 
Geraden, der Polare des PunJdes Pj mit hezug 
auf den Kegelschnitt (Pig, 73). Hg. 78. 

Die Tatsache, daB nun laufende Koordinaten 

bedeuton sollen, kann man deutlicher zum Ausdruck bringen, 
indem man den Index 2 weglaBt. Die Polare des Punktes 
Pi{x^, 2 / 1 ? ^ 1 ) hat alsdann die Gleicbung 

/20') + + «a 2 J'l+ 

+ (®31 + ®S2 y-i. + %3^1 

dereii linke Seite zur Abkarzung mit bezeicbnet werden mSge. 
Bei nicht bomogener Scbreibweise ist 

r9n„\ i’l «'u®i® + «i2(iBiy + yia!) + a222/iy + %(» + ®i) 

^ ^ +«23(2/ + 2/i) + «33»0. 

18 * 
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Diese GHeichung geht aus der Kurvengleiclmng hervor, wenn 
man in dieser die GroBen y\ 2xyy 2xy 2y bez. durcL. 
x^Xy yiVy x^y + y^x, x + x^y y + yi ersetzt. 

Liegt insbesondere auf dem Kegelschnitt, so ist 
f{x^y y^y = 0 , die friiher mit g bezeicbnete Gerade P^P^ 
trifift die Kurve nocb in einem Punkt, dessen Koordinaten 
durcb ( 9 ) gegeben sind, wenn man daselbst 

/9iN 

^ ^ 2/21 ^2) 

setzt, wie aus (13) bervorgebt, denn die Gleicbung (13) bat 
nun eine dem Punkt P^ entsprecbende Wurzel 1 ; — 0, die 
andere Wurzel bat den in (21) angegebenen Wert. Der zu 
( 21 ) geborige Kurvenpunkt fallt in diesem letzten Falle mit 
Pi zusammen, wenn aucb diese Wurzel v verscbwindet, also 
^^ 2 f(^i) + 2 / 2 A 2 /i) + ^ 2 /'(^i )==0 ist, die Gerade P^P^ ist als- 
dann eine Tmgente des Kegelscbnitts, denn die friiber mit P^ 
und P'' bezeicbneten Scbnittpunkte von P^P^ i^it dem Kegel- 
schnitt sind nun zusammengeriickt in Pj. Ddher ist jPi = 0 
die Gleichung der in dem PunU P^ des Kegelschnitts (5) ge- 
sogenen Tangente. Zugleich folgty da/i die Pola/re eines auf 
dem Kegelschnitt gelegenen Punlctes P^ mit der Tangente von P^ 
msammenfdllt 

Man kann fragen, ob es aucb nocb in anderen Fallen 
als dem zuletzt betracbteten vorkommen kann, daB die Polare 
eines Punktes Pi durcb diesen Punkt selbst gebt. Offenbar 
muBte alsdann die Gleicbung -pi == 0 durcb die Koordinaten 
x = x^y y^yxy ^ = erfiillt werden; tragt man diese aber 
in ^i== 0 ein, so gebt j?i = 0 in f^x^j 3 / 1 , ^ ^ bber, d. b. 

der Punkt Pi muB auf dem Kegelscbnitt selbst liegen. So folgt: 
Die Pola/re eines Pu ilctes in hemg auf einen Kegelschnitt geht 
nur dann durch diesen Pmld^ wenn derselbe auf der Kurve liegt; 
die Polare ist dann die Tangente der Kurve in diesem PunhL 

B. 1 ) Zu zeigen, daB der Punkt 1 |l der Kurve 
3a;^— 4cxy + 2y^+ 7a; — 63 / — 3 0 

eine Tangente bat mit der Gleicbung 9a;“-6^ — 4==>0. 

2) 3a;^ + 4cxy + by^ — 7a; — 8^ — 3 = 0 bat in 2 1 1 die 
Tangente 9a; + lOy = 28. 
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3) Die Tangenten der Kurven xy ^ und y^===2px im 
Punkte £Cil2/i sind 

cc^y 2 a? und yy^ ^p(x + oJi). 

135. Eine wichtige Eigenschaft der Polare eines dem 
Kegelschnitt nicht angehorigen Punktes ist folgende: Die 
Polare von P^ schneidet den Kegelschnitt in den Berithrungs- 
punlden der Tangenten ^ die man an ihn von P^ mhen Tcann, 
Es gibt zwei solche Tangenten^ denn die Polare trifft die Kurve 
in 0 wei PunUen. 

Zum Beweis dieses Satzes seien x^\y^\ die Koordinaten 
des Beriihrungspimktes P' einer vou P^ (x^, 0 ^) an die Kurve 

gelegten Tangente. Alsdann und weilP^ aufder 

Tangente von P' liegt, ist auch f (x^) + y^ f {y') + 0 ^f ( 0 ^) == 0. 
Nun ist schonfrulier (S.273) bemerktworden, daJB man indiesem 
Ausdruck die GroBen x^^ y^, 0 ^ der Reihe nack mit x\ y\ 0 ^ ver- 
tauschen kann; daher ist auch x^f{x^ + y^fiVi) + 0* 

Die Koordinaten des Beriihrungspunktes P' genugen also den bei- 
den Gleichungen f{Xyy,0)=^O und xf {x^~\’yf 0 f 
der Punkt P' ist somit einer der beiden Schnittpunkte der 
Kurve mit der Polare von P^*, von dem anderen Schnitt- 
punkte P'^ gilt Entsprechendes wie von P\ es lassen sich da- 
her von Pi swei Tangenten an die Kurve ziehen. 

Ist Po ein Punkt der Polare von Pj^ so ist nach S. 275 
f («i) + y-. fiyi) + h = 0; diese Gleichung bleibt 
aber ungeandert, wenn man die x^^y^^0^ und x^yy^, 0 ^ der 
Reihe nach vertauscht. Daher folgt: 1st P^ ein heliebiger Punkt 
der Polare von Pj, so ist Pj ein Punkt der Polare von Pg. Diese 
Symmetrie lehrt, daB ein Pol und irgend ein Punkt seiner 
Polare ein zusammengehoriges Paar bilden. Zwei Punkte, 
deren Koordinaten jener symmetrischen Gleichung geniigen, 
heiBen daher konjugierte oder (mit Riicksicht auf die fruher 
erwahnte harmonische Beziehung zwischen Pol und Polare) 
harmonische Pole des Kegelschnitts (vgl. Nr. 110). 

Man kann somit auch sagen: Die Polare irgend eines 
festen Punktes P^ ist der Ort der 0 u ihm konjugierten oder 
harmonischen Pole P^. Perner folgert man die dual entspre- 
chenden Satze (Nr. 82): Die Polare eines Punktes, der sich in 
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einer Oeradm bewegt^ dreJit sick um den Pol dieser Oeraden^')^ 
und: Der Pol einer Oerade^z, die sich um einen Punht dreht^ 
hewegt sich in der Polare dieses Punktes. Der erste dieser 
beiden Satze ergibt sich direkt aus der Beziehung 

/■'(^a) + Vi f(ys) + 

Ferner gilt der Satz: Der Schnittpmkt von mei Oeraden ist 
der Pol der Geraden, die ihre Pole verbindet; und umgekehrt: 
Die Verbindungsgerade von zwei Punkten ist die Polare des 
Schnittpunktes der Polaren dieser Punkte^ Denn wenn man in 
der Polare von P^ zwei beliebige Punkte wahlt, so schneiden 
sich ihre Polaren in P^. 

Die Polare eines gegebenen Punktes P laBt sich leicht 
mit Hilfe des Lineals konstruieren, wenn der Kegelschnitt ge- 
zeichnet vorliegt. Schneiden namlich zwei ans P gezogene 
Geraden den Kegelschnitt je in den Punkten A, B bez. C, D, 
so liegt der Schnittpunkt Q von AD mit BC und ebcnso 

derSchnittpunktP 
von AC mit BD 
auf der Polare von 
P, die also die Ver- 
bindungslinie von 
^mitPist(Fig.74). 
Dies folgt, wenn 
man ABCD als 
vollstandiges Vier- 
eck mit den Diago- 
nalpunkten P, Q^B 
auffa6t.NachNr.66 
sind namlich als- 
dann in der Seite 
AB des Vierecks 
der Diagonalpunkt P und der Schnittpunkt von A B mit der Ver- 
bindungslinie Q R der beiden anderen Diagonalpunkte harmonisch 
konjugiert in bezug auf das Punktepaar AB, Ebenso trifft Qli die 
Seite CD bi einem Punkt, der mit P ein zu (7, D harmonisch 

*) Ein besonderer Fall dieses Satzes wird in Nr, 137 (S. 282) erwahnt. 
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konjugiertes Paar bildet. Mit Riicksicbt darauf, daJB B leicbt 
auBerbalb des Zeichenblattes fallt, legt man besser durcb P 
noch erne dritte Q-erade; die den Kegelschnitt in E nnd F triflffc, 
und verbindet nun E, F kreuzweise mit A und B oder mit 
0 und D. Der Scbnittpunkt dieser sich kreuzendeu Geraden 
(z. B. S) ist wieder ein Punkt der Polare. Da die zu P ge- 
horige Polare den Kegelschnitt in den Beruhrungspunkten 
der durch P gehenden beiden Tangenten der Kurve schneidet, 
ist mit der Konstruktion der Polare auch die Konstruktion 
dieser beiden Tangenten erledigt, vorausgesetzt, daB der Kegel- 
schnitt gezeichnet vorliegt. 

Zwei Punkte P^ und Po, die zu den Schnittpunkten ihrer 
Verbindungslinie mit einem Kegelschnitt harmonisch liegen, 
wurdeu (S. 277) als konjugierte oder harmonische Pole der Kurve 
bezeichnet. Offenbar gibt es auf einer beliebigen Geraden g 
unendlich viele solche Polepaare; sie bilden eine Involution, 
deren Doppelpunkte aus den Schnittpunkten der Geraden g 
und der Kurve bestehen (S. 36). 

136. Polardreieoke. Das Ergebnis von Nr. 135 kann 
man auch so aussprechen: Befinden sich vier Punkte A, B, 
0, D auf einem Kegelschnitt, so liegen von den Schnitt- 
punkten P, Q, B zweier Seitenpaai*e dieses Vierecks immer 
zwei auf der Polare des Schnittpunktes des dritten Paares, 
oder P, Q, B haben der Reihe nach die Polaren QB, BP, PQ. 
Man kann daher sagen: In jedem einem Kegelschnitt eingeschrie- 
benen Vierech ist jeder der drei DiagonalpunUe der Pol der 
VerUndungslinie der beiden anderen. Also sind je zvrei Dia- 
gonalpunkte konjugierte Pole. 

Die Diagonalpunhte eines eingeschriebenen Viereclcs bilden 
ein Polardreieck in bezug auf den Kegelschnitt^'^), namlich ein 
Dreieck, in dem jeclc Ecke die Gegenseite zur Polare hat. 
(VgLNr. 113.) Die erste Ecke eines Polardreiecks kann man 
vollig willkdrlich wahlen^ die zweite noch in der Polare der 
ersten beliebig; die dritte aber ist dann als der Scbnittpunkt 
der Polaren von jenen bestimmt. DaB somit dreifach unend- 
lich viele Polardreieoke moglich sind, bestatigt man analytisch 
dadurch, daB zwischen den sechs Koordinaten der drei Punkte- 



280 Haupteigenschaften der Ztirven zweiten Grades. 136. 


paare x^\yi, j® 'ii® symme- 

trische Bedingtmgsgleichung bestehen mu6. 

Von jedem Pola/rdreieck eines reellen Kegelschnittes hefindet 
sich eine Ecke innerhalb^ swei Ecken sind au/ierhaTb desselben, 
Nehmen wir namlich den ersten Pol auBerhalb an^ so sind 
die beiden anderen harmoniscli getrennt durch die notwendig 
reellen Schnittpunkte der Polare des ersten mit der Kurve^ 
also liegt einer von ihnen im Inneren. Liegt aber sclion der 
erste im Inneren, so liegen die beiden anderen im AuBeren, 
da die Polare von jenem die Kurve nicht reell trifft. 

Nun entspriclit aber das vollstandige Vierseit (Nr. 67, s) 
dem Viereck dualistisch. (Nr. 82): jeder Winkel an einer Ecke 
(z. B. BPDy Fig. 74) wird durch die Diagonale (PiJ) und 
die Verbindungsgerade mit dem Schnittpunkt {Q) der beiden 
anderen harmonisch geteilt. Besteht das Vierseit aus den 
Tangmtm AB, CD, AC, BD eines Kegelschnittes, so liegt 
der harmonische Pol einer Diagonale PJR einerseits auf PQ, 
andrerseits auf RQ, ist also Q. In jedem umschriebenen 
(oder Tangent&nr) Vierseit des Kegelschnittes ist jede Diagonale 
die Polare des SchniUjpmlctes der beiden anderen. In dem durch 
die Diagonalen gebildeten Dreiseit hat also jede Seite die 
Gegenecke zum Pol. In diesem Sinne kann also auch jedes 
Polardreieck ein Polardreiseit genannt werden. Von einem 



reellen Kegelschnitt werden 
stets zwei Seiten reell, die 
dritte imaginar geschnitten, 
und von der Gegenecke der 
letzten gehen imaginare, von 
denen der ersten reelle Tan- 
genten an ihn. 

Somit ergibt sich, daB 
eine Gerade OR (Fig. 75) 
durch die beiden von 0 aus- 
gehenden Tangenten OT, OT^ 


des Kegelschnittes von der 


Geraden, die 0 mit dem Pole P von OR verbindet, har- 


monisch getrennt ist. Daher heipen gwei Oeraden, die mit 
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dm Tangenim aus ihrem SchnittpimTct eine harmonisclie Gruppe 
hilden, Iconjugierte oder (IconjugieH-) harmonisclie Polaren. Es 
ist sebr zu beacbten, daB alle Satze der Polarentheorie des 
Kegelscbnittes auch ihre dualistischen Umformungen zulassen. 
(Vgl. Nr. 149.) 

137. Aus der Gestalt der Gleichung (20) der Polare 
des Punktes folgt, daB ihre Linienkoordinaten w, v von 
der Form sind 

^ ^ flat + ^22 ?/l + ^28^1 

Ahnlich wie friiher hei den Punktkoordinaten x und y durch 
x:ss und y:z ersetzt wurden, kann man auch hier u und v 
durch n:w und 'viw ersetzen, damit gewisse Gleichungen 
zwischen^4 und v homogene Gleichungen zwischen W; v, w werden. 
Bei Einfiihrung eines Proportionalitatsfaktors 6 treten an Stelle 
der zwei Gleichungen (22) die drei folgenden: 



[ = 0 + di^yi + 

(23) ^l = (?(tl2l^l + ^222/l+ 

4- asjj/i + c&aa^)* 

Diese Ausdrlicke zeigen, daB es zu jeclem Punkte P^ im 
allgemeinen eine Polare gibt; nur der Pall fuhrt zu einer Aus- 
nahme, wo die Koordinaten os^\yi\^i die drei Klammeraus- 
driicke in (23) zum Verschwinden bringen. In diesem Fall 
muB nach Nr. 45 die aus den Koeffizienten aa gebildete Deter- 
minante 


hi 


a. 


12 

^22 

^82 


' ^11 ^22 %8 "h 2 cIj 2 ajL8 ^28 


'll ”^23 


(24^ A - 

^83 I “ ^22 ^8l" “■ %8 ^ 12 “ 

die sogenannte Diskriminante der Gleichung f(x, y, 
verschwinden, der Kegelschnitt ist dann nach Nr. 62 ein 
Geradenpaar. Auch jetzt gehort im allgemeinen zu jedem 
Punkt der Ebene eine bestimmte Polare, und zwar geht diese 
durch den ausgezeichneten Punkt x^, % hindurch, der mit 

S bezeiohnet werden soli. Nennen wir im folgenden i\'ri\t 
seine Koordinaten, so erfttUen diese die drei Gleichungen 
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f ^11 i ^ + ^3^13 S ^ Oj 

(25) I ^21 ^ + ^22 ^ ^23 S == 0, 

[ <3^31 ^ + ^82 ^ + ^38 S ==" 

seine Polare wird tmbestimint Man wird also fragen, was 
fur ein ausgezeiclineter Punkt der Bbene dieser Punkt S 
ist. Da6 er dem Geradenpaar angehort, ist klar, denn nach 
Multiplikation der drei Gleichungen (25) mit t;, ^ und 

Addition derselben ergibt sick f(^, 7 ;, g) == 0. Er liegt also 

jedenfalls auf der einen Geraden des Paares. Verbindet man 
ferner 8 mit einem beliebigen Punkt P {x\y\d) der anderen 
Geraden des Paares, so bat ein Punkt dieser Verbindungslinie 
die bomogenen Koordinaten x + v^\y + + und 

f {x + y + ^ + ^5) "^ird (vgl. S. 273): 

i'* / (l> 13. 5 ) + V + yfkn) + ^fi&) + /’(®i 2/> ^)- 

Nun verscbwindet jedes Glied dieses Ausdrucks, unabbangig 
von X, infolge der gemacbten Voraussetzung iiber P und 
auf Grand der Gleiobungen (25); die Gerade 8T bildet daber 
einen Teil des Kegelscbnilts, offenbar die zweite Gerade des- 
selben, der ausgezeicbnete Punkt 8 ist daber der Scbnittpunkt 
des Geradenpaares, aus dem nunmebr der Kegelscbnitt bestebt. 
Wir baben somit das Ergebnisr Jeder FunM der Ehene hat 
mit hezug cmf einen KegelscJinitt h eine ganz bestimmte Polare; 
nur wenn Jc aus einem Geradenpaar besteht, ist die Polare des 
SchnittpunUes 8 dieses Paares unbestimmt. Die Polare irgend 
eines von 8 verscbiedenen Punktes Pj ist in diesem letzten 
Palle die vierte barmoniscbe Gerade zu der Verbindungslinie 8P^ 
und dem gegebenen Geradenpaar. Der scbon S. 277 f. bewiesene 
Satz, daJB sicb die Polare eines Punktes P^, der eine Gerade g 
durcblauft, um den Pol dieser Geraden drebt, bedarf einer 
etwas anderen Passung, wenn die Gerade g durcb 8 gebt; die 
den einzelnen Punkten P^ zugeborigen Polaren fallen alsdann 
mit der soeben erwabnten vierten barmoniscben Geraden g^ 
zusammen. Jeder Punkt von g (oder g^) kann nun als Pol 
von g^ (bez. g) aufgefafit werden. 

Fragen wir nun umgekebrt, ob es aucb zu jeder Geraden g 
mit der bomogenen Gleicbung u^x v^y + w^z ^ 0^ die wir 
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als Polare auffassen, einen zugekorigen Pol Pj gibt. Damit 
dies der Pall sei^ mussen sich die Gleichungen (23) nacb 
aufiosen lassen. Man findet 

(261 I ^ + -^22% + A 2 ^17 

[6 Asi^-=- ^ 13^1 + ^ 3^1 + 

wo Aik die TJnterdeterminaiite von aik in A ist. Daher mn6 A 
=]= 0 sein^ die homogenen Koordinaten des zur Greraden g ge- 
horigeii Poles P^ sind dann den recbten Seiten der Gleichungen 
(26) proportional. Scsteht aher der Kegelsclmitt aus cinem Ge- 
radenpaar (A == 0), so ist der einer vorgelegten Geraden g 
gehorige Fol unhestimmL Geht g durch 8, so hann jeder helieUge 
Punlct der mivor enmhnten Geraden g^ als m g gehoriger Pol 
betrachtet wcrden. 

B, Ptir einen Kegelscbnitt liegt der Pol der einen Koor- 
dinatenaclise in der anderen, wenn ^-12^^33 = 

138. Geradenpaar nnd Boppelgerade. In Nr. 62 wurde 
gezeigt, daB die Knrve f {x^ y, is) = 0 ein Geradenpaar ist, 
wenn die Determinante A verscliwindet, nnd in Nr. 137 sahen 
wir, dafi die liomogeiien Koordinaten | ] 7/ 1 £ des Schnittpunktes 8 
dieses Geradenpaares die Gleicliungen (25) erfdllen. Je nacb- 
dem man bei diesen Gleichnngen die erste, zweite oder dritte 
wegUlBt und die zwei nocb ilbrigen nacb den Verbaltnissen 
I : g, anflost, erbalt man f(lr die Koordinaten von 8, falls 
nicbt alle Unterdeterminanten Aa verscbwinden: 


£ ^21 • -^22 '-^237 

§ = ^31 : -^32 - -4.33 7 

Oder auch 



(27 a) I® : I J S • £^ = -4^1 : A^^ : A 2 ^ • A ^^ : ^^23 : .4.33. 

Die Verschiedenheit der fiir einen nnd denselben Quotienten der 
I, g erbaltenen Werte ist nnr scheinbar, denn es ist z. B. 
A^ 2 * A^^^A^^ oder ■4j2 •4.23 **^.4.^3.422; weil 4^2.423*^ •4]^3 .422 

nach S. 81 im allgemeinen gleich A^a^^, also jetzt gleich 
Null ist; entsprechendes gilt von den tlbrigen Quotienten. 
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Der Fall^ wo das Geradenpaar ein Paralldenpaar ist, 
wird in Nr. 142 nnd 143 naher betrachtet werden. 

Der Satz, daB im Falle -4 = 0 der Kegelscbnitt in ein 
Geradenpaar zerfallt, gestattet aucb die TJmkebrnng: StelU 
f(Xy y, 0) = 0 ein Oeradenpaar dar^ so ist die Determinants 
A gleich Null. 

Zum Beweis setzen wir f{x, y, 0) ^ (cc^x + cc^y + a^0) 
M + M' Alsdann folgt 

+ «18^ = Ot jSia: + <hJi)y + T(ai/33+ «3|3i> 

Oder 

2 (fflu « + ai2 2/ + ais = i3i («! a; + «SJ 2/ + Ks «) + «! (ft « + /Sj 2 / + 
und analog findet man 

2 (a^^x + a^^y^a^^ 0 )^^^{ct^x+cc^y+a^ 0 ) + a^{^^x+^^y-^^^ 0 ) 
2 (a3i 05 + ag2 2/ + agg = /Sg (a:i a; + 0^2 2/ + ofg ;2f) + 0^3 y + 

Fiir den Schnittpunkt %\ri\l der beiden Geraden des Paares 
verscbwinden die recbten Seiten der drei letzten Gleichungen, 
daber aucb die linken, es gelten also wiederum die drei Glei- 
chungen (25), die das Verscbwinden Yon A zuj Folge haben. 

Bisber batten wir angenommen, daB nicbt samtlicbe Aa 
verscbwinden. Nun werde der Fall hetrachtet, da^ alls Aa = 0 
sind. Infolge der Beziebungen 
(28) 422 4gg 42g^=4(i|j^j A^^Ai^ 4gj"=4G&2g> -^11-^22 

ist bierzu binreicbend, daB 4 = 0 und A^^ = 433 === 4g3 = 0 
sei. Wir beJiaupten, da /3 nunmehr f(x, y, 0) das Quadrat einer 
homogenen linearen FunMion von x, y^ 0 sei, also f{x, y, 0)^0 
eine Doppelgerade darstelle. 

Zum Beweis dieser Tatsacbe bemerken wir zun'acbst^ daB 
nunmebr die drei GroBen agg; ^33 nicbt gleicbzeitig Null 
sein konnen, denn soDst warden mit Riicksicbt auf 

(29) 4^J = agg titgg (^2^^ 7 A-og ” ^^33 OfH 7 -^33 ^ 11^22 ^ 12 ^ 

aucb C& 23 , Ugi und verscbwinden rniissen, die Funktion 
f{x, y, 0) ware dann uberbaupt nicbt mebr vorbanden. Es 
sei also z. B. aii=|=0; alsdann kann man f{x, y, 0) mit 
multiplizieren und es ist 

2 /; ^ ^11 (^ 11 ^^^+ 2 2 a^^X0 + 2 a^^y 0 + 
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wofur nunmehr mit Riicksiclit auf 

A^Z ^ ^12^13 ^11^23 -^22 %1%3 — ^13^ ^ aUCh 

+ ^12 2 / + 0 

gesetzt werden kann. Bei Multiplikation von f{x, y, z) mit 
^22 Oder ^33 hatte man {a<,^x + == 0 bez. 

{a^^x + dziV + ^^ 33 ^/= 0 erhalten. Die drei Gleichungen 
30) a^iX+a^^y+a^^0=^O, a^iX+a,^y + a^^0=^O^ cCst00+o>z2y+<^Bz^=^ 

stellen jetzt dieselbe Gerade dar, wie sich aus den sechs Be- 
ziehungen Aik == 0 leicht ergibt. 

Auch die Umkehrung gilt: Stellt f(x, y, ;^) =- 0 eine Doppel- 
gerade dar, so sind sdmtUche Unterdeterminanten A^ gleich Null 
Aus f(x^ 2/; ^ + ^ 3 ^)^ namlicb sofort 

Uik^^aiUk und 

Man bezeicbnet die soeben behandelten Kurven zweiten 
Grades, namlicb das Geradenpaar und die Doppelgerade, als 
uneigentlicbe, ausgeartete oder zerfallende Kegelscbnitte; fiirsie 
ist A 0. In den folgenden Numniern soUen bauptsacblicb 
die eigenilichen Kegelschnitte betracbtet werden, bei denen 
^ 0 ist. 

139. Konjugierte Burohmesser. Mittelpiinkt. Die Polare 
eines Punktes ist nacb S. 275 der Ort fur die vierten bar- 
moniscben Punkte, die man auf jedem durcb P^ gehenden 
Strahl zu dem Paar seiner Scbnittpunkte mit der Kurve zweiten 
Grades und zu P^ konstruieren kann. Ruckt der Pol P^ ins 
Unendlicbe, so werden die durcb ihn gelegten Strahlen ein- 
ander parallel und die eben erwabnten vierten barmoniscben 
Punkte sind (S. 33) die HalbierungspunUe der auf den einzelnen 
Strablen durcb den Kegelscbnitt ausgeschnittenen Sehnen. Man 
nennt die Polare von nunmebr den zu der Riebtung, in 
der der unendlicb feme i^unkt 1\ gelegen ist, honjugierten 
Durchmesser, So folgt der Satz: Zieht man durch einen Kegel- 
schnitt heliebUj vide parallele Sehnen, so liegen Hire MittelpunJcte 
auf einer imd dersdhen Qeraden, dem zu der Bichtung dieser 
Sehnen konjugierten Durchmesser. 

Die halben Sebnen werden oft als die dem Durobmesser 
zugehorigen Ordinaten bezeicbnet. 
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Indert man die Richtung dieses Sehnensystems, laBt man 
also Pi die unendlich feme Gerade durchlaufen, so drehen 
sich nach S.277f. die zu Pi gehorigen Polaren, also die ein- 
zelnen konjngierten Durchmesser, nm einen festen Punkt, den 
Pol der unendlich fernen Geraden. Dieser wird als MittelpunM 
des Kegelschnitts bezeichnet, weil er jede durcb ibn gelegte 
Sebne halbiert. Er liegt im allgemeinen im Endlichen; nur 
wenn die nnendlich feme Gerade den Kegelschnitt beriibrt, 
dieser also nacb S. 271 eine Parabel ist, liegt. er im Un- 
endlicben, weil er nun (nacb S.276) mit dem nnendlicb femen 
Bertibrungspunkt znsammenfallt. Ein Kegelscbnitt bat im all- 
gemeinen nur einen Mittelpunkt; denn zu einer gegebenen 
Polare gibt es nacb S. 283 im allgemeinen nur einen Pol. 
Bestebt aber insbesondere die Kurve aus einem Geradenpaar, 
durcb dessen Scbnittpunkt S die unendlicb feme Gerade bin- 
durcbgebt, bestebt die Kurve also aus einem Parallelenpaar, 
so kann nacb S. 283 jeder Punkt der in der Mitte zwiscben 
den beiden Parallelen verlaufenden Geraden als Pol von 
somit als Mittelpunkt aufgefaBt werden; bier gibt es eine 
MittelpmMsgerade, Vgl. aucb Nr. 140. 

Die KonstriMion des MiUelpmJctes eines gezeicbnet vor* 
begenden Kegelscbnitts folgt aus dem Vorbergebenden sofort: 
Die Verbindungslinie der Halbierungspunkte zweier parallelen 
Sebnen der Kurve ist ein Durcbmesser derselben Ibr Mitfcel- 
punkt ergibt sicb alsdann als Halbierungspunkt der auf diesem 
Durcbmesser gelegenen Sebne oder aucb als Scbnitt zweier 
Durcbmesser. 


Wir baben geseben, dafi einem System paralleler Sebnen 
ein konjugierter Durcbmesser zugebort-, nun ist aber unter 
diesen Sebnen selbst ein Durcbmesser 
/yS/ entbalten, der aus der durcb den Mittel- 

\J punkt der Kurve gebenden Sebne bestebt. 
\ Zwei in solcber Weise einander zugeord- 

nete Geraden und d^ bilden ein Paar Icon- 
yig. 76. jugierter DurcJmesser und NN^ in 

Fig. 76). Jeder von beiden balbiert die zu dem anderen 
parallel gezogenen Sebnen. Die in den Bndpunkten des einen 
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gezogenen Tangenten sind dem anderen parallel, denn sie 
mussen durch dessen Pol gehen, der aber im Unendlicben liegt. 

Indem man den MittelpunU C eines Kegelschnitts als Pol 
der unendliciL fernen Geraden anffafit, gelangt man leiclit zn 
den Koordinaten dieses Punktes. Sind Xq | seine nickt 
komogenen Koordinaten, so mu6 die zugehorige Polare 

(31) (a^iXQ + + Ois) a: + + a.,^yo + %) V 

+ (OjiflJo + «322 /o + ^ss) “ ^ 

die nnendlich. feme Gerade darstellen, d. h. diese Gleichung 
(31) mnB mit = 0 gleichbedeutend sein, oder die Koordinaten 
^07 Vo Mittelpunktes iniissen die Gleicbungen 

/32) I ^11^0 + %>2/o + 0 

erfullen, aus denen 


(33) ii?. 


nj?i « 


, y s=zi ^ ^82 

-^as ^ -^as 


hervorgebt. Es sind nun bei der Lage des Mittelpunktes C 
drei mrschiedene Fctlh moglick, die sick am besten ergeben, 
wemi man die Gleicbungen (32) als Gleicbungen zweier Ge- 
raden in den laufendeii Koordinaten jj/oauffafit: 

1. Die beiden Geraden schneiden sich im Endlicben; als- 
dann bat der Kegelscbnitt einen im Endlicben gelegenen 
Mittelpunkt C, muB =j== ^ 

2. Die beiden Geraden schneiden sick im Unendlicben; 
alsdann liegt C im Unendlicben, A^^ muB gleich Null sein, 
aber mindesUns cine der beiden GroBen A^^^ A^,^ muB von 
Null verschieden sein. Es wird spater gezeigt werden, daB 
in diesem Pall die Kurve eine Paralel ist. 

3. Die beiden Geraden fallen zusammen; alsdann kann 

jeder Punkt dieser einen Geraden als Mittelpunkt der Kurve 
angeseben werden, die nun nach S. 286 aus einem Farallelen-^ 
paar bestebt. In diesem letzten Palle hat man die Proportion 
(34) oder es ist A^^=^ A^^^ A^^^O. 

Die Gleicbungen (28) zeigen bbrigens, daB das Ver- 
sebwinden von A^^ und A^^.^ sebon einePolge des Versebwindens 
von A und A^^^ ist. 
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B. 1 ) 3aj^+ + 2^^— 5a:— 6^— 3 = 0, zum Mittel- 
punkt -fl ~ 4 transfortniert, ergibt 16x^+ 4^/^+ 1=0. 

2 ) + 2x^ + 8x+ 4^ — 8 == Of zum Mittelpunkt 

— 3 I — 1 transformiert, ergibt £C^-f 2xy — ^ 22. 

140. Kegelsclmitte mit einem im Bndliclien gelegenen 
Mittelpnnkte. Es soil nun zunacbst der erste Pall naber be- 
trachtet werden, wo die KurTe einen einzigen im Endlicben 
gelegenen Mittelpunkt C hat. Hier liegt die Vermutung nahe, 
daB die Grleichung der Kurve f{x, y, =^0 sich vereinfachen 
wird, wenn man G als Anfangspunkt eines neuen Koordinaten- 
systems ri wahlt, dessen Achsen vorlaufig zu den Achsen 
des Systems a?, y parallel sein sollen. Man hat hier die 
Transform ationsformeln 


(35) + y=:ri + y^ 

anzuwendeu; wobei nach (33) yQ^ A,^^\A^,^ ist. 

Zur Einfiihrung von 1 1 ^2 an Stelle von x | y schreibt man die 
nieht homogene Grleichung der Kurv^e zweiten Grades zunachst 
in der Form 

4“ (c^n^ + ct>z2y + ~ 

Die beiden ersten Klammern dieser Gleichung verwandeln sich 
bei Anwendung der Transformation (35) und mit Rhcksicht 
auf (32) in man erhalt daher 

(^11 ? + <2^12^) (I + Xq) + (rZgil + Cf^ 2 V) (jl 4" Vo) + 4- 

+ «8r^o4' G^82.%4 ^3;, = 0 

Oder 

UiilH + (a^ajo 4- ai22/o4 (hfi)l> 

4“ (^21^0 + %23/o + ^23)v 

+ Kl^O + <^S2yo + <^ 33 ) =" 0. 


Die Klammerfaktoren von | und rj verschwinden nach (32)^ 
und bei Einfuhrung von Xq=^ A^^iA^^, === -^32 • -^33 

(37) Sajglij + 0 

, ^88 

Oder 

(38) aul'+2a,2gi? + %r;*+^ =0. 

•^88 

Darcli diese „Trmsformation auf den MilMputMf‘ haben 
sicb also die Glieder, die in den Veranderlicben homogen Tom 



Transformation auf den Mittelpnnkt 


289 


zweiten Grad waren, liberliaupt nicht geandert, die in oo und y 
linearen Glieder sind weggefallen, an Stelle des friiheren ab- 
soluten Gliedes ^33 ist A : J.33 getreten. 

Aucb. die Umkebrung gilt: Fehlen in der Gleichung einer 
Kurve meiten Grades die linearen Glieder^ so liegt der Mittel- 
punlci der Kurve im Koordinatenanfang, denn die Anwendung 
der Formeln (33) anf die Gleichung (38) wurde nun sCq 0, 
2/3=0 ergeben. 

In dem zweiten der auf S. 287 erwahnten Falle, die bei 
der Lftge des Mittelpunktes eintreten konnen, ist die Trans- 
formation (35) naturlich nicht anwendbar, denn der Mittel- 
punkt liegt im Unendlichen, alle Durchmesser der Kurve sind 
einander parallel. 

Eigenartig ist der dritte Fall, wo die Kurve aus einem 
Parallelenpaar besteht. Dem Umstand entsprechend, daB es 
liier unendlich viele Mittelpunkte gibt, die eine Gerade er- 
fUlleU; sind die Koordinaten t/o unbestimmt; dies folgt auch 
aus den Gleichungen (33) und (34). Deonoch ist die Trans- 
formation auf den Mittelpnnkt durchfiihrbar; denn das in (37) 
auftretende Glied (a3iJ[3i+ %A83):.433 hat, obwohl 

nun J.31, -^32 iind J.33 einzeln gleich Null sind, doch einen 
bestimmten Wert, wie sofort gezeigt werden soil; wir woUen 
diesen Wert einstweilen mit /c bezeichnen'*^). OjBEenbar ist 

(39) h - + V4. + == + ajs. 

WO x^, 2/0 die Koordinaten irgend eines Punktes der Mittel- 
punktsgerade bezeichnen. Wenn nun auch .^33= ^*11^22“" 
verschwindet, soli doch vorausgesetzt werden, dafi die drei 
GroBen Ugg, nicht gleichzeitig verschwinden, denn 
wenn dies der Pall ware, so wiirde die nicht homogene 
Gleichung (1) nur eine Gerade, die homogene Gleichung (5) 
ein aus dieser Geraden und aus bestehendes Paar dar- 
stellen; dies soli aber ausgeschlossen sein^). Bs sei also z. B. 

0. Alsdann kann Jc *- %yo+ % ^^aulti- 

*) tlbrigens mnB wegen mit oder a,* immer 

auch a, 4 verschwinden, und a,, zieht umgekehrt das Verschwinden 
von Oder nach sich. 

Salmoa-3ri«dler: anal. Qeom. d. Kegeliolm. 8. Aufll. 19 
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pliziert werden, wodurcTi sich mit Hilfe einer Determinante 
ergibt: 

I ®31*0 "I" + % ®81 I 

0 £?, 


han = 


■'ll 


®8i*0+ *32 2/0+ *33 

^81 


%2 2/0 %8 %1 

*11«0+ *122/0+ *13 

^11 


^122/0 + ^13 ^11 


Oder im Hiablick anf die erste Gleicbung (32): 

I , -'12i7Q 

= ^22 — 2/0^23 = A27 denn ist « 0 . 

In den Fallen =4= ^ oder H= ^ hatte sich bei entsprechen- 
dem Yerfahren 

ha ^9 == A^^ bez. Jca^^ == — A^ 

ergeben. 

(40) 


.x/ 22 ““ "^^11 bez* IccL-^^ ' 
Da 6 wirklicb die.drei Werte 

JJ. _ ^2> ^11 ^ jdj 


”^12 


«11 


^2 


1 * 


einander gleich sind, folgt leicbt ans den nun wegen A^^ «=» A^,^ ==* 0 
bestehenden GUeichungen Ai 2 + % ^22 ^21 -^11 + ^ 22-^12 

Da die Beziebung %<3&23““ % 2 ^=® ^ Folge hat^ da6 
2 ^ 121 -)/+ aggi?^ ein vollstandiges Quadrat wird, nimmt 
nach (37) die anf einen Mittelpunkt transformierte Gleicbung 
eines ParaUelenpaares die Gestalt an 

(41) (yil+ y8ij)*' + ft=0. 

141. Gleiohung eines konjugierten Durobimessers. Trans- 
formation anf die Aclisen* Im Folgenden moge wieder von 
einem Kegelschnitt ausgegangen werden, der nur einen im End- 
lichen gelegenen Mittelpunkt hat. Wahrend ferner die Unter- 
suchungen von Nr. 132 bis Nr. 140 sowohl bei rechtwinkligen 
als bei schiefwinkligen Koordinaten gultig sind, sollen von 
nun an recMwinJclige Koordinaten zu Grund gelegt werden. 

Ein Punkt der Bbene, dessen Radius vektor OP^ ==» p 
mit der positiven Richtung der a?-Achse den Winkel a bildet, 
hat die rechtwinkligen Koordinaten q cos Q sin a, 

also nach Nr. 134 eine Polare mit der Gleichung 

/ 42 ) + *13) 9 COB os + (ajiiz + + Ojs) p sin os 

+ asia;+a8ssy4-a3s=»0. 

Nun. moge der Punkt Pj in der Biicbtung OPj seines Eadius- 
vektors ins Unendlicbe r'iicken; die Polare geht dann nacb 
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(43) 


S. 285 in den zn der RicMung cc konjugierten Durciimesser 
uber. Um seine Gleichung zu erbalten, dividiere man (42) 
durcb 9 nnd seize alsdann p = oo. Hierdurch fallen die drei 
letzten Glieder in (42) weg, nnd man erhalt als Qleichwng de$ 
m der Richtung a honjugierten Durchmessers: 

(a^i cos a + <^12 sin cc)x + (a^i cos a + 0^2 sin a) y 

+ (^31 cos a + sin a) = 0. 

Es liegt nun die Prage nahe, ob es vorkommen kann, da6 
dieser Dnrcbmesser mit der Richtung a, zu der er konjugiert 
ist; einen rechten Winkel bildet. Da bei der Gleichung einer 
Geraden in rechtwinkligen Koordinaten die Koeffizienten von 
X und y proportional sind dem Cosinus bez. Sinus des Winkels, 
den das Lot der Geraden mit der positiven Richtung der 
rr-Achse bildet, miifiten im Falle der Bejahung der soeben ge- 
stellten Prage diese Koeffizienten proportional zu cos a und 
sin a sein. Daher mfiBten unter Benutzung eines Proportionalitats- 
faktors X zwei Gleichungen bestehen von der Porm: 

(44) cos a + sin cc = cos cc, cos cc + sin cc == A sin a 
Oder 


( 45 ) (^11 — A)cos ^12 sin 0: 0, cos a + (agg— ^ sin cc==0. 

Dutch Elimination von cos cc und sin cc aus (45) ergibt 
sich die quadratische Gleichung 

( 46 ) (^11 "f* ^ *'b ^11^22 ^12* 

Ihre Diskriminante 

A = (an + asj*)* - 4 (anO^* - a^*) = (a^ - a, 2 )^ + 4an* 

isfc im allgemeinen positiv; nur im Falle an = <» 23 , »i 2 =“ 9 ist 
sie gleich Null, die Kui-ve zweiten Grades ist alsdann (nach 
S. 194) ein Krcis. SchlieBt man diesen Fall aus, so hat die 
quadratische Gleichung (46) stets zwei voneinander rerschiedene 
reelle Wurzeln und Aj, denen anf Grund der Formeln (44) 
oder (45) zwei verschiedene Richtungen bez. cc^ ent- 
sprechen. Die ihnen zugehSrigen konjugierten Durchmesser 
bilden mit diesen Richtungen rechte Winkel. Aber man kann 
leicht zeigen, daB die Richtungen aj und selbst zueinander 
rechtwinklig sind; daJier gibt es in Wahrheit nw m Poar 

19 * 
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rechtwinMiger Jconjugierter Durchmesser, Zum Nachweis dieser 
Tatsache geEt man von den Gleicliungen aus: 

{dll’- Xi) cos cc^+ sin — X^) ^2 + <*12 sin cfg = 0 

«2i cos cc^+ (fl 22 ^X^) sin a^=0 cos ^ ig) ^2 0* 

Die beiden links stebenden Gleicbungen multipliziert man nun 
mit cos ^3 bez. sinc^^, die recbts stebenden mit cos bez. sina^^ 
und ziebt alsdann die Summe der beiden letzten Gleicbungen 
von der Summe der beiden ersten ab. Hierdurcb ergibt sicb 

(47) (cos cc^ cos cjcg + sin sin a^) = 0. 

So lange X^ von X^ verscbieden ist, und diese Annabme wurde ja 
gemacbt, mu6 also cos cos + sin sin ^3 = cos (a^ — ofg) *= 0 
sein, es ist daber 

(48) Oj = aj ± -1-31, 
w. z. b. w. 

Im Falle Ai—Xg, der zu dem Kreis fiibrte, gibt es natiirlicb 
unendlich viele Paare zueinander recbtwinkliger konjugierter 
Durcbmesser, in den tibrigen Fallen nur dn solcbes Paar, man 
nennt seine beiden Durcbmesser die Achsen der Kurve. Es 
liegt nun der Gedanke nabe, den Kegelscbnitt auf diese Acbsen 
als Koordinatenacbsen zu bezieben. Zur Ausfiibrung dieses 
Gedankens vdrd man zuerst die Transformation auf den 
Mittelpunkt vomebmen, die, wie S. 288 gezeigt wurde, zu der 
Gleicbung 

(49) 2<Zi2|i2 + ^33^^+ -j— = 0 

-0-88 

fubrt; alsdann wird man zu dem neuen Koordinatensystem X, Y 
iibergeben, das aus dem System rj durcb Drebung um den 
Winkel cc^ oder bervorgebt. Diese Drebung moge in dem 
der Bewegung des Ubrzeigers entgegengesetzten Sinne erfolgeir, 
cc^ und ocg = + 90® (vgl. [48]) seien die Winkel, die die posi- 

tiven Ricbtungen der neuen Acbsen X bez. Y mit der posi- 
tiven Ricbtung der Achse | bilden. Man bat daber nach S. 26 
die folgenden Transformationsformeln anzuwenden: 

(50) I = X cos + Y cos flCg, = X sin cc^ + JT sin 
umgekebrt ist 

(51) X = I cos 0?! + sin X = | cos 0 C 2 + sin 
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Zur moglichst rasclien Durchfahrung der Transformation 
sclireiben wir die Gleichung (49) des Kegelschnitts in der Form 

(52) + «i2'ij)l + (®2il + <h2V)v “ 0; 

-^88 

alsdann ist 


^11 i ')] cos + ^12 sin X + (a^i cos cc^ + sin a^) Y, 
wofur nach ( 44 ) auch XiCOSOi-XH- gesetzt werden 
kann. Analog ergibt sich 

5 + <^22 = (^21 + <^22 CCi) X + (^21 cos ^^2 + ^22 si^^L 0^3) Y 

= sin • X 4- ^2 sill cc^ • Y, 


Durcli Einftilirung dieser Ausdriicke in (62) nnd nacb Um- 
steUung der Glieder der so erhaltenen Gleickung folgt 

;,i(| cos cc^ + rj sin cc^)X + ^ 2(1 cos ceg + ^ sin otg) Y + = 0. 

•^88 

nnd hieraus geht mit Rticksicht anf (51) die transformierte 
Gleichung 

(53) X,Z*+A2P+-^ = 0 

-^88 

hervor, die bei Benutzung der Abkhrzungen 


(54) 

in der Form 

(55) 


m 


jlj 


n — 


A 

Xj A{^, 


?! + r_i_o 

m n 


gescbrieben ■werden kann. 

Wie auf S. 290 bemerkt wurde, baben wir bei dieser Trans- 
formation auf die Acbsen angenommen, daB die urspriinglicbe 
GHeicbung des Kegelscbnitts auf rechtwinklige Koordinaten 
bezogen war. Dem Leser sei empfoblen, diese Transformation 
sowie die in Nr. 143 aueb bei schkfwmidigm Koordinaten durcb- 
zufQbren. Vgl. iibrigens Nr. 153. 

142. Ellipse, Hyperbel, Geradenpaar. Naturlicb setzen 
diese Umformungen voraus, daB die Kurre einen im Endlicben 
liegenden Mittelpunkt oder eine Mittelpnnktsgerade bat (vgl. 
S. 288 f.). Je nachdem im Falle Al =)= 0 die GroBen m und n 
beide positiy oder beide negativ sind oder entgegengesetzte 
Vorzeicben baben, wird man also (ygl. Nr. 131) auf eine Mlvpse 
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oder auf eiiie imaginare JSjurve (imaginare Ellipse) oder auf eine 
Hyperhel gefiilirt. la den beiden ersten Fallen miissen und X^ 
gleicbe Vorzeichen haben, das Produkt X^X^ muB positiv sein. 
Nun ist aber nach. Gleichung (46) and nach den Elementen 
der Theorie der quadratischen Gleichangen; 

(56) ~ ~ -^SSJ X^-\~ X^= + (^22 • 

Ellipse and imaginare Knrve haben daher das gemeinsame 
Merkmal > 0, in diesen beiden Fallen massen also aucli 
die GroBen and a22 gleiches Vorzeichen haben und zwar, 
wie die Gleichung a^^=X^ + X^ zeigt^ dasselbe Vorzeichen 
wie X^ und Ag. Aus (55) and (54) folgt, daB eine Ellipse vorliegt, 
wenn —A:X^ oder — ^4:^2 positiv ist, and hierfiir kann, da 
es jetzt nur auf das Vorzeichen ankommt, — > 0 oder 

auch — Aa^^ oder A geschrieben werden; noch hesser 

wird man sagen: das charakteristische Merkmal fiir eine Ellipse 
ist A =f= 0, -4g3 > 0, Aa^i oder Aa^^ < 0. Bei der imagindren 
Kwrve sind die beiden letzten Ungleichungen zu ersetzen durch 
oder Aa^^^ 0. 

Im Fall einer Eyperbel mussen m und n entgegengesetzte 
Vorzeichen haben, d. h. X^X^ == A^^ muB < 0 sein und selbst- 
verstandlich =4= 0. 

Ist A =» 0 und Agg =4= 0, so tritt an Stelle von (53) die 
Gleichung 

(57) X^X^+X^IP^O, 

die ein reelles oder imagindres Geradenpaar darstellt, je nachdem 
X^ und Ag entgegengesetzte oder gleiche Vorzeichen haben, d.h. 
je nachdem == A^^ < 0 oder > 0 ist. 

Im Falle .4 = 0, 4.33 = 0 verschwinden auch 4^3 und 433, 
wie schon S. 287 bemerkt wurde; die Kurve ist ein Earallelen-- 
paar. Die quadratische Gleichung (46) hat nunmehr eine 
Wurzel A = 0, die andere A = + Ugg sei =|= 0, wobei 

und (3^22 wegen ^11^22 ^ entweder gleiche Vorzeichen 
haben mussen, oder es muB mit oder auch ver- 
schwinden. Von dem Fall <3tjj +%=0 ist abzusehen, denn 
er wurde wegen — zu = ags = 0 ftihren, 
und dies soUte (vgl. S. 289) ausgeschlossen werden. 
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Ahnlich wie die Transformation (50) die Gleichung (49) 
in (53) iiberfiilirte, gelangt man nun zu 

(58) 2]^ + A = 0 Oder zu -{■ h ^ 0^ 

je nacbdem man die nicht verschwindende Wurzel mit oder 
mit ^2 bezeiclmet; hierbei ist nach (40): 

/PiQ'N y — du 

Sind die beiden XJnterdeterminanten von Null ver- 

schieden, so miissen sie 

Vorzeicben haben. Gebt man von der zweiten Gleicbung (58) 
aus, so ergibt die Einfiibrung von X^=^a^^+a^^ und von 
it«=»-422:an Oder die Gleicbung 

(60) a^x(fl^i+a^^'P+A^^=-0 oderaucb a^^(aj^i+a^^)Y^+A^^^0. 

Sind a^i und von Null verscbieden, so ist der Faktor 
von r® jedesmal positiv, die Kurve also ein reelles Parallelefir 
paar, wenn A^^ oder A^^ negativ ist; man bat ein imagina/res 
Parallelenpam^P wenn A^^^ oder A^^ positiv ist. Ware aber 
z. !B. 0^ ^22 0^ so batte ^ 21*^21 ^ 22 *^ 22 *^ 0 und 

das Verscbwinden von J-gg zur Folge; man wiirde die zweite 
Gleicbung (60) benutzen, die nun in = 0 iiber- 

gebt. Hieraus und aus der ontsprecbenden tTberlegung im Falle 
«»* 0, =(= 0 erbalt man wieder das soeben ausgesprocbene 

Kriterium fiir das reelle und das imaginare Parallelenpaar. 

Das Verscbwinden von -4^ und A^^ batte A^^ =« 0 zur Folge, 
das Parallelenpaar ware dann nacb S. 284 eine Doppelgerade. 

143, Parabel und Parallelenpaar. Es soli nun nocb 
der 0 weite von jenen drei Fallen, die bei der Lage des Mittel- 
punkts der Kurve unterscbieden wurden (S. 287), naber be- 
tracbtet werdon. Bei ibm ist ein einziger, im Unendlicben 
liegender Mittelpunkt vorbanden; man bat A ^0, A^^ «* 0, 
w*abrend mindestens eine der beiden GroBen A^q, A^^ von 
Null verscbieden sein muB., Selbstverstandlicb kann bier eine 
Transformation der Gleicbung 

(61) + 2aj^^xy + + 2%^? + = 0 

auf den Mittelpunkt nicbt vorgenommen werden; wobl aber 

property of 

WNESX INSTITinE OF TECHKOLOSY 
LIBRARY 
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laBt sich die Transformation von der Form (50) anwenden; 
man setze also 

X ^Xoos cc^+Y cos y = X sin u^ + Y sin Wo) 

wo bei der Berechnung von und mit Hilfe von (44) zu 
beachten ist, da6 nun eine der beiden Wurzeln von (46), 
etwa ^1, verscbwindet, wahrend die andere Ag == + agg =j= 0 

wird (vgl. S. 294). Man erhalt abnlich wie auf S. 293: 

(62) ilg P4- 2(^13 cos ^23 sin X+ 2 (a^g cos cc^ + ^33 sin ccc^)Y+ ^3.-= 

wobei 

(63) cos sin = 0, a^i cos < 5:1 + sin — 0, 

(64) a^i cos Wg + ^12 sin cos cc^y cos + ^22 ^2 ^2 

und (^1= Og 

Bei AusscblieBung des Falles cos cci + sin ==» 0, 
der wegen (63) auf ^^23 ~-^3s ~ -4=0, also auf 

das schon vorbin erledigte Parallelenpaar ftihren wQrde, laBt 
sich die Gleicbung (62) mit Hilfe eines zu dem System X, Y 
parallelen Koordinatensystems wesentlich vereinfachen. Wir 
benutzen die Abkiirzungen 

(65) g^Ois cos + 023 ^1? ^3 *+ <^23 

und beziehen vermoge 1"= ^ + 0, wo c noch naber bestimmt 
werden wird, die Gleicbung X^Y^^ + 2gX+ 2hY+ = 0 auf 
eine neue X-Acbse. Man erbalt 

(66) 4- 2gfX + 2 (^gC + ^0?) 4” ^^^2 “b 2 Ac + = 0, 

und wenn c^—h\X^ gesetzt wird, folgt 

(67) X,W + 25rZ+ = 0. 

Zur weiteren Vereinfacbung dieser Gleicbung beziehen wir ((>7 ) 
vermoge X = 3£ + c? auf eine neue X-Acbse. Man erbiilt 

(68) + 2^3£ + 2gd + =» 0, 

und wenn man 

( 69 ) 

setzt, was gescbeben kann, da die Falle g ^ 0 und ig = 0 
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ansgesclilossen wui'den, ergibt sich eine Gleichung von der 
Form 

(70) - 2pX = 0, 
wobei 

(71) 2j3 = - 2g : Aa === - ^ 

^11 + ®22 

ist. Die vorstehenden Entwicklungen zeigen, da6 sicb die 
Gleichung (61) immer in (70) tiberfiibren laBt, wenn A=^0y. 
-.Ijjg == ^3^1^22 •— ^ niindestens eine der GroBen 

Xjj von Null verschieden ist. Hierbei hat A^^ = 0 zur Folge, 
daB in (61) die Gliedergruppe das 

Quadrat eines in x und y linearen, homogenen Ausdrucks wird. 
fm vorliegenden Palle stellt daher (vgl. S.271) die Gleichung (61) 
eine Parahel dar. 

Da Durchmesser dieser Kurve^ 

wie auch schon S. 289 erkannt wurde, einander parallel; ihre 
Kichtung ist durch ^21 ‘<^22 geg^b^ii*) 

Ist ^13 cos ojjL + ^23 sin cc^ == 0, so liegt nunmehr, wie schon 
S, 296 erwiihnt wurde, ein Parallelenpaar vor, und die Glei- 
chung (62) vereinfacht sich in 

(72) I2 T- + 2 (a^s cos cc^ + sin cc^) Y + =- 0^, 

wobei Ag ~ + ^22 Diskriminante dieses Ausdrucks 

zweiten Grades iii Y wird 

A — (^13 cos cc^ + agg sin a^y — (a^ + ^^^'22) oder 

= — A^>> — All "" ^2 ~ ^^^3 <^08^CC2 + ^3 <^2 

=== — {All + -^ 22 ) (%3 ^^23 %)'^- 

Bei Einfiihruug von an Stelle von «2 durch \ ^ 

*) Wonn oin Toil des Kcgelschnittes genau verzeiclmet ist, so 
kann man seinen Mitteipnnkt und seine Gattung bestimmen, Dennje 
zwei parallele Sehnen bestimmen durch ihre Halbierungspunkte einen 
Durchmesser 5 in derselben Art erhalt man durch zwei andere parallele 
Sehnen einen zweiten DurchmeBser. Sind beide Durchmesser parallel, 
so ist der Kegelschnitt eine Parabel; schneiden sie sich auf der konkaven 
Seite des Kurvreubogens, so ist er eine Ellipse und im entgegengesetzten 
Fall eine Hyperbel. 
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(rgl. Gl. (48), S. 292) wird sin C ^2 ^23 ^2 “ + (^18 

+ 023 sin dieser Ausdruck ist nach Voraussetznng 

Null; man hat daher A = — (^n + - 422 )- Sind beide XJnter- 
determinanten Ton Null yerschiedeU; so haben sie wegen 
— = 0 Werte von gleichem Vorzeichen. 
Hieraus folgt, dafi das Parallelenpaar (72) reell oder imaginar 
ist, je nachdem eine der beiden GrroBen .^23 negativ oder 
positiv ist, und dies ist dasselbe Kriterium, zu dem wir schon 
Mher (S. 295) auf anderem Wege gefiihrt warden. Wenn nur 
eine der Unterdeterminanten verschwindet, so ent- 

scheidet das Vorzeichen der nicht verschwindenden in gleicher 
Weise, ob das Parallelenpaar reell oder imaginar ist, und 
wenn ~ -422 ^ Parallelenpaar nach S. 295 

und 284 zur Doppelgerade, 

Mit Hilfe der Diskriminante A ==: — + A,j^) der Glei- 

chung (72) kann man (72) in der Gestalt 


+ -^SiS A 


schreiben, aus der vermoge der Transformation 
die Gleichung 


Ojg cos Cfj -}“ ^8 


A + Ai.±4?. == 0 


hervorgeht. Diese endlich ist mit Eucksicht auf 
und auf «= A^^ : O 22 (vgl. GL 59, S. 295) identisch mit 

«11 (®11 + Oss) D ® + ^22 = 0 Oder ancli ttjj (an + a^j) ?)* + ■^u 
also mit dem Gleidiungen. (60), die -wir schon friiher (S. 295) 
in andrer Weise erhalten haben. 

144. Von der allgemeinen Gleichung der Kurven zweiten 
Grades ausgehend wird man also durch die in Nr. 141, 143 und 
142 angegebenen Transformationen auf die Gleichungen (53) 
oder (70) oder (57) gefuhrt. Es sind dies, von den Geradenpaaren 
abgesehen, die schon in Nr. 131 erwShnten Gebilde. Im Pol- 
genden stellen wir die erhaltenen Kriterien in einer Tabelle 
tibersichtlich zusammen: 
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-^88 4^ ^ 

4-83 — ^ 

4=0 

■^38 ® 

-^38 ^ 0 

Parabel 

Hyperbel 

011 -4 od 
< 0 




- 0 

-^88 ® 

4.33 > 0 

Jill od 
<0 

er 

>0 

= 0 . 

Reelles 

Geraden- 

paar 

(Scbnittp! 

Imaginares 

Geradenpaar 

kt. im Bndlichen) 

Reelles 

Paralle 

Imagi- 

nares 

slenpaar 

Doppel- 

gerade 


Diese Kriterien gelten auch dann, wenn die urspriingliclie 
ichung der Kurve auf schiefwinlcUge Koordinaten bezogen 
Der Leser wird sicb biervon leicbt iiberzeugen, wenn er, 
am SchluB von Nr. 141 empfoblen wurde, die Unter- 
bungen von Nr. 141—143 nnter Voraussetzung scbiefwink- 
!r Koordinaten durcbfiibrt. 

B. 1) Man bestimme die Gattung der durcb folgende Glei- 
ngen dargostellten Kegelscbnitte : 

+ 2 /^ — 5a; — 2y — 19 = 0. Ellipse. 

3a;® + 4:xy + — 3a; — 2^/ + 21 == 0. Hyperbel. 

4a;® + 4a?2/ -f 2 /® — 5a; — 2,y — 10 «=» 0. Parabel. 

2) Eine Kurve mit «= 0 und .4 4= 0 ist eine Ellipse oder 
) imaginare Kurve flir gleiche, eine Hyperbel Mr entgegen- 
etzte Vorzeicben von und 

3) Eine Kurve mit *«= 0 und 4. «|= ^ ist eine Parabel, 

in zugleicb 0 ist, sonst eine Hyperbel. 

a* ah a h 


It eine Parabel dar, die die Koordinatenaobsen in den Punkten 
[) und 0 I h beriibrt. 

5) 7a?® — 1 6 a? 2 / + 42/® + 5a; — 102/ 0. Geradenpaar. 

6) 25a;® — 20a?2/ + 42/® + 9 5=s 0. Imaginares Parallelenpaar. 

7) 9a;® + 12a;2/ + 42/® — 30a; — 202/ + 25«0. Doppelgerade. 
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145. GleicliTmgen der Paare konjugierter Durokmesser. 
Die Gleickung des zu einer Eichtung cc konjugierten 
Durckmessers, also des Durckmessers, der die in der Eicktung cc 
gezogenen Seknen des Kegelscknitts kalbiert, ist bei recht- 
winkligen Koordinaten nack (43), S. 291: 

(a^icosa 4- ai2sina)jr + (agicosa + a^asina)^; 

^ ^ 4- (^» 3 iCOs<a; + (ZggSinft:) = 0. 

Fiir den Winkel dieser Geraden mit der :r-Ackse ist 




«J2+«23tga^ 


also 


(74) aggtgatga' + auO^gcc 4- tgcc') 4- c^n == 0. 

Die Symmetrie dieser Gleickung in bezug auf cc, a' ist 
wieder ein Beweis fiir die sckon S. 286 bemerkte Tatsache, 
dafi die Seknen, die mit der rr-Ackse den Winkel a' bilden, 
ikrerseits von einem Durckmesser kalbiert werden, der mit 
der iP-Achse den Winkel cc einschliefit. Also gekort zu zwei 
Eicktungskoeffizienten tga, tga', die der Gleickung (74) ge- 
niigen, stets ein Paar konjugierter Durckmesser. Nack Nr. 17 
und 94 (tga = 1 , tga' == X') bilden alle diese Paare eine In- 
volution. Vgl. auck Nr. 148, 

Ist ^12 =* 0 , so gekort zu der Eicktung «= 0 die Eicktung 
tg = 4; cx> des konjugierten Durckmessers, die Koordinaten- 
acksen sind daker in diesem Palle den Aclisen des Kegelscknitts 
parallel. Bei X Parallelkoordinaten gilt der ent- 

spreckende Satz: Peklt in der allgemeinen Gleickung eines 
Kegelscknitts das Glied mit xy, ist also ==> 0, so sind die 
Koordinatenacksen einem Paare konjugierter Durckmesser 
parallel. Denn geben wir y einen konstanten Wert,* so ist 
die Summe der zugekorigen Abszissen gleick — also 

liegt die Mitte der zur a?-Achse parallelen Seknen in der 
Geraden 4 - ^ 15 = 0 , d. k. in einer Parallelen zur y-Ackse. 
Ebenso findet man a^^y + ags =« 0 als die Haibierungslinie 
der 2 / -Parallelen. 

B. Pur die Parabel ist wegen ^22 die Involution 

der konjugierten Durckmesser parabolisck nack Nr. 94 und Nr. 18: 
Die parallelen Durckmesser sind sSmtlick der unendlick fernen 
Geraden konjugiert. 
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146. Gleichimg des Aclisenpaares. Fiir zwei zueinander 
reclitwintlige konjugierte Durchmesser, also fur die Achsen 
des Kegelschnitts, hat mau (Nr. 36) tg — Iztgc^, mithiu 
zur Bestimmung vou a die quadratische Gleichung 

(75) tg® tt + (aji - tg te - = 0. 

Eine einfaciie Umformung ergibt aber 

(76) cos 2a — ^ sin 2a = 0, also 


tg2a- 


Piir den Pall a 


2«12 


■«as 


2/o 


= tg2(« + |) 

: 0 Tgl. S. 291 f. 

Setzt man in (75) tg oj = (j/ — ; {x — Xq)^ wo x^ 

die Koordinaten des Mittelpunktes der Kurve (vgl. S. 287) be- 
deuten, so erhalt man die Gleichung des Achsenpaares: 

( 77 ) ^12 (x - XqY ~ (x - x^) (y - y^) - (y - y^Y = 0 . 

Die Schnittpunkte der Achsen mit der Kurve nennt man die 
Scheitel der Kurve. 

Die Parahel Jcann nur eine Achse md einen Scheitel im 
Mndlichen hahmt. Die Richtung der Achse ist nach S. 297 durch 
tg cfi==» — <3^11 -<^12 == — <^ 12 gegcben. Liegt die Gleichung 
der Kurve in der transformierten Form -2j)X = 0 vor 
(vgl. (70), S. 297), so ist ^3 = 0 die Gleichung der Achse; fiir 
eine durch 

a^^x^ + 2 a^^^xy + + 2 ^ 130 ; + 2 a 2 ^y + (133 0 

A^g == ^11^22 ^12* =0, A =1= 0 

gegebene Parab.el erhalt man als Gleichung der Achse nach 
S. 296 zunachst ^ = T — c == 0. Hier ist 


JT sin (ccg — c^i) = — sin oci + y cos cc^ oder da c^^ = 
Y X COB ocg -t- y sin Wg ; 


^2 ± 3 


ferner ist nach S. 296 c = — 


a,3CQS(y, + ^s« sinoig , . 


Gleichung der Achse wird daher im urspriinglichen Koor- 
dinatensystein x, y: 

(78) a: cos Cj + ?/ sm ttg - “a;;; ^ ' 
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Aus tg - On : ai2 = — «i2 = “as *§ «2 = tg («i + T 

= ^ = man kann daker die Gleichtmg (78) der Adise 
der Pardbel in einer der beiden Formen 


(79 a) 

Oder 

(79b) 

schreiben. 



B. Die Acbsen der Ellipse 4xy + 11^®= 60 sind 

3xy — 22/®= 0 oder {2x — y) (x + 2y) == 0. 

Man beacbte, dafi der Mittelpunkt der Kurve im Koordinaten- 
anfang liegt. 

147. Tangentenpaar, Scton in Nr. 135 wurde gezeigt, 
da6 durch jeden Punkt der Ebene zwei Tangenten an 
einen Kegelscbnitt gezogen werden konnen. Die Gleichung 
dieses Tangentenpaares ergibt sick sofort aus der Bedingung 
dafiir, daB die Verbindungslinie zweier Punkte Pj, P^ den 
Kegelscbnitt in zwei zusammenfallenden Punkten trifiPt, also 
beruhrt. Diese Bedingung lautete (vgl (14); S. 274): 


{ f (»i) + Vi f (2/1) + f W Y - ^f{^, Vi, f 2/2; %) = 0 - 


Pafit man bier ^^2 1 ^2 1 ^2 laufende Koordinaten auf, was 
dadurcb zum Ausdruck gebracht werden soil; daB man den 
Index 2 bei x^, y^^ ^2 weglaBt; so ist 

(80) {xf\x;) + yf{y;)-\-ef{s^)Y-if{x^, y^, s^f{x, «r) = 0 

die Bedingung dafur; daB die Verbindungslinie eines Punktes P 
mit dem festen Punkte P^ eine Tangente des Kegelscbnitts 
fix, j/; ^) = 0 sei; d. b, die Gleicbung (80) stellt das von P^ 
an die Kurve gelegte Tangentenpaar dar. Dabei kann der Aus- 
druok xfixf) + yfiv^ + ^fih) ancb durob x^ f{x) + J/i f iy) 
+ fi^) ersetzt werden, wie scbon auf S. 273 bemerkt 
wurde. 

Liegt der Punkt P^ insbesondere im Koordinatenanfang 
{x^^^ 0; 3/1= 0; 1); SO erbalt man fiir das von ihm an 

die Kurve gelegte Tangentenpaar die Gleicbung 
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(81) (asi*+®s22/+®8s)^-«83(%«H2aj2a;y+a22j(®+2ai3a:+2aj8y+as8)=0 
Oder auoli 

(82) a33 ^ 2 (^13 ^33) xy + — ^23") ~ 

und hierfur kann kilrzer 

(82 a) ^22 — 2-4^2 xy + 2/^=0 

gesetzt werden. 

Die beiden Tangenten sind im allgemeinen voneinander yer- 
schieden, Stellt man aber die Bedingung dafiir auf; dafi die 
Gleicbung (82), als quadratische Gleicbung fur y:x betracbtet, 
zwei gleicbe Wurzeln bat, so erbalt man 

(^n) (^2^33— == (^33^^12 “ <^13»2s)® ^>der 

^88 (^11^22^33 2o^23Clj3CJj2 ^11^23^ ^22 %3^ ^33^12*) " 

d. b. ^33-4= 0. 

Also fallen einmal die beiden yom Nullpunkt ausgehenden 
Tangenten zusammen fiir = 0, d. h. wenn dieser Punkt der 
Kurye angehort. Daber ist ein Punkt in der Kurye als der 
Scbnittpunkt von zwei zusammenfallenden Tangenten derselben 
anzuseben, so wie die Tangente als die Verbindungslinie yon 
zwei zusammenfallenden Punkten erklart worden ist. 

Die Tangenten fallen aucb zusammen, wenn die Diskrimi- 
nante A gleich Null ist: 

^ll%2^33 "I" 2^23^13^12 ^11^3^ %2^13^ ^33^12^*^ 

d, b. wenn die Kurye in ein Geradenpaar zerfallt. Denn dann 
ist die einzige Gerade, die sie in zwei zusammenfallenden 
Punkten scbneiden kann, die nach dem Doppelpunkt gezogene; 
die aus einem Punkt an eine zerfallende Kurye zweiter Ord- 
nung gebenden Tangenten fallen mit jener Geraden zusammen. 

Palls der Kegelscbnitt kein Geradenpaar ist und in einem 
reellen Zug verlauft, trennt er die Ebene in zwei Gebiete, die 
wir als Au/ieres und Jnneres der Kurve untersobeiden. Wir 
nennen den Punkt einen auBeren oder inneren, je nacbdem 
das yon ibm an die Kurye gelegte Tangentenpaar reeU oder 
imaginar ist. 

Die Gleicbung (81) des vom Koordinatenanfang 0 an den 
Kegelscbnitt zu ziebenden Tangentenpaares zeigt, daB diese 
Gleicbung aucb bei scbiefwinkligen Koordinatenacbsen das 
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Tangentenpaar darstellt. Denn fiir die Siihnittpunkte dieses 
Geradenpaares mit der Kurve ist auch cb^^y + %s)^= 0, 

d. h.. die Verbindungslinie dieser Punkte ist die Polare des 
Koordinatenanfangs 0. Die linke Seite der Gleichung (81) 
mufi das Produkt Yon zwei in Xj y linearen, homogenen Fak- 
toren, also von der Form sein, woraus 

kervorgeht; da6 die Gleichung der Kurve in die Gestalt 
(83) -= 0 

iibergefuhrt werden kann, wobei + 21)i.j^xy -f 0 das 

von 0 an die Kurve gelegte Tangentenpaar und a^y + 
die zugehorige Beruhrungssehne darstellt. (VgLNr. Ill, S. 221.) 

Die Gleichungen (8l) bis (83) gelten auch fiir einen be- 
liebigen Pol {x^ 1 2/i) (statt des Koordinatenanfangs 0), wenn 
man in ihnen x | y durch x — Xx\y — yx ersetzt. Denn aul* ein dem 
ursprtinglichen Koordinatensystem x, y paralleles System X, Y 
bezogen, das seinen Anfangspunkt in hat, wtirden die 
Gleichungen (81) bis (83) fiir dieses neue System gelten, wenn 
man in ihnen x | y durch X | Y ersetzt. Da aber X^x-- x^^, 
Y^y—y^ ist (vgLS.24), hat mannur die Ausdrhcke X'-Xi\y’-y^ 
an Stelle von in (81) bis (83) einzutragen, um die Gleichung 
des von P^ an die Kurve f {x, 0)^0 gelegten Tangenten- 

paares in einer von Gleichung (80) nur scheinbai' verschiedenen 
Gestalt und auf das ursprungliche System bezogen zu er- 
halten. 

148. Asymptoten. Da der Mittelpunkt C einer Kurve 
zweiten Grades der Pol der unendlich femen Geraden ist, liegen 
die Beriihrungspunkte der von ihm an die Kurve zu ziehendtm 
Tangenten im TJnendlichen. Man nennt diese beiden Tangenten 
die Asymptoten der Kurve; sie sind reell im Fall der Hyperbel, 
konjugiert imaginar im Fall der Ellipse. Zur Ableitung der 
Gleichung des Asymptotenpaares hat man nur in (80) far x^^ 
y^ die Koordinaten des Mittelpunkts einzutragen; dies sind 
aber nach S. 287 Zahlen y^, die die Gleichungen 

\f (^u) ^ ^11 ^^0 + = 0 

¥ f ( 2 / 0 ) ~ ^ 21^0 + ^ 22 % “I" ^28 0 

erfallen. Bei Berhcksichtigung dieser Tatsache und der Gleichung 
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(®i) + Vif ( 2 / 1 ) + hf («i) = 2/ (a.-!, y„ ^'i) geht aus (80) 

die Gleichuxig 

( 84 ) 44 '-(a;,ia;oH- a 32 y„+ 45 ;o(« 3 i‘®o+ « 322 /o+ « 33 «o)/’(a;; 2 /j '^)=0 

Oder 

1^84 a) {(x^^Xq + a.;2?/o + f{x, y, z)^0 

liervor. Hier ist aber + %2 2/o+ <^33 S. 288 gleich 
A : die Gleicbung des Asymptotenpaares wird also in nicht 

honiogener Sclireibweise: 

( 85 ) A -^33 2 % 2 ^/y + c%2?/“+ + = 0 * 

Hei der Parabel (^=(== 0 , ^33 = 0) ist, wie ( 84 ) zeigt, die 
uxK^iidlicU feme Gerade z = 0 die einzige Gerade, die die 
Kurve in 74wei vereinten unendlich fernen Punkten sebneidet. 

Die unendlich fernen Punkte einer Kurve zweiten Grades 
sind nach S. 279 die Doppelpunkte einer Involution, die von 
den auf der unendlich fernen Geraden <7^ gelegenen harmoni- 
schen Polepaaren der Kurve gebildet wird. Aus der Definition 
der Paare konjugierter Durchmesser (Nr. 139 ) folgt daher, dafi 
die Paare ihrer unendlich fernen Punkte zu den Beriihrungs- 
punkten dtu* Asymptoten harmonisch Hegen, und es hilden 
somii diese Durclmesmyaara sclbst eine Strahlenimdlution, deren 
Doppeltifnihlrn aus den beiden Aity/nfifolen hesiehen. Die Achsen 
sind eiu Paar zueinandtn- rechiwinkliger konjugierter Durch- 
inesser, sie halhkmi daher die ^)on den Anymptoten gehildeten 
Wtnkelf und sie sind stets reeli, gleichviel ob die Asymptoten 
r(*cll odor imaginar sind (Nr. 59 ). 

B. 1) Das Asymptotenpaar der Hyporbel 

90)*-* -- 4;?/® - Mu: - 32?/ - 19 0 

hat die Gleiehuiig 9:^" — '1 — .54 x — 32?y + 17 — 0 odor 
(3/ + 2?/ - l)(3x - 2// — 17) - 0. 

2) Zu wdgen, dali boi oiuom Parailelonpaar die „ Asymptoten 
aus der doppedi zu zilhlenden Geraden bestehen, die in der Mitte 
zwischen den biudon Parallcdan vtirlauft. 

PUr ein Parallolanpaar f(Xj y, z) 0 ist (vgL S. 287) A 0, 
^ 33 ^- 0 , dahor auch 0, Agg'-O, ierner nach S. 289/90 

A : A33 — Aji ; *= Agg: A^j : 

Unter der Vorausseizung, daB eiwa a^2=f=0 sei, erh^lt man filr 

Hal <'dl or; anal. (iouiu. d. Kogol«oUn. 8. Aufl. 20 



306 Haupteigenscliaften der Knrven zweiien Grades. 149. 


das „Asymptoteiipaar‘^ unter Eiiicksiclit auf uud 

%s^22~%2% nunmelir nacli (85) die Gleicliung 

(fifgia; + fl222^+ «33)®= 0. 

Das Parallelenpaar selbst wil'd durch das Produkt 

+ <^23 — 7/— -^ii) — 0 

dargestellt. 

149. Tangentialgleicliiiiig. Es soil nun die Bedingung 
aufgestellt werden, unter der eine Gerade ux + vy + %o == 0 
den Kegelschnitt 

(86) axx ^^ + 2^12^2/ + 2 ax^x + 2 a^^y + ^3 == 0 

berulirt. 

Es miissen im Falle der Beruhrung die Koeffizienten 
Vf w der Gleicbung der Geraden den Koeffizienten von x, y, 0 
in der Gleichung einer Tangente jPi=0 proportional sein, man 
hat also (vgl. S. 275f.) bei Benutzung eines Proportionalitats- 
faktors 0: 

’ u = d(axtx^ + ai22/i + %s) 

( 87 ) V = 6(a^x^x + %2 2 /i + <^ 22 ) 

[w = + « 322 /i + 

wobei Xx 1 j/i die Koordinaten des Beruhrungspunktes Pj der Tan- 
gente bedeuten, die die Gleichung der Geraden ux + vy + w^O 
erfullen mtissen, Zu (87) tritt daher noch ux^+vy^+w^O oder 

( 88 ) 6(uXx + vyx + w) 0. 

Durch Elimination von 0Xx^ 0yi und or aus den vier Glei- 
chungen (87) und (88) ergibt sich 

^11 ^12 ^13 ^ 

^21 ^22 ^23 ^ 

^31 %2 ^33 ^ 

U V W 0 

Nach Multiplikation mit — 1 wird diese Gleichung identisch init 
(90) F(UjVfW)^AxxU^+2Ax^uv+A^^v^+2Ax^uw+2A^^vw+A^^w'^‘^0f 
und dies Ergebnis hatte auch ohne Anwendung einer Deter- 
minante durch Auflosung von (87) nach 0yx^ 0 (vgl. 
(26), S. 283) und Einfiihrung der gefundenen Werte in (88) 
gewonnen werden konnen. 


-0. 




Gleicliung eines Kegelschnittes in Linienkoordinaten 307 


Die Gleichung (90) heiBt die Tangentialgleichung des Kegel- 
schnitts (86) oder seine Gleichmg in LinienJcoordinatm, weil 
sie durch die Koordinaten einer jeden Tangente der Kurve 
erfullt werden mu6. 

Die Formen (90) und (86) entsprechen sich genau dnalistisch. 
(Nr. 78 und 82). Es sei nocli darauf hingewiesen, da6 diese 
Gleichartigkeit der Darstellung einer Kurve zweiten Grades 
in Punkt- und Linienkoordinaten die analytische Begriindung 
der schon in der Polarentheorie kervorgehobenen dualistischen 
Beziekungen an derselben ergibt. Da insbesondere die Tan- 
gentialgleickung wiederum vom zweiten Grade ist, so nennt 
man den Kegelscknitt auck eine Kurve Siweiter Klasse (Nr. 79). 
Wenn aber die Ordnung und die Klasse einer Kurve liber- 
einstimmen, sprickt man vom Grade derselben (S. 267 Anm.). 

Bestekt der Kegelschuitt (86) aus einem Geradenpaar, ist 
also .4 = 0, so stehen die Koeffizienten Aik von (90) in engster 
Beziehung zu den Koordinaten ^\fj des Scknittpunktes 8 des 
Geradenpaares, wie schon S. 283 gezeigt wurde, und an die 
Stelle der Gleicliung (90) tritt alsdann nack (27 a), S. 288: 
(91) (lu + 4* w?)^= 0, 

sie stellt den Scknittpunkt 8 doppelt zahlend dar. Zu einer 
Doppelgeraden (alle -4u ==0) gibt es keine Gleickung in Linien- 
koordinaten. 

Die Bedingung dafiir, daB zwei Punkte mit den komogenen 
Koordinaten x^\y^\ 0^ hez.x^ | karmoniscke Pole in bezug 
auf den Kegelscknitt f(X) y^ 0)^0 seien, ist nack S. 277: 

(^1) + y2fiyi) + hfM = 0 Oder auck 
^i/'(^a) + yifiy^) + = 0. 

Dual folgt nun als Bedingung dafiir, daB zwei Geraden g^ und 
g^ mit den komogenen Koordinaten u^\vi\wi hez.u^\v^\w^ kar- 
moniscke Polaren des Kegelscknitts F {u, w)^0 seien: 

u^F{u^) + v^F\v;) + Wo^F\w^) -= 0 Oder auck 
u, F\u,) + v,F\v,) -f w,F\w,) - 0. 

Ausfiikrlick gesckrieben lauten diese Gleickungen: 

. + -^12 (^ 1^2 + + -^22 '*^ 1^2 + ^18 (%'^2 + ^ 2 ^ 1 ) 

+ A^^ {v^ + t?3%) + ^33%^2 “ 0^ 

20 ^ 
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Erfiillen die Koordinaten der beiden Geraden und diese 
Bedingung, so liegen g^ und g^ harmoniscb zu dem von ihreni 
Schnittpunkt an die Kurve gezogenen Tangentenpaar. Vgl. 
aucb S. 280/1. 

B. Ein Kegelscbnitt ist durcli fiinf seiner Tangenten bestimmt 
(Nr. 129), und wenn drei seiner Tangenten durcb einen Punkt 
gehen, so bestebt er aus diesem Punkte und dem Schnittpunkt 
der beiden anderen bestimmenden Tangenten; Die Gesamtheit seiner 
P Tangenten besteht aus den zu 

diesen Punkten gehorigen Sti-ah- 

' ''''' ■' lenbiischeln. 

150. Sekanten ©ines Ke- 
gelscbnitts. Aus der schon 
in Nr. 130 benutzten Polar- 
gleicbung des Kegelscbnitts 
(86) ergibt sicb lur das Pro- 
dukt OB'- Oli” der Vektoren, 
die in einer den Nullpunkt 0 
entbaltenden Sebne IV 1{” 
(Pig, 77) vom Neigungswin- 
kel 'd’ (oder + 3c) gemessen sind^ der Ausdruck 

(94) OB ^ . OB^^ - 



r'ig. 77. 




cos®^ + 2 <*12 -O' sin ^ sin®{)* 


Wird durcb 0 eine zweite Sekante gelegt (Neigungs- 
winkel anf der die Kurve die Sebne abschneidet, so 
ist das Produkt OS^ - durcb einen Ausdruck dargestellt, 
der aus (94) durcb Vertauscbung von d' mit bervorgebt; 
man bat somit die Gleicbung 


(95) 


OB'. OB" 
08' . OS" 


cos®'0’'4“ ^'sin O''-!" <* 22 sin® -O’' 

aiiCos^-O* aa^jcos -O’ sin -O’ 


Diese gilt, welcbe Lage aucb der Punkt 0 baben moge. Denn 
bei Verlegung des NuUpunktes durcb Parallelverscbiebung der 
Koordinatenacbsen in einen anderen Punkt der Ebene bleiben 
die Koeffizienten unverandert. Die Sekanten 

miissen natiirlicb ibre Ricbtungen d*, S'' beibebalten. So folgt: 

Werdm durch einen Punid 0 md SeTcanten OB, OS ge- 
0 ogenj die die Kurve in den Punicten B', B"; S', S" scJmelden, 
so ist das VerMUnis 
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der RecMeche axis dm dwell die Kurve geiildeten Ahschnitten 
dieser Selcanten fur jede Lage des Pimlctes 0 das ndmliche, so- 
bald die Richtungen der Selcanten OR, OS dieselhm bleiben. 

Auch der folgende Satz gilt: Werden clurch mei feste 
P'unUe 0 imd 0^ irgend mei ParaUelen OR and O^R^ gezogen, 
so ist das VerMltnis der RecMecIce 

OE'.OJR^': 0,R\’0,R\ 

konstantj welches auch die Richtung dieser Selcanten sei. Denn 
diese Rechtecke sind 

, 

aiiCO8*-9’+2aijjCoa«0’8in'9’4‘^228iii“'9’’ 

wenn der Wert ist, den das absolute Glied der allgemeinen 
Gleichung bei Verlegung des Anfangspunktes der Koordinaten 
von 0 nacb 0^ annimmt. Das Verhaltnis dieser Rechtecke 
ist daher = 6 & 33 :a '33 und somit von ^9’ unabhangig. Fiir agg, 
^12 = ^Tlso bei einem Kreise, ist das Sekantenprodukt (94) 
von der Richtung O' unabhangig, wie aus der Elementar- 
geometrie bekannt ist. 

151. Der Satz von Nr. 150 schlieBt einige Falle ein, fiir 
die besondere Ausdrucksformen wichtig sind. 

1. Ist Oi der Mittelpunkt der Kurve, so ist O^R^^O^R” 
und die GroBe O^R^ • R^O^^ wird das Quadrat des zu O^R 
parallelen Halbniessers oder halben Durchmessers. Also ver- 
halten sich die RecMecIce aus den Ahschnitten in mei sich 
schneidendm Sehnen meinander wie die Quadrate der m diesen 
Schnen parallelen Durchmesser, 

2. Wird die Sehne OR zur Tangente, so ist OR^ ^ OR^^ 
und OR^ • OR” das Quadrat der Tangente. Aus dem eben 
gefundenen Verhaltnis der Quadrate folgt aber, dafi die Ldngen 
der durch einen Punkt gesogenm Tangmien sich meinander vex^- 
halten %ole die Ldngen der Durchmesser, m denen sie parallel sind. 

3. Ist die Lillie 00^ ein Durchrnesser und OR, 
parallel zu seinen Ordinaten (vgl. S. 285), so ist R^O OR”, 
R\ Oj •=» O^R”^. Schneidet der Durchmesser die Kurve in den 
Punkten J.', A”,^o ist also OR^^iAO^ OA!^ ^O^R^i'^AlOi-O^A^ 
d. h. die Quadrate der Ordinaten irgmd eines Purchmessers sind 
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den BecUecken aus den AbschniUen j^roportionaly die sie im 
Durchmesser hestimmen. 

Es gibt aber einen Fall, in dem der Satz von Nr. 1 50 nicbt langer 
giiltig bleibt, namlich wenn dieSekante OS parallel zu einer Asym- 
ptote der Kurve ist. Denn das Rechteck wird mit dem Abschnitt 
O/S" unendlich, und 08 schneidet die Kurve nur in einem end- 
lichen Punkt 5^'. Wir priifen nun die naheliegende Vermutung, 
ob in diesem Fall das Verh^tnis OS ^ : Oi?' • OB” konstant ist. 

Nehmen wir zur grofieren Einfachheit OS zur it-Achse 
und OB zur ^/-Achse. Soli die x-Achse zu einer der Asym- 
ptoten parallel sein, so muB in der Gleichung des Kegelschnitts 
das Glied fehlen, denn die fiir y erhaltene quadra- 
tische Gleichung a^^^x^ + = 0 muB sich nun 

auf eine Gleichung ersten Grades fiir x :0 reduzieren (vgl. 
Nr. 16 und 27), oder in anderer Ausdrucksweise: bei der eben 
angeschriebenen Gleichung muB man den Faktor s ausscheiden 
kdnnen, was einer Wurzel 0 = 0 entspricht (vgl. S. 142). Die 
Gleichung der Kurve moge demnach die Form haben 
(96) 2a^.,xy + + 2a^^x + 2a^^y -f % « 0. 

Indem wir y=0 setzen, wird der Abschnitt in der ii?-Achse 
gefunden OS^ = — a-gg : 2^13, und indem wir x = 0 setzen, wird 
das Rechteck unter den Abschnitten in der ^/-Achse gleich 
ttggiagg. Also ist OS^ : OB^ -OB” = — a22'2ai^. Wenn wir 
nun zu irgend anderen parallelen Achsen transformieren, so 
bleibt agg unverandert, und das neue a^g wird gleich y^ + <35jg. 

Also verandert sich ienes Verhaltnis — ^^^in-> - es 

J 2 a., 3 2(«i3 2/' + a,3)’ 

bleibt im aDgemeinen nur konstant, solange ?/' konstant ist. 

Die durch 0weiparallele SeJmen einer Hyperhel in einer Parallelen 

0 U einer Asymptote gebildeten Ahschnitte sind proportional den 

Beclitecken unter den Abschnitten der Sehnen. 

Ist aber die Kurve (96) eine Parabel, so ist = 0, und 
das Verhaltnis immer konstant: Wenn in einer Parabel eine 
Oerade irgend einen Durchmesser schneidet (Nr. 143), $0 steht 
das Bechtech unter den in ihr bestimmtefn Abschnitten 0u dem 
durch sie im Durchmesser gebildeten Abschnitt in honstantem 
Verhaltnis^ solange Hire Bichtung dieselbe bleibt. 



Neuntes Kapitel. 

Die Mittelpnnktseigenscliafteii Toa Ellipse 
and Hyperbel. 

152. Konstanten der Transformation, bei rechtwinkligen 
Koordinaten. In Nr. 141 wnrde gezeigt, daB die allgemeine 
Gleicliung eiues Kegelsclinitts 

(1) 2a^^x + 2a^^y + ag3== 0 
durch die Transformation auf die Achsen der Kurve die Gestalt 
annimmt 

( 2 ) = 

-^as 

vorausgesetzt, daB der Kegelschnitt einen im Endlicben ge- 
legenen Mittelpunkt bat oder eine sogenannte MittelpunktsTcurve 
ist. 1st die Gleichung (1) auf rechtwinklige Koordinatenacbsen 
bezogen; so sind bierbei und X^ die Wurzeln der quadra- 
tiscben Gleichung 

(3) X^ — + 0 ^ 22 ) X + == 0, also 

(4) ” ^11 “I" ^32; ^1 ^2 ~ %1^22 ^12^* * 

Setzen wir — ^ 2 )^ + 4^12^, so lautet daber die 

auf die Acbsen***') transformierte Gleicbung der Kurve (1): 

(5) (an + ajj - E) + (a^ + a^2 + It)y^+ 

Wurde die Gleicbung (2) in der Form ^ 

gescbrieben, so wiire oflfenbar 

(6) ^a\^+ a '22 und 

Man kann nun zeigen, daB uberbaupt bei Transformation der 
auf recbtwinklige Koordinaten bezogenen Gleicbung (1) zu 
einem gam heliehigen anderen rechtwinUigen System x\ die 

*) Niitiirlicli bleibt beliebig, welcbe Acbse als x- oder gz-Achse zu 

nehmen ist. 
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Ausdriicke a^i + und unverandert bleiben, 

Oder m. a. W.: Denkt man sicli die transformierte Grleichung 
mit Koeffizienten a a gesckrieben, so ist 

(7) + a22 = cif\i 4' <^^22; ^1^22 %2^ ~ ^\i^^22 ^^2"* 

Znm Beweis dieser Pormeln denken wir uns den tJber- 

gang von dem Koordinatensystem x, y zu dem System x\ 
(Anfangspunkt O') in zwei Schritten ausgefiilirt, indem wir 
zunachst ( 1 ) auf ein System ri transformieren, dessen Achsen 
zu Xj y parallel sind, sich aber in O' schneiden; alsdann fiihren 
wir durck Drekung nm einen gewissen Winkel ^ das System 
I, 7j in x\ y^ iiber. 

Beide Sckritte sind vereinigt in den Pormeln (vgl. S. 26 
und 27): 

(8) rr = rr'coS'9’ — j/'sin'^’, 2/ == 2/0 4- sin -d* 4- cos -O’. 
Bei dem ersten Sckritt, der nur eine Parallelversckiebung 

der Koordinatenaoksen bedeutet, bleibt die Gliedergruppe 
a^^x^ + 2 a^^xy + a^^y^ unverandert, wir wollen daker sofort 
den Erfolg des zweiten Sckrittes naker betrackten. Durck 
ikn wird aii«*+2a,j icj/ + iibergefuhrt in: 

Oji (x' cos %• —y' sin ■9')® -f (a?' sin 'd- + cos ■9')^ 

+ 2ai2 (a;' cos# — y' sin#) (x' sin # + ?/' cos #), 

far die Koeffizienten 2a\^, a'22 von x'\ x'y' und y'^ gelten 
dalier die GUeicliungen 

a'n = + Ojs 4 2%2 sin 2# + (ou — o^j) cos 2# 

a'2. = Uji + flsa — 2a^^ sin 2# -- (fin — cos 2#. 

Aus ihnen folgt a'a+ <*'22 = + »22> femer 

4a'aa'sj2 = (aa+ »2a)*— {2ai2 8iu2#+ (an— aj2)cos2#p; 
aber es ist = { 2an cos 2 # — (a^ — ajj) sin 2 # } “; daher 
(10) 4(o'iia'ssi - a'i/)=(aa + a22)*-4ai2^-(aa-a22)*=4(aa«22 - an)> 

B. 1) Die auf die Acksen transformierte Gleickung der Ellipse 
Ux^-'4:xy + lautet 12. 

2) Die Transformation der Hyperbel 

llrr^4- S4:xy— 24:y^^ 156 
auf die Acksen ergibt — 12. 
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153. Wie ist dber die auf die Achsen transformierte Gleichmg 
her0ustellen, wm/n die auf den MittelpunJct transformierte Gleichung 
der Kurve in schiefwinJdigen Koordinaten x, y gegeben ist? Oflfen- 
bar kann diese Transformation bewerkstelligt werden, indem 
man zuerst in der einfacbsten Weise zu recbtwinkligen Koor- 
dinaten x\ y' libergelit und dann wie in Nr. 141 verfahrt. 

Man bat bierbei die Formeln (55), S. 26 anzuwenden, in 
denen nocb « = 0 zu setzen ist, also 


flj'sin CD — v'cos CO 

^ 

sin 00 sin co 

Die Koeffizienten a\^ Yon x^^, und 2x'y^ werden 

alsdann 

, , aiiCOs2cD-2ai,cos(D + cr„ , -aiiCOscD + ai* 

^ » ^12- 

und ferner ergibt sicb 


(11) a\i+a'. 


ail— 2ai2 cosoo+ttg; 


22 “ 


sin* CO 


f a\^a 




jf 2 . 
^ 12 " 




Die Koeffizienten ^2 sind jetzt die Wurzeln der qua- 
dratischen Gleichung 

(12) ain® a — (^n + «23 — 2% cos aj)A. + — o>n = 0, 

deren Auflosung mit 

JJ’ — (a,i — a^j)® sin^ co + { 2ai2 — (Uu + cos oo dureh 

1 ^ “u + ®!!» “ “ + jK 

2 sin- CO 

gegeben ist. 

Die auf scbiefwinklige Koordinaten mit dem Acbsenwinkelco 
bezogene Q-leicbung einer Kurve zweiten Grades 
a^^x'^ + 2a^^xy + a^^y^+ = 0, 

deren Mittelpunkt im Nullpunkt liegt, gebt daber bei der. 
Transformation auf die Hauptacbsen iiber in 
+ <:% — 2aj2 cos (o — JR) x^ 

+ (%! + ^22 — 2^/i2 cos (o JR) y^+ 2a^^ sin® m == 0. 

B. l) Die Gleicbung der Kurve sei bezogen auf ein scbief- 
winkliges Koordinaten system mit cos co = y und babe alsdann die 
Gostalt 1005 ®+ 6 a;?/ + 5?/®*= 10. Wie lautet die auf die Acbsen 
transformierte Gleicbung? 

Hier ist , X^X^ = folgHch X^ = 6, 

man erbalt 16 A"®+ 41 32. 
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2) 05®— 3032/ + 1 « 0 zu den Acbsen transformiert, 

€0 = 60^, gibt Z®-15r®«3. 

154. Konstanten der allgemeinen Transformation 
der anf den Mittelpnnkt transformierten Gleiolinng. An- 
genommeri; dafi eine Gleichung bei Koordinatenachsen, die den 
Winkel oj miteinander bilden, zu anderen unter dem Winkel co^ 
geneigten Achsen mit demselben Nullpunkt 0 trausformiert 
werden soil, und dafi dabei durch die Substitution von Nr. 11 
die Grofie 

iibergebe, so muB dock immer durch die namliche Sub- 
stitution 

o;®*f 2052/ cos co + 2 /^ in 2 oj'?/^cos o' + 2/'® 

tibergeftihrt werden, weil die eine wie die andere Funktion 
das bei der Transformation unverandert gebliebene Quadrat 
der Entfernung eines Punktes von 0 darstellt (Nr. 11, B. 2 ). 
Somit muB auch 

2a^2^y + « 222 /^+ ii(oc^+ 2 xy cos © + y®) 

= 2a'^2^'y' + a'222/'^+ 2 x'y' oob ©'H-y'®) 

sein, fiir jeden Wert von ft. 

Wenn wir nun ii so bestimmen, daB die linke Seite der 
Gleichung ein vollkommenes Quadrat ist, so muB die rechte 
Seite auch ein vollkommenes Quadrat sein, denn, gleich Null 
gesetzt wiirde jede der beiden Seiten ein Paar zusammen- 
fallender Geraden darstellen. Aber die Bedingung, unter der 
die erste ein vollkommenes Quadrat wird, ist 

Kl + i^)(<^22 + (^J2 + ^ COS ©)®, 

oder y, muB eine Wurzel der Gleichung sein 

ft® sin®© + + ag 2 — 2 ai 2 cos ©)^ + =» 0. 

Wir erhalten eine zweite quadratische Gleichung von 
derselben Form zur Bestimmung der Werte von ft, die die 
andere Seite der Gleichung zu einem vollkommenen Quadrat 
machen; aber weil beide Seiten fiir dieselben Werte von ft 
vollkommene Quadrate werden sollen, miissen diese beiden 
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Bestimmungsgleicliungeii identiscli sein, d. li. in ihren ent- 
sprecheuden Koeffizienten iiberemstimmen. Es ergibt sicb so 


( 13 ) 


ggg — 2aig 008(0 — 2a^^gC0S 

sin*G) sin* CO ' ^ 

sin* 00 sin* CD ' 


Wenn man also bei der auf den Mittelpunht transformierten 
Gh //" I//;/ eines Kegelschnitts von irgend einem Faar von Durch- 
messern als Koordinatenachsen m einem anderen Faare uber~ 
geld, so sind die Aiisdruehe 


<^ii + «a 2 — ^% 2 QQs q> 
sin* 00 


^1 1 ^ 22 ~^ 1 2 '' 
sin *00 


unverdnderlich.*) 

Unter der Voraussetzung a/i 2 = 0 ist die Mittel- 

punktsgleicbung des Kegelscbnitts auf ein Paar konjugierter 
Durchmesser als Koordinatenacbsen bezogen (vgl. S. 300). Man 
hat daher den Satz: Zwischen den auf verschiedene Paare Icon- 
jugierter Durchmesser als Koordinatenachsen be^ogenen Formen 
der Gleichung eines Kegelschnittes hesteht die Bemhung 


(' 14 ) ^ 11 + <^22 ^ ^ 11^22 ^ 

Hieraus folgt unmittelbar: Je nachdem ^22 gleiche oder 
verschiedene Vorzeichen haben, weisen auch a\y^y a\<^ das 
niimliche oder verschiedene Yorzeichen auf.^^) (Vgl.Nr.l70 nnd 
B. 1- daselbst.) 

155. NormalgleiobLungen der Kegelsohnitte mit Mittel- 
punkt im Bndliolien. Dio Gleichung eines Kegelschnittes mit 
einem im Koordinatenanfang gelegenen Mittelpunkt: 

(15) 

stellt eine Ellipse oder eine Hyperbel dar (Nr. 142), je nach- 
dem c?n ^22 > 0 Oder < 0 ist; insbesondere ist die Ellipse 

imaginar (Nr. 142), wenn ^ 22 , %8 dasselbe Yorzeichen 


*) Die geometrische Dentung dieser Konstanten folgt in Nr. 170 . 
Spilter warden wir fiir die Zahler der Ansdriicke ancb die Bezeichnung 
Invarianten kennen iemen. Als dritte Konstante wSre hinzuznfdgen 
A ; sin*(a. 
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haben. Die Abschnitte der Kurve in den Koordinatenacbsen, 
d.b. die in denselben gemessenen konjngierten Halbmesser sind 



und 



Unter der Voraussetzung ^ zerfallt der Kegel- 

scbnitt nicbt, und man kann nunmehr — 1 annehmen. 
Alsdann entsteht eine reelle Ellipse^ falls und positive 
Werte haben. Ihre Abscbnitte in den Koordinatenachsen sind 
reell^ und man pflegt den groBeren mit a, den kleineren mit 
h zu bezeichnen, als a;-Achse aber den groBeren Durchmesser 
zu wahlen. So entsteht durch die Substitution 1 : 

1 : (X 22 ==* V die Normdlgleichung der reellen JEllipse 


(16) 


a- 



1 . 


Die Gleichung der Hyperbel unterscheidet sich von (16) nur 
durch das Vorzeichen eines Koeffizienten, und zwar nimmt man 
gewohnlich negativ an und setzt 1 ; Man wiihlt 

also als rr-Achse diejenige, auf der die Hyperbel die reellen 
Abschnitte ± a bildet. Nun kann der konjugierte Durch- 
messer die Hyperbel nicht auch reell schneiden, das Quadrat 
seines Halbmessers iat negativ, gleich — b^, tJber das GroBen- 
verhaltnis von a und h kann man dann keine Voraussetzung 
mehr machen. Somit ist die Normalgleichung der Hyperbel 


(17) 


a;* ^ _ 

a® ““ P 


Endlich ergibt sich bei negativem und ^23 oder — 
und — V als den Quadraten konjugierter Halbmesser die 
Normalgleichung des imagindren Kegelschnittes 


(18) 




= 1 . 


Jedoch beschaftigen wir uns in diesen Kapiteln wesentlich mit 
den reellen Kegelschnitten. (Vgl. nur Nr, 162 und Nr, 167 
B. 4, 6 .) 

Die Gleichungsformen (16) bis (18) gelten, sobald die 
Koordinaten rechtwinklig sind, auch als die normalen Achsen-' 
gleichmgen der Kegelschnitte mit MiUelpunlct im Endlicheri, 
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156. Normale Polargleichungen. Setzen wir in die Grieicliung 

+ ^^22 2/^ + ^33 ~ 0 %3 = “ 1; ^17 = T COS d’y y^T sin '9’, 

so entsteht die Polargleichung 

(19) = a^i cos^ 9' + sin^ 9. 

Sie liifit die Symmetrie der Knrve darin erkennen, da6 sie 
denselben positiven Wert des Vektors zu je vier Winkeln 
±9, JC rfc 9 liefert. Man pfiegt dann die unter der Voraus- 
setzung ? 1 : stets positiven GrroBen 

(20) 

0-22 

einzufiihren nnd e die Ex^ntrisitat der Kurve zn nennen.*) 
Demnach ergeben sick ans den Gleicbungen 

^ __ 008^ 9 , sin-a* 1 cos“'9' sin-^)* 

^2 ^ y ,.2 7)2 


die Exzentrizitaten als — mit den Abkiirzungen 
6*3 = fiir die Ellipse, fiir die Hyperbel. 

Daher ist die ExsentrkUdt e der Ellipse Icleiner, die der Eyp&rlel 
(jro/ier als Wins, 

Die Polargleichung der Ellipse laBt sich in einer der aqui- 
valenten Formen sclireiben: 


(22) r^ : 


a- sin- 9 + cos- 9 6* + sin- 9 a* — c® cos® 9 


und in der znmeist gebrauchten normalen Form: 


1 — c® cos* 




Ebenso erscheint die P*fVn'nhiu,>i.,i.g der Eyperbel als: 

^ ^ ?/- cos* 9 — a* sin* 9 &*— c*sin*9 c* cos* 9 — a* 

imd als normale Form: 


.-r 


Diese Polargleichungen der beiden Gattungen unterscheiden 
sich wieder nnr im Vorzeichen von b®. 


*) Man hat znweilen auch die beiden GrSfien c nnd e mit den 
Namen der Exzentrizitilt bezeichnet, nnd c von e als die lineare 
von der nxmerischen Exmitrizitdt unterschieden. 
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157. Gestalt der Ellipse. Infolge der Symmetrie der 
Kegelschnitte mit Mittelpunkt im Endlichen genii gt es, 
das in einem Quadranten des Achsenkreuzes verlanfende 
Kurvenstiick zu betrachten. Die normals Polargleicbung 
j zeigt, da6 den groBten, O' ^ 

den kleinsten Wert des Vektors r liefert, und zwar gleich 
bez. 6. Den groBten Durchmesser 2 a nennt man die grope 
Achse Oder Hauptachse, den kleinsten 2h die Ideine Achse oder 
Neiemchse, a und h die Halhaclisenp ihre Endpunkte die Scheitel 
der Ellipse. 

Alle Halbmesser (Vektoren r) der Ellipse*) sind reell, 
denn, da die Exzentrizitat e kleiner als Eins ist, so ist 
1—6^ cos^ -0* > 0. Ofifenbar nimmt r stetig ab, wenn 
von 0 an wachst, d. h. jeder Halbmesser ist urn so langer, 
^ je weniger seine Ricbtung von der 

groBen Acbse ab weicbt. Die Tangenten 
f ^ \ >1 ill den Scbeiteln einer Acbse sind zu ihr 

j recbtwinklig, denn sie sind parallel 
zur konjugierten Acbse. Daher ist die 
Ellipse eine gegen den Mittelpunkt 
I’ig. 78. bin Tionlmve Kurve von dem in Pig. 78 

dargestellten Typus, deren einzelne Punkte nacb der Metbode 
von Nr. 24 aufgetragen werden konnen. 

Das endlicbe Gebiet der EbenC; das den Mittelpunkt ent- 
balt, beiBt das Innere der Ellipse, Setzt man die Koordinaten 
eines inneren Punktes in die linke Seite der auf Null ge- 
bracbten Normalgleichung ein, so erbtilt sie einen negativen 
Wertjiusbesondere fur den Mittelpunkt 0|0 den Wert •— 1. Eine 
reelle Tangente der Ellipse entbalt nur auBere Punkte (Nr, 160), 

Die Acbsen balbieren die Winkel zwiscben gleicblangen 
Durchmessern, und umgekebrt (Nr. 156). Daber konnen wir 
sie bestimmen, wenn der Mittelpunkt des Kegelscbnittes ge- 
geben ist und wir ibn mit einem konzentriscben Kreis 
scbneiden, urn in den Durcbmessem der Scbnittpunkte solcbe 
von gleicber Lange zu erbalten. 

*) Im gegenwartigen Kapitel werden nur Durchmesser in reellon 
G-eraden betrachtet. 
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Insbesondere geben die konzentriscbeii Kreise yon den 
Radien a, bez. I durcb die Scheitel der groBen bez. kleinen 
Acbse und liegen, zufolge der Polargleichnng, ganz auBerbalb 
bez. innerbalb der Ellipse. 

158. Konstruktion der Ellipse. Die Normalgleicbnng 
der Ellipse kann in Pormen aufgelost werden, die die Gestalt 
der Kurye konstruktiy berstellen lassen: 

(26) 2/ = j l/a* — und a: = j 


In dem umgescbriebenen Kreis x^+ y^= ist namlich 
l/a^ — die Ordinate, die zur Abszisse x gebSrt. 

Die zu demselbeii x geborige Ordinate y der Ellipse stebt 
also zu ixn Verbaltnis h:a. Da- ^ 

ber bat man folgende Konstruldion 

der Ellipse aus dem umgeschriehenen 

Kreis: In jeder Senkrecbten zur groBen ^ // ^ 

Acbse nebme man einen Punkt P 

(Pig. 79) so an, daB seine Ordinate K ^ yl 

LP zur Ordinate LQ des umgescbrie- 

benen Kreises in dem konstanten Ver- 

baltnis der kleinen zur groBen Acbse y^g. 79- 

b : a stebt; der Ort von P ist die Ellipse. 

Ebenso gebort ]/6- in dem Kreis x^ + y^^^b^ 
zu gegebenem y und begriindet die Konstruldion der Ellipse 
aus dem eingeschriebenen Kreis: In jeder Senkrecbten zur 
kleinen Acbse nebme man einen Punkt P so an, daB seine 
Ordinate zu der des eingescbriebenen Kreises im Verbaltnis 
der groBen zur kleinen Acbse stebt. Gberbaupt erb'alt man 
aus einem Kreis eine Ellipse, wenn man alle Ordinaten eines 

Durcbmessers in demselben Verbaltnis ver- 

kleinert oder yergroBert. ^ 

Endlicb liefert die Verbindung der beiden Vj ^ 
Betracbtungen folgende i^ons^m7c^^oncferJB!!^^]pse V J 

ausdenAclisen: Man zeicbnetdiekonzentriscben 
Kreise, die die Achsen B^B^2b 

zu Durcbmessern baben (Pig. 80), und legt durcb je zwei 
Punkte Kj L der beiden Kreise, die auf demselben Durcb- 
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messer OL liegen, je eine Parallele zu der Acbse J!A bez, B' B, 
die der Durchmesser des anderen Kreises ist: die Schnittpunkte 
P dieser Parallelen sind Punkte der Ellipse. 

159. ParametergleicliTiiigen der Ellipse. Die einfacbe 
Ableitung der Ellipse aus dem Kreis ist sachgemaB^ well der 
Kreis mr die lesondere Ellipse mit gleichen Aclisen ist Die 
Normalgleicbiing der Ellipse gelit ja mit a = & === p in die 
des Kreises iiber, 

Analytisch ist dieser Zusammenhang dadiircb ausgedriickt, 
dafi, wenn ein Punkt x\y^ den Kreis 2/^^= ct^ durchlanft; 

( C(f \ ^ 

besehreibt, falls 

stets :y ^ a:h ist. Nun konnen wir die Koordinaten x\y^ 
eines Punktes des Kreises a nacb Nr. 107 durch einen Bara- 
meter (p darstellen als x == a cos (p, j/' = a sin qp. Daher sind 
mm aucb die Koordinaten x | y eines Punktes der Ellipse durch 
die eine unabhangige Veranderliche cp auszudriicken als 

(27) x^ acoB (p, y ^ • a sin (p Bin q). 

In der Tat iiberzeugen wir uns sofort davon, daB durch dies(i 
Substitution die Gleichung der Ellipse 

(«)* + (f)*“ + sin> = 1 

identisch erfiillt wird.^^) Der Parameter cp wird als cxrJcn- 
trische Anomalie bezeichnet. 

Auch aus Fig. 80 folgen fiir die Koordinaten des Punk' 
tes P der Ellipse die Werte x = OM ^ OL cos cp a cos g?; 
2 / - JKP - PZ « & sin (p. In Fig. 79 ist ^ACQ^ cp. Am 
wendungen in Nr. 169, 194 229. 

160. Bllipsenzirkel. Wird durch P eine Parallele iVJfP 
zum Radius CQ^a gelegt (Pig. 79), so ist NP ^ a und 
MP:CQ^LP:LQ^h:a, daher MP^K Wenn also von 
irgend einem Punkt der Ellipse eine Strecke PN = a bis zur 
kleinen Achse gezogen wird, so ist der durch die groBe Achse 
in ihr bestimmte Abschnitt PM = h. Wird die Ordinate PL 
bis zum Schnittpunkt mit dem Kreis riickwarts veiiangert, 
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so ergibt sich ebenso, dafi in einer durcb P zum Radius CQ' 
gezogenen Parallelen von den Acbsen Teile von konstanter 
L*ange abgesclinitten werden. 

Wenn sick daber umgekelirt eine Gerade MN von kon- 
stauter Lange so bewegt, dafi ihre Endpunkte die Schenkel 
eines rechten Winkels durchlaufen, und ein Punkt P in ihr 
Oder auf ihrer Verlangerung fest angenommen ist, so be- 
schreibt P eine Ellipse, deren Acbsen a, h gleicb NP^ MF 
sind. Wirklicb ist 

OM^^MN-f> GN=^MNf, also (f)%(f) =1- 


Nacb diesem Prinzip sind Instrumente zur Erzeugung 
der Ellipsen durcb eine kontinuierlicbe Bewegung, sogenannte 
Ellipsemirkel, konstruiert worden. CA^ CD^ sind zwei feste 
Lineale, MN ein drittes Lineal, von dem zwei Punkte M und N 
in den Geraden CA, GD^ gleiten; alsdann bescbreibt ein in 
einem beliebigen Punkt von MN befestigter Stift eine Ellipse; 
wird der Stift aber im Mittelpunkt von MN befestigt, so be- 
schreibt er einen Kreis.^®) 


161. Gestalt der Hyperbel. Wir untersucben den Ver- 
lauf der durcb die Polargleicbung (e^ cos® '9’ — 1) 

(vgl. (25), S. 317) definierten Kurve innerbalb des ersten Qua- 
dranten. Der kleinste Wert, den r annehmen kann, gehort zu 
^ er ist r = ± a; mit wacbsendem d' wiicbst aucb r, 
bis r unendlicb grofi wird, was fiir cos a: +'\/a^+ 6®, 
gin .9-^ = i) : + j/a® + tgd'o^bia eintritt. Lafit man ^ 
weiter zunebmen, so wird negativ, also r imaginar; ins- 
besondere gebort zu = g Jt der Wert r = hi. In dem Inter- 
val! <1^ des 

ersten Quadi’anten 
scbneiden die Durcb- 
niesser dieKurvenicbt 
mehr. Der Quadrant 
der Hyperbel verlauft 
daber vom Scbeitel A 
aus (Pig. 81) zum Mittelpunkt stets IconveXy gegen einen be- 
stimmten Punkt K im Unendlicben, sicb der Asymptote CK 

Halmon-JiModler; jmal. Geom. d. Kogelsolm. 8. Attfl. 21 



l^’ig. 81 . 
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stetig nahernd (Nr. 164). Der ganze reelle Zug der Hyperbel 
wird daher von den dnrch A nnd A gebenden, im Endlichen 
getrennten Zweigen der Knrve gebildet. 

Man nennt 2a die reelle oder transversale Achse oder die 
Hauptachsej 2hi die imaginare oder NelenacJise. Die Hyperbel 
bat nur zwei anf der Hauptacbse liegende reelle Scbeitel, deren 
Tangenten zu dieser Acbse recbtwinklig sind. 

Die Hyperbel trennt zwei unendlicb groBe Gebiete der 
Ebene, die im Endlicben als drei Gebiete erscbeinen. Der 
Mittelpnnkt liegt in dem Gebiet der Ebene, das wir das 
Au/iere der Hyperbel nennen miissen; weil von seinen Punkten 
ans an die Knrve reelle Tangenten geben, namlicb ans dem 
Mittelpnnkt selbst die Asymptoten. Die Ergebnisse der Sub- 
stitution der Koordinaten auBerer Punkte in die auf Null ge- 
bracbte Normalgleicbung (17)^ S. 316 sind negativ. Die beiden 
im Endlichen getrennten, konkav begrenzten Gebiete bilden 
somit das Innere der Hyperbel; sie bangen im Unendlicb en 
als ein Gebiet zusammen. Denn da wir nns bei nnbegreiizter 
Bewegnng auf einer Geraden in beiderlei Sinn demselben 
unendlicb fernen Punkt nabern, gebort der unendlicb feme 
Punkt eines jeden reell scbneidenden Durchmessers den bei- 
den Teilen des Innern zngleicb an. Wegen der Symmetrie 
folgen wiederum ans zwei gleicb langen Durcbmessern der 
Hyperbel die Achsen als Winkelbalbierende. Der mit dem 
Radius a aus dem Mittelpnnkt bescbriebene Kreis gebt dnrcb 
die reellen Scheitel nnd beiBt der ScheitelJcreis, 

162. Konjngierte Hyperbeln. Offenbar trennen die Asym- 
ptoten die Dnrcbmesser, die die Hyperbel in reellen Punkten 
treffen, von denen, die sie in imaginaren Punkten schneiden. 
Fur alle Vektoren, die in den die Nebenachse entbaltenden 
Scheitelwinkeln der Asymptoten liegen, ergibt die Gleicbnng 
negative Zablen als Halbmesserquadrate. Man kann 

die reellen Langen ± r' dadurcb geometriscb darstellen, daB 
man sie in demselben Dnrcbmesser abtragt, zu dem die Vek- 
toren ± r' i gehoren. 

Die Gleicbnng des Ortes der Endpnnkte der so abgetragenen 
Langen wird gefunden, indem man in der Hyperbelgleichnng 
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das Vorzeiclien von umkekrt oder dnrcla — r'® ersetzt; 

1 sin *-8* cos®8’ - 


(28) 


6 * 


Oder |j - 


1 . 


Dies ist wiederum eine Hyperbel, die die Hauptachse 26 in 
der j?/- Achse; die Nebenacbse 2ai in der iz;-Acbse und dieselben 
Asymptoten wie die nrspriingliche hat; dies letzte, well r und r' 
offenbar fur dieselben Werte ^ unendlich groB werden. Diese 
durch die Punkte JB, B' (Fig. 81) gehende Kurve heiBt die 
zur gegebenen honjugierte Hyperbel, 

Die beiden von denselben Konstanten a, 6 abhangigen 
Hyperbeln stehen in enger Beziehung zueinander, ebenso wie 
die reelle Ellipse zu der imaginaren mit den entgegengesetzt 
gleichen Halbachsenquadraten in Nr. 155. (YgLauchlTr. 167,4.) 
Wenn wir die bei der reellen Vertretung des imaginaren Kreises 
eingefiihrte Redeweise anwenden, so haben wir den reellen 
Zug der einen Kurve als den Stellvertreter des imaginaren der 
anderen zu bezeichnen. Daher werden sich wieder Konstruk- 
tionen, die an der gegebenen Hyperbel nicht ausfiihrbar sind, 
an der konjugierten reell vollziehen lassen. 

Genau in demselben Sinn kann man die reelle Ellipse von 
den Achsen 2a, 2b als Stellvertreter der imaginaren von den 
Achsen 2ai, 2b i und demselben Mittelpunkt behandeln 
und von konjugierten Ellipsen in diesem Sinne sprechen. 
(Nr. 167,4.) 

Man pfiegt geradezu die reellen Bezeichnungen, die sich 
auf die konjugierte Hyperbel beziehen, auch fiir die gegebene 
zu benutzen. Statt die reelle Zahl als reellen Faktor des 
imaginaren Halbmessers i oder als einen Halbmesser der kon- 
jugierten Hyperbel zu bezeichnen, erlaubt man sich die Ab- 
kiirzung, r' (statt i) Halbmesser, b (statt b i) Halbachse, 26 
die Nebenachse der gegebenen Hyperbel zu nennen. Es ist dies 
zulassig, solange nur solche reelle und imaginare Ldngen mit- 
einander verglichen werden. 

Sobald jedoch Quadrate von Langen auftreten, sind — 
md — 6^ als die Quadrate von und 6 einzufiihren. Mit diesen 
Festsetzungen sind auch cdle fiir die Ellipse gultigen Satjse auf 
die Hyperbel Ubertragbar, indem man nur 6^ durch — 6^ er- 

21 * 
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setzt, iiberhaupt die Quadrate von Nebenhalbmessern als ne- 
gativ bebandelt. 

163. Asymptoten. Neu treten bei der Hypei'bel, ver- 
glicben mit der Ellipse, Eigenscbaften auf, die sich auf die 
Asymptoten bezieben. Da diese Tangenten aus dem Mittel- 
punkt zu den Acbsen symmetriscb liegen, sind sie durch An- 
gabe ihres Winkels bestimmt, falls man als AsymptotcMwinM 
2d'Q diejenigen Scheitelwinkel bezeicbnet, in deren Feldern 
die reellen Zweige der Hyperbel verlaufen. 

Der Winkel 2d'o ist durch die Exzentrizitat der Hyperbel 
mit definiert (Nr. 161); er ist das DoppeJte des WinMs a)',,, 
dessen Sekante der Exssent/rmtat e gleich ist: 


(29) cos#o = 


-j- h 


) sin '9’,, 




Das Verh^tnis der Nebenachse zur Hauptachse ist die Tangente 
des halben Asymptotenwinkels. Je nachdem die Nebenachse 
kleiner oder grofier als die Hauptachse ist, unterscheidet man 
spit^- md si 'ntpfichdddje Hyperleln. 

Dies erlaubt, zu gegebenen Achsen die Asymptoten zu 
konstruieren. Ziehen wir durch die Punkte -4, -4' und B, 
die Parallelen zu den Achsen, so sind die Asymptoten die Diago- 
nalen des so gehildeten JRechtecJcs der Scheiteltangentm der Jeon-’ 
jtigierten HyperieJ/yi'. Daher haben konjugierte Hyperbeln die- 
selben Asymptoten, aber supplementare Asymptotenwinkel, 

Demnach sind die Oleichungen der Asymptoten 


(30) 


= 0 Oder 

a — 0 



Diese letzte Gleichungsform wird aber aucb nach Nr, 156 er- 
halten, indem man die quadratiseben Glieder der Normal- 
gleicbung gleicb Null setzt, ganz unabbilngig davon, ob die 
Gleichung auf die Acbsen oder ein cmderes Paar konjugierlcr 
Durehmesser a, h bezogen sei. Aucb sind immer * ± ^ = 0 
die Gleichungen der Diagonalen des von ± y 
gebildeten Parallelogramms. 

Zieht man also durch die Endpunlcte von irgend 0tvei Jeon- 
jugierten Burchmessmm A A!, BB^ die Parallelen zu iJinen^ so 
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liegen die Eclcen P des entstehenden Parallelogramms auf 
den Asymptoten (Fig. 82). Dabei sind nach Nr. 139 die Durch- 
messerparallelen in den Enden des konjugierten Durcbmessers 
Tangenten der Hyperbel {mAyA}\ 
beziehungsweise an die konjugierte 
Hyperbel (in JB, B) nacb den vorigen 
Festsetzungen. Somit kann man 
die Asymptoten finden, sobald 
zwei konjugierte Durcbmesser der 
Hyperbel gegeben sind. 

164. Asymptotengleiclmng der Hyperbel. Es liegt nabe, 
die Gleicbung der Hyperbel auf ibre Asymptoten als Koordi- 
natenacbsen zu bezieben, denn sie muB eine auBerordentlicb 
einfacbe Gestalt annebmen. In der Tat ist sie von der Form 
der auf den Mittelpunkt transformierten Gleicbung (38), 8.288, 
aber aus ibr mtissen die Koeffizienten agg verscbwinden, 
weil die Koordinatenachsen die Kurve in unendlicber Entfernung 
scbneiden. Also reduziert sie sicb auf 
(31) xy = 

Die Transformation der Acbsengleicbung bestatigt dies 
und liefert die Abbangigkeit der Konstanten /c- von den Acbsen. 
Der tibergaug von recbtwinkligen Acbsen x, y zu solcben 
Acbsen x\ y\ die mit der rr-Acbse die Winkel ± macben, 
ergibt sicb, direkt oder nacb Nr. 12, aus 

x^{x^ + 2 /') cos 3/ = ( 2 /' — a?') sin 



Aber die transformierte Gleicbung 


reduziert sicb infolgc der Werte von cos sin ^0 (8.324) auf 


( 3 .) 

Umgekehrt hat die Hyperbel xy=h^ bei einem Asym- 
ptotenwinkel 2d'o, infolge a®+ 4X:* und Z» = a tg 9'o, die 


Halbachsen 2/c cos d-,,, 27c sin &o- 

Die geometrische Bedeutung der Asymptotengleichung 
ist ofifenbar: ZieJit man durch ei/nen Pwdct der Hyperid Pm'al- 
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Men m den Asymptoten, so ist der Inhalt des so gMldetm 
Parallelogramms honstant. Hiernach kann man Punkte der 
Hyperbel konstruieren, indem man als Koordinaten Strecken 
Yon konstantem Produkt auftragt. 

Je grofier die eine Koordinate genommen wird, desto 
kleiner wird die andere; nimmt man also jene hinreicbend 
groB, so wird diese kleiner als jede noch so kleine gegebene 
GroBe. Dies ist der Sinn des Ausdruckes: Die Hyperbel 
ndhert sich den Asymptoten als Gremen im Unendlichen. 

165. Gleichseitige Hyperbel. Die Asymptoten einer Hyper- 
bel konnen jeden beliebigen Winkel einscblieBen, insbesondere 
aucb zueinander recbtwinklig sein. Dann ist aber (Nr. 163) 

'9’o“ f ’ tg -j = + I = + 1, also 6 = a, 
die beiden Acbseu sind gleicb. Umgekebrt folgt aus a == 6, 
daB sicb die Asymptoten recbtwinklig scbneiden. Man nennt 
eine solcbe besondere Hyperbel eine gleichseitige oder recht- 
winUige Eyp&i'beL Ibre auf die Achsen bezogene Gleichung ist 

(33) 

mit — 0 (vgl. Nr. 58) als Asymptoten. 

Die Bedingung, daB die allgemeine Gleicbung zweiten 
Grades eine gleicbseitige Hyperbel darstelle, lautet 

(34) =* 0*^)? 

denn nacb Nr. 58 ist dies die Bedingung, unter der die Asym- 
ptoten 0 zueinander recbtwinklig sind. 

Konjugierte Durchmesse}^ einer „gleicliseUigen^^ Hyperbel sind 
gleich. (VgLNr. 162.) Ist namlicb = — ^* 22 ? ^12 = 0, so gehoren 
nacb S. 300 konjugierte Durcbmesser zu Neigungswinkeln a, a! 
fiir die tg a = cot ist; also werden die Winkel a 
zwiscben konjugierten Durcbmessern durcb die Asymptoten 
balbiert. Die zu einer gleicbseitigen Hyperbel konjugierte 
ist aber mit ibr kongruent'^*), daber sind die beziiglich der 
Asymptoten symmetriscben Durcbmesser gleicb lang. 

*) Bei schiefwinkligen Koordinaten = 2aiseos 00 . 

**) Ihre Asymptotengleicbnngen lauten xy^±^^a\ Man kon- 
struierfc sie daber als die Orte der freien Ecke flachengleicber Recht- 
ecke, von denen die Gegenecke und eine Seitenricbtung gegeben ist. 
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Die gleichseitige Hyperbel hat diesdhe Analogic mm Kreise^ 
wie die allgenieine Hyperbel mr Ellipse, Die beiden besonderen 
Kurven konnen aus ihren Gleichungen y^=ct% y^=a^ 
mit Hilfe recbtwinkliger Dreiecke konstruiert werden. Man 
Terwendet bei dieser Konstruktion mit Vorteil den Scheitel- 
kreis (S. 322), auf Grand des aus x^—y^=a^ leicht folgen- 
den Satzes: Die Kreistangente 
und die Hyperbelordinate (y), 
die von einem PunU der Haupt- 
achse ausgehen, sind gleich lang, 

Ebenso: Die von einem PunU 
der Nebenachse ausgehende Hy- 
perbelordinate (x) ist gleich sei- 
nem Abstand von den Scheiteln,^’^) 

Man kann auch in der durch 
Fig. 83 verstiindlicben Weise 
die Scbeiteltangenten benutzen. 

B. l) Dio gleicbseitige Hyperbel ist der Ort der Endpunkte 
der zur Achse senkrechten Durchmesser in den ICreisen eines Biischels. 
(Vgl. Nr. 120.) 

2) Eine gleichseitige Hyperbel, die durch drei gegebene Punlde 
geht, enihdlt auch den HdhensclmittpunU dieses Dreiecks,^^) 

Eine Gleichung, in der — ist, reduziert sich filr y=0 auf 
2a^^J.^’ + aJJJJ==0, and fiir a;=0 auf — + 

Die gleichseitige Hyperbel bestimmt also Achsenabschnitte x\ 
y\ mit ^ a^^ : GemSB Nr. 41,7 ist aber 

der Hbhenschnittpunkt im Dreieck d/ | 0, | 0, 0\y\ Die 

vior Schnittpunkte einer gleichseitigen Hyperbel mit einem recht- 
winkligen Geradenpaar bilden vier Dreiecke mit dem vierten Punkt 
als Hbhenschnittpunkt. 

3) Wenn in einem Dreieck jede Ecke dor Pol der Gegenseite 
in bezug auf eine gleichseitige Hyperbel ist, so geht der dem Drei- 
eck umschiiebeno Krois durch den Mittelpunkt der Kurve.^^) 

Wenn die Beziehung Nr. 137, B. besteht, ist die Gleichung des 
Kreises durch die Pole der Achsen und den Koordinatenanfang: 

UjaCiB- + 2 a;?/ cos 0) + \f) + + a^^y — 0, oder 

a:(aiaa;+ +?/(«n®+ « i 22/+ “13)- («n+ «22-2ai20os ®) “ 0) 
eine Gleichung, der offenbar durch die Koordinaten des Mittel- 
punktes gentigt wird, vorausgesetzt, da6 %i+« 22 = 2 %cos g), 
d. h. die Kurve eine gleichseitige Hyperbel ist. 
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4) Ein durch den Mittelpunkt einer gleichseitigen Hyperbel 
und dutch zwei beliebige Punkte beschriebener Kreis geht auch 
durch den Schnittpnnkt der Geraden, die durch jeden dieser Punkte 
parallel zur Polare des anderen gezogen werden. 

166. ParametergleicliTingen und Konstruktion der Hy- 
perbel, Die allgemeine Hyperbel geht aus der gleichseitigen 
durch dieselbe Substitution hervor, wie in Nr. 158 und 159 
die Ellipse aus dem Kreis. Sind die Achsen 2 a, 2h der Hy- 
perbel gegeben, so zeichne man einen Kreis vom Radius a und 
eine Parallele zur Nebenachse im Abstand h. Dann schneidet ein 

Radius G Q auf dieser ein 
Stiick JJP' ohj das so groB 
wie die Ordinate MP des- 
jenigen Hyperbelpunktes 
ist, dessen Abszisse CM 
von der Kreistangente in 
Q abgeschnitten wird 
(Pig. 84). Piir die gleichseitige Hyperbel ist jene Hilfsparallele 
eine Scheiteltangente. 

Somit hangt die Bewegung eines Punktes P in der Hy- 
perbel von der Drehung eines Radius 0^ im Scheitelkreis 
ab, d. h. von dessen Neigungswinkel MCQ^(p als einem 
Parameter, In der Tat ergeben sich unmittelbar aus der 
Pigur die Parametergleichmgen der Hyperbel als 

(35) a; = a sec 9 = a : cos (pj y ^b igcp. 

Auf diese wird man auch gefiihrt^ wenn man fiir xia und 
yxb trigonometrische ^Punktionen eines Winkels sucht, die 
die Hyperbelgleichung identisch erfullen 

Die konjugierte Hyperbel wird gleichzeitig durcb 

(36) X — a dot cp, y — h cosec y == 6 : sin 9 

gegeben und wird ebenso aus ibrer Hauptachse und ihrem 
Scheitelkreis konstruiert. 

Eine andere Parameterdarstellung ergibt die auf die 
Asymptoten bezogene Gleichung von Nr. 164 xy^li?, nainlich 

(37) x^ltX, y — lf.X. 

Anwendungen findet man in Nr. 169 und 194. 
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167. Polaren und Tangenten. Urn Eigenscliaften der 
Ellipse und Hyperbel zu untersuchen, tibertragen wir einige 
der fiir die allgemeine Gleicbung im VIII. Kapitel erhaltenen 
Ergebflisse auf die Normalgleichungen 


(38) 


4-^ = 1 

t X r;2 — J-- 


\j_ 2/ — 1 ^ ^ 

X p — h X 2^, 

Wenn wir das Vorzeicben von unbestimmt lassen, bezieht 
sich das obere stets auf die Ellipse, das untere auf die Hy- 
perbel. Die Halhachsen seien a uud h, Iconjugierte Halbmesser 
im allgemeinen und V (akzentuiert), so dafi sicb das erste 
Gleicbungspaar auf recbtwinklige, das zweite auf scbiefwinklige 
Koordinaten bezieht. 

Die Oleicliung der Tangente im Pimlct a;' | ist nach S. 276 


(39) 

1st 


^ ^ 4- O _ 1 

X -u-r 


Mil — I 


'if ilberhaupt ein beliebiger Punkt, so stellt die nam- 


liche Gleicbung die Polare dieses PunJdes dar, d. b. die Be- 
riihrungssebne der von x^\y^ ausgebenden Tangenten oder 
den Ort der durch die Kurve von | y' harmoniscb getrennten 
Pole (Nr. 135). Die Gleicbung entstebt aus der Kurvengleicbung 
durcb Einsetzen von x^x, y^y statt x^, yK 

Piiv die Lange jp des vom Mittelpunkt auf die Polare des 


Punktes x^\y^ gefilllten Lotes bat man also nacb Nr. 35 


(40) f 


(i^h* 


oder man bat 


^ juU- 
.4 T 


Insbesoudere ist die Polare eines Punktes x ^ ' 


a* * 

I 0 ernes 

Uurcbmessers durcb x^x^a^^ gegeben, also zum konjugierten 
Durcbmesser parallel, ebenso wie die Tangenten in den End- 
punkten des ersten (S. 286 f.). Um daher die Polare eines Punktes 
P zu findeu, verbinden wir P mit dem Mittelpunkt C des 
Kegelschnitts, bestimmen alsdann den Punkt P^ auf der Ge- 
raden OP so, da6 das Eecbteck OP * CP' dem Quadrate 
dieses llalbmessers gleicb ist, und zieben durch P' eine Par- 
allele zu dem ibm konjugierten Durcbmesser (S. 219). 

XJmgekebrt finden wir zu einer gegebenen Geraden 
nx + vy + \ den Pol x'\y', indem wir die Gleicbung 
mit der einer Polare (39) vergleichen, als 


(41) X 


I . 


yfz:=zZfb^v bez. x' — a'^Uj y' = -{-b’^v. 
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Wenn 1 1 / der Kurve selbst augehort, so wird sie von der 
Geraden in diesem Punkte beriihrt. Daher ist die Bedingung, 
daB eine Gerade u\v Tangente des Kegelschnittes sei: 

(42) 62^2 _ ^ ^ 

Dies ist somit die TdngentialgleicJiung der Ellipse les. Hyperbel^ 
wobei man bemerkt, daB dieselbe ebenfalls in der rein qua- 
dratiscben einfachen Gestalt erscbeint. (Vgl. S. 306.) 

B. 1) Normalform filr die Glelchung der Tangente, Urn 
^ ± ~ 1 auf die Normalform xcobcc + y sin a zu bringen, 

haben wir zu setzen ^ It = ± und erhalten mit Hilfe 

der Gleicbung der Kurve fiir den Abstand p der Tangente vom 
Mittelpunkt p « + cos‘^ zb sin^ a. Daber lautet die ver- 
langte Gleicbungsform 

£C cos a + 2/ sin a — ]/a^ cos^ a ±. sin^ a = 0, 

Oder 

X cos a + y cos (p — a) — cos^ i cos^ (o> — o;) «= 0, 

wenn co der Winkel zwiscben zwei beliebigen konjugierton Durcb- 
messern ist. 

2) Gleiclmng des Tangentenpaares a^^s x^\i/ an den Kegelr 
schnitf. Nach S. 302 findet man 



Hieraus folgt die Gleicbung paralleler l^angenten der Eicbtung m als 
(mx — yY^ fnPa^zt 


3) Winkel (p des Tangentenpaares aus x^jy', 

Wenn eine Gleicbung zweiten Grades zwei Geraden darstellt, 
so bezeicbnen die gleicb Null gesetzten drei quadraiischen Glieder 
zwei zu ibnen parallels Linien durcb den Anfangspunkt: also hJlngt 
der durcb das Geradenpaar eingescblossene Winkel nur von den 
drei bScbsten Gliedern der allgemeinen Gleicbung ab. Ordnon wiv 
also die Gleicbung des Tangentenpaares in 2), so finden wir nacb 
Nr. 68: 


tg 99 =« ± 





>) 


j 


wobei unter der Wurzel und im Nenner bei -f entweder alle oberen 
Oder alle untereu Vorzeicben zusammengeboren. 
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4) Die Polaren desselben Punktes in bezug anf zwei kon- 
jugierte Kegelscbnitte (Nr. 155 und 162) sind zueinander parallel 
und gleicb entfernt vom gemeinsamen Mittelpunkt. Die Pole der- 
selben Geraden fiir solche Kegelscbnitte liegen im nS.mlicben Durch- 
messer symmetriscb zum Mittelpunkt. 

5) Die Polare eines Punktes einer Asymptote ist zu ihr parallel. 
Die Pole aller Asymptotenparallelen liegen auf der Asymptote. 

6) JDer Ort des ScJmittpunktes zueinander rechUvinMiger Tan- 
genfen ist der HauptJcreis der Kurve 

+ a^± 

Wir baben in 3) nur den Nenner des fur tg gefundenen 
Wertes gleicb Null zu setzen, oder wir berecbnen die Entfemung 
des Scbnittpunktes x | y vom Mittelpunkt nacb 1) aus dessen Ab- 
stilnden p^ von zwei zueinander recbtwinkligen Tangenten: 

a?® + 2^ (<^2 QQjgS ^ ^ sin^ a) + sin^ a i Ir cos^ a) = ± Z?® . 


Statt des Ausdrucks „Hauptkreis‘^ ist aucb, vom engliscben 
director circle stammend, der Name „Direktorkreis“ gebraucblicb. 

Der Hauptlcreis ist reell fiir Ellipsen und spitzwinklige 
Hyperbeln, rein imaginiir dagegen fiir stumpfwinklige Hyperbeln 
(h > a). 

Sollen sicb die Tangenten unter einem gegebenen scbiefen 
Winlcel (p scbneiden, so ist der Ort ibi-es Scbnittpunktes im all- 
gemeinen eine gewisse Kurve vierter Ordnung (B. 3). 


168. GleiobLimgen konjugierter Dorchmesser. Die 
Gleichung desjenigen Durchmessers, der zu dem durcb einem 
gegebenen Punkt | y^) der Kurve gehenden y^x — x^y = 0 


konjugiert ist, lautet 

a* ' 5* ’ 


(43) 


bez. 


XX 


y'y 




denn dieselbe stellt die durcb den Nullpunkt gebende Parallele 
zur Tangente in P' dar. Wir erhalten die Koordinaten eines 
Endpunktes {x^^\y”) dieses Durcbmessers, indem wir die 
Gleichung nacb x und y auflosen und die Werte in die Gleichung 
der Kurve einsetzen, wobei zu beacbten ist, dafi x^\y^ dieser 
auch geniigen. Man findet leicbt fiir die Ellipse, bez. Hy- 
perbel 


_ 

a 



x\ 


bez. 


a 



wo die Unterdriickung des Paktors i bei den Hyperbelpunkten 
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die Schnittpunkte des konjugierten Durclimessers der ersten 
mit der konjugierten Hyperbel liefert. Genau dasselbe gilt, 
wenn wir die Kurvengleicbung nicht auf die Achsen, sondern 
auf konjugierte Durcbmesser a\ V bezielien. 

Die Betracbtung der Vorzeicben von \y^ und \jj'^ 
lebrt: Die Paare Iconjugierter Durclmesser der Ellipse trennen 
einander (vgl. Nr. 157), d. b. P' und liegeii auf verscbie- 
denen Seiten einer Koordinatenacbse. Und: Die Paare Icon- 
jugierter Durclmesser der Hyperbel trennen einander nicht, d. b. 
P' und P" liegen im gleicben oder im entgegengesetzten 
Koordinatenfeld. Also liegen konjugierte Durcbmesser der 
Ellipse auf verscbiedenen, solche der Hypei'bel auf denselben 
Seiten der Kurvenacbsen, 

Dies erkennt man aucb durcb Einfiibriing der Winkel 
a', die zwei konjugierte Durcbmesser mit der Hauptachse 
bilden. Fiir sie ist nach S. 300 


tg a 




tg ■ 


.iL 

x^‘ 





cot oc', 


wobei die oberen Vorzeicben fiir die Ellipse, die unteren fur 
die Hyperbel gelten. Perner erkennt man, dafi es aucb Durcb- 
messer gibt, mit denen ibre konjugierten zusammenfallen, niim- 
lich fiir tg^ a\ Somit (vgl. (29) in Nr. 163) sind die 

Asymptoten die m sicli seXbst honjugierten Durclimesser, Ist #’0 
reell und tg < tg %'q, so muB tg > tg '9 ’q sein, also liegen 
Iconjugierte Du,rchmesser der Hyperbel aiif vrrschiedencn Seitm 
jeder Asymptote; in der Tat konnen beide nicht gleichzeitig 
reell scbneiden (Nr. 161). 

tTbrigens wurde schon friiber (S. 305) gezeigt, daB die 
Paare konjugierter Durcbmesser eine Involution bilden, deren 
Doppelstrablen aus den Asymptoten besteben; je zwei konju- 
gierte Durcbmesser liegen daber harmoniscb zu den Asym- 
ptoten. Fur die Hyperbel wird daber Pig. 82 von Nr. 163 auf 
die barmoniscben Eigenscbaften des Parallelogram ms zuriick- 
gefiibrt. So liefert jede Tangente des Kegelscbnittes durcb 
ibre Scbnitte mit seinem Hauptkreis (Nr. 167, e) zwei konju- 
gierte Durcbmesser als Diagonalen eines umgescbriebenen 
Recbtecks. 
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169. Die Konstruktion koxjjugierter Dnrchmesser ist 
nach den Proportionen 

ic" : y' « — iu' : 2 /'' = ± a : & bez. ± ~ 
leicht und stets auf reellem Wege ausfiihrbar. 

Eine andere Methode grundet sich darauf, da6 die Anf- 
gabe fur die besonderen Kurven mit a = 6 in der einfachsten 
Form gelost werden kann. Konjugierte Durcbmesser des Kreises 
sind zneinanderrecbtwinklig; solcbe der gleicbseitigen Hyperbel 
liegen in bezug auf die Halbierungslinien des Acbsenwinkels sym- 
metrisch: hier wie dort sind sie gleicb lang (Nr. 165.) Diese 
Eigenschaften lassen sicb nach Nr. 159 und Nr. 166 fiir die 
Ellipse und scbiefe Hyperbel umformen. 

Im Falle der Ellipse benutzen wir die Parametergleicbungen 
(Nr. 159) und erbalten die den Durcbmessern a\ ent- 
sprecbenden Winkelparameter (p\ g?" aus tg g?' = tg 
tg == tg so da6 tg cc' tg a'' == — in die Ortbo- 
gonalitatsbedingung tg g?' tgg-/'— ■— 1 libergebt. Man kon- 
struiert also (Fig. 85) OP' zu OP nacb 
dem Satz: die Endpimkte P, P' konju- 
gierterDurcbmesser der Ellipse bestimmen 
in den verlangerten Ordinaten JfP, -M'P' 
auf dem umgeschriebenen Kreise Punkte mg, 85. 

Q, deren Kreisdurcbmesser OQ' zueinander recbt- 

winklig sind, und umgekebrt. 

Im Falle der Hyperbel konnten wir ebenso (Nr. 166) statt 
ibrer Punkte P, P' die Punkte Q' einfiibren, die in der 
gleicbseitigen Hyperbel von derselben Hauptacbse auf den 
Ordinaten MP, M' P' liegen. Alsdann sind OP, OP' kon- 
jugierte Durcbmesser, wenn OQ, OQ' mit den Acbsen gleicbe 
Winkel bilden. Aber bier bietet die barmoniscbe Lage zu 
den Asymptoten ein besseres Mittel in der Form des Satzes 
von Nr. 163. Ist in der Figur daselbst CA gegeben, so findet 
man den Endpunkt des konjugierten Durcbmessers OS, indem 
man bedenkt, dafi AS zu OT' parallel und in OP balbiert ist. 

Der trbergang von P m Q oder die Substitution von 
^ ^ y statt 00 1 y gibt aucb das Mittel, die Tangente in einem 
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Punkt P des Kegelschnittes zu konstruieren. Denn jene Sub- 
stitution verwandelt 


1 

^2 x — j- 


in 


?_? - 1 - O — 1 . 

a- ~ a* 


die Tangente des Kreises bez. der gleicbseitigen Hyperbel in 
Q und die des Kegelscbnittes in P scbneiden sicb in einem 
Punkt T der Hauptacbse j/ = 0. Soli man also die Ellipsen- 
tangente in P ziehen, so gibt man die Kreistangente in Q an 
und verbindet P mit ihrem Schnittpunkt T in der Hauptacbse. 

Die Vorteile der Parametermetbode zeigen die Beispiele. 

B. 1) Die Quadrate zweier konjugierten Halbmesser sind 
cos^ (p + sin^ 9 , sin^ 9 -f cos® go. 


Hierbei bat der auf dem Kegelscbnitt gelegene Endpunkt des 
einen Halbmessers die Koordinaten x a cos g), y => h sin q> (vgl. 
Nr. 159). 

2) Die Sebne der Punkte mit den Parametern a, jS einer 
Ellipse bat die Gleicbung 

^ cos T (a + |3) + |- sin (a + |S) = cos (a — (3) 

und scbneidet die zugeborige Sebne a, des konzentriscben Kreises 
vom Radius a (Nr. 107) auf der Hauptacbse. 

Der Pol der Sebne ist 

a cos ^ (a + (3) : cos y (a — ^) 1 & sin (a + (5) : cos y (cf — jS). 

Ebenso ist die Gleicbung der Tangente in ^ = a 

— cos a -f- -f sin a = 1. 
a h 

3) Die Lange I der Sebne of, § ist zu bestimmen. 

I = )/a® (cos a ~ cos (sin a — sin 

Z= 2 sin y (o:— jS) "j/a® sin® y (a + jS) + &® cos® y (o; + /?), 

Aber nacb 1) ist die letzte Wurzel gleicb der Lange des 
dem Durcbmesser vom Punkte y (a H- |3) konjugierten Halbmessers, 
und nach 2) ist die Tangente im Punkte y (<^ + i?) parallel zur 
Sebne a, |3; wenn also die Lange des zur gegebenen Sebne 
parallelen Halbmessers bedeutet, so ist Z ** 2b' sin \ (a — ■ (3). 

4) Der Inbalt des durcb drei Punkte or, j3, y gebildeten Drei- 
ecks ist 
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5) Wenn sich die Halbierungslinien der Seiten eines ein- 
geschriebenen Dreiecks im Mittelpunkt des Kegelscbnitts scbneiden, 
so ist der Flacheninbalt des Dreiecks konstant. 

(5) Der Kreis, der dem durcb drei Punkte a, y bestimmten 
Dreieck umgescbrieben ist, hat, wenn 1)\ b'" die zu den Seiten 

parallelen Halbmesser bedeuten®®), den Radius 

j^^ b^b”b*” 

ab 

Dies folgt mit Hilfe von 3) und der Tatsache, daB das Produkt der 
drei Seiten gleich dem mit B multiplizierten vierfachen Inhalt ist. 

Die Gleichung dieses Kreises ist mit b^: 

cos Y (« + 1^) cos y (|S + y) cos Y (y + 

+ sin I (« + /3) sin (|5 + y) sin -I- (y + a) 

=»= Y + b^) — Y (a + |5) + cos (l5 + y) + cos (y + <^) } 

und hieraus folgen leicht die Koordinaten des Mittelpunktes. 

7) Der Inhalt des durch drei Tangenten gebildeten Dreiecks 
ist nach Nr. 37, B. 5 ± a6 tg (« - tg {§ — y) tg |(y — c). 

8) ht X ^ y == h:l ein Punkt einer gleichseitigen Hyper- 

bel, so ist von vier Punkten Xg, Ag, jeder der HShenschnitt- 
punkt des Dreiecks der anderen (Nr. 166, 2 ), wenn = — 1 

ist; jeder der vier Punkte hat seinen symmetrischen x\ — y auf 
dem durch die drei anderen gehenden Kreis. 

170. Winkol undLangem konjugierterDiirclimesser. Be- 
ziehen wir eine auf den Mittelpunkt transformierte Gleichung 
auf verschiiedene Paare konjiigierter Durchmesser, so sind ge- 
wisse Koeffizientenfunktionennach Nr. 154 unveranderlich, nam- 
lich : sin^co und + %) : sin^m, wenn co den von dem 
Paar eingeschlosBeneii Konjiigationswinlcel bezeichnet. Setztman 
nun (Nr. 155) in der Achsengleichung : agg = 1 : : agg 

= ±1:6® und in der Durchmessergleichung 

^11 * ^8:} ^ ^5^22 ‘ ^83 it 1 ^ 

SO besteben also die Beziebungen 

a'^'slfn* CO “ iT*") “ * P 

Oder, wenn man die zweite Gleicliung dnrcli die erste dividiert, 

(45) a'6' sin m ==» ab, a'®± a® ± 6®. 

Die geometriscbe Bedeutung der ersten Beziebung (45) ist 
ojBfenbar, wenn filr die Hyperbel die reelle Ausdrucksweise 
von Nr. 162 gebraucbt wird: Das durch Verbindung der End- 
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pimUe honjugierter Durchmesser gelildete Dreiech hat Iconstantm 
Inlialt, Oder auch: Die Flache jedes umgeschriebenen Parallelo- 
gra^yims von Iconjugierten 5?- **■ #•.■■*'’ ' #- ist gleich deni Vrodidct 

der Achsen 4a&. 

Die zweite Beziehung (45) ergibt: Die algebraischc Simme 
der Quadrate Iconjugierter Durchmesser ist Constant , namlich: 
Die Summe der Quadrate Iconjugierter Durchmesser der Ellipse ist 
gleich der Summe der Achsenqiiadrate, die Different der Quadrate 
Tconjugmter Durchmesser Iconjugierter Hyperheln ist gleich der 
Differem der Achsenquadrate. 

Vermoge der beiden Beziebungen (45) sind unter fiinf 
GroBen a, 6, a', m je zwei durcb die iibrigen bestimmt, 
z. B. die Achsen durch zwei nach GroBe und Lage gegebene 
konjugierte Durchmesser, die Langen konjugierter Durchmesser 
von vorgeschriebenem Winkel bei gegebenen Achsen. Man 
bildet die notigeu Gleichungen durch Elimination, hat dann 
aber noch die gegenseitige Lage der Achsen und Durchmesser 
zu ermitteln. Hierzu dient die Beziehung tgoj'tga''— 
die zwischen den Neigungswinkeln konjugierter Durchmesser 
gegen die Hauptachse besteht (Nr. 168). 

B. 1) Die Quadratsumme der Beziprolcen je isiveier meinandcr 
rechtwinUigen Haldmesso' isi (constant 

Auf ein solches Paar als Koordinatenachsen bezogen ist die 
Gleichung der Kurve von der Form + 2 + ^22 + 7c = 0 ; 

die Quadrate der betr, Halbmesser sind daher 1 / =« — /u : , 

und es folgt ja + “j « — g[iei-]3ei isfc /o (vgl. 

S. 292), somit ^ ^ it (vgl. S. 293), Bezogen auf ein 

anderes Paar zueinander rechtwinkliger Durchmesser babe die Kurve 
die Gleichung + ^ 22 ^^+ 7c' = 0; hier orhiilt man 

^ — -“ p-* Oder (analog wie zuvor) ± ^ 2 * Plus- 

Oder Minuszeichen ist zu setzen, je nachdem eine Ellipse oder 
eine Hyperbel vorliegt. 

2) Alstand des MittelpunJcts von der Tangente des Dunlctes P\ 

Fiir den Abstand <7T= des Nullpunkts von — ± =: 1 ist 

(Nr. 42; vgl. Nr. 167) ^ ^ 
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Setzen wir also OP' = a\ = 5', so ist d ^ ah : h\ das 
Frodulct eines Halbmessers in den Ahstand der m ilm parallelen 
Tangente ist honstant Damit ist auck die Konstanz von sin co 

wieder bewiesen, da sin c® = sin GF^T = 4- = '4^* 

’ a' a'h' 

3) Bestimmung der Achsen aus ^wei honjugierten Durchmessern. 

Indem man die Gleicbungen a"— a'=a) nnd tg oj' tg a" 

= T in den Formen cos a' cos a" + sin a' sin a" = cos o) 

und a^ sin a' sin a" + cos a' cos a" = 0 scbi'eibt nnd bieraus 

cos a' cos a" sowie sin a' sin a" berecbnet, findet man 

/ f , f/\ a"" 

cos {a +€£")=== cos CO, 

Mit Hilfe der Beziebnngen (45) folgt aber 
COB (oj'+ a'') _ + 

y'(^^'±V^^4.a ' 2 5 ' - 

zur Bestimmung von a' nnd a", nnd endlicb 

2a* , COSO) i ^ COSO) 

^ + CoT^-f — 1 — cos (o:' + o:")‘ 

‘1) Acltsenldngen %md Exmiirmtdt eines durcli die allgemeine 
(rlrichung gegehenen Kegelschnities. 

Nacb Nr. 153 ist mit der dort gegebenen Abkurzung B 



|2A _ 


■“ ^^ 22 ) (%1 + 


2aij 

cos CO 

— P) : sin* 

(46) 1 

1 ^ 

2 A 

(«12' - 

~ ^^ 22 ) ”1” 




+ B) : sin' 


i ^ 


2 

cos w 


1 


_ . / 1 1 \ 



2JS 


(47) 

cos*'9’o 

= 

It 

cr* 

u 

I 

s> 

"" oil 

+ "is 

-2«I, 

cos © -f 


Den letzten Ausdruck erbalt man aucb direkt, wenn man den 
Kosinus des balben Winkels des Geradenpaares 

+ ^a^^xy + 0 bestimmt. 

171. Die Konstruldion der Achsen eines Mittelpunldshegelr 
sclmittes aus einem gegebenm Paar Iconjugierter Durchmesser 
laBt sick anf folgenden Satz griinden (vgl. aucb Nr. 177, 4 ): 

Aufjeder Tangente des KegelscJmittes hegren^en irgend md 
konjugierte DurchnesservomBeruhrungspunUausAhschnitte, deren 
Produkt konstant und gleicJi dem Quadrat des m ihr parallelen 
Halbmessers isL Zum Beweis nebmen wir diesen Durcb- 
messer a' nnd den konjugierten b\ der den Beriibrungs- 
pnnkt entbalt, zn Koordinatenacbsen. Die konjugierten Dnrcb- 
messer x^y =» x, a^^y^y ± V^x^x «= 0 (Nr. 168) scbneiden in 

Salmon- r’icdlor: anal, Goom. d. Kogolsolm. 8, Aufl. 22 
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die Segmente ab y^a^y^ix^ und y : a*y\ 

deren Recbteck in der Tat gleich ist. Umgekehrt be- 

stimmen solche Punkte einer Tangente, deren Abscbnitte das 
Produkt T 6^^ ergeben, konjugierte Dnrchmesser. 

Nun seien Oa, Oh zwei konjugierte Durcbmesser, also 
die Parallels zu Oh durcb a eine Tangente (Fig. 86). Irgend 
zwei Punkte A, B derselben liefern kon- 
jugierte Durcbmesser OAj OBj wenn 
Aa«aJS = ± 061 Also finden wir in 
0u4, OB die Acbsen des Kegelscbnittes, 
wenn wir dafiir sorgen, da6 AOB ein 
recbter Winkel wird. Dann mu6 AB 
ein Durcbmesser des durcb 0 gebenden 
Mg. 86. Kreises sein^ fiir den a die Potenz 

06^ bat (Nr. 109). Man bestimme in Oa einen Punkt P 
so, da6 0a*aP=^±0b^ ist, somit auf der Verlangerung 
von Oa fiber a binaus fur die Ellipse, in entgegengesetzter 
Richtung von a aus fiir die Hyperbel. Dann scbneidet der 
durcb 0 und P gebende Kreis, dessen Mittelpunkt C in der 
Tangente liegt, A und B so aus, daB OA, OB die Acbsen 
sind. Vgl. aucb S.349f., B. 3 und 4. 

B. 1) Die Segmente, die auf einer festen Tangente durcb 
ein Paar paralleler Tangenten abgescbnitten werden, bestimmen 
ein Recbteck gleicb dem Quadrat des zur festen Tangente par- 
allelen Halbmessers. 

Bei derselben Koordinatenwahl, wie im Text, sind fiir x ^ a/ 
x'x y^y ^ _ x^x _ y'j/ 



die durcb 


1 , - 




1 abgescbnzttenen 


Segments 2/ == ± ^ ^ ^ (l + fr), deren Pro- 

dukt sicb mit Hilfe der Kurvengleicbung auf ^6^^ reduziei't. 

2) Die Scbnittpunkte einer vera,nderlicben Tangente mit zwei 
festen parallelen Tangenten bestimmen konjugierte Durcbmesser. 

3) Wenn eine veranderlicbe Tangente eines Mittelpunktskegel- 
scbnittes zwei feste parallels Tangenten scbneidet, so bestimmt 
sie Abscbnitte auf diesen, deren Recbteck konstant und dem 
Quadrat des zu ibnen parallelen Halbmessers gleicb ist. 

Nebmen wir den den Tangenten parallelen Durcbmesser und 
den konjugierten zu Koordinatenacbsen, so ist die Gleicbung der ver- 


anderlicben Tangente 


cc'x y^y _ 




1. Die Abscbnitte in den festen 
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Tangenten werden gefunden, indem man in der letzten Gleicliung 
nacheinander x ^ macht und sie nach y anflost. Das Pro- 

dukt der Abschnitte wird ^ und durcli Einsetzen des 

Wertes von aus der Gleichung des Kegelschnittes ^ ±1^^, 
Daher verbalten sich die durcli die Abschnitte der festen Tan- 
genten und die Abschnitte der veranderlichen Tangenten bestimm- 
ten Rechtecke wie die Quadrate der zu diesen Tangenten parallel en 
Halbmesser (S. 309). 

4) Zwei beliebige Halbmesser sind gegeben; wird alsdann 
vom Endpunkt des elnen jedesmal in der zum anderen Halbmesser 
konjugierton Richtung eine Gerade (Ordinate, vgl. S. 285) gezogen, 
so sind die so entstehenden Dreiecke inhaltsgleich. 

5) Zieht man im Endpunkt eines jeden von zwei beliebigen 
Halbmessern eine Tangente bis zum Schnitt mit dem anderen 
Halbmesser, so sind die zwei so entstehenden Dreiecke inhaltsgleich. 

172 . Die Bestimmimg deft' Daare honjugierter Durckmesser 
von vorgeschriebenem K- umfafit die Achsen- 
bestimmung als besonderen Fall. Man geht von den Sehnen aus, 
die die Enden eines Durchmessers AB mit einem beliebigen 
Pnnkt D der Kurve verbinden und Supplementarsehnen genannt 
werden. 

Durchnesser, die rm irgend einem Paar Supplementarsehien 
parallel sind, sind Iconfugiert Denn, da im Dreieck ABD die 
Verbindungslinie der Halbierungspunkte zweier Seiten mit der 
dritten Seite parallel ist, so muB der AD halbierende Durch- 
messer parallel zu BD und der BD halbierende parallel zu 
AD sein. Zum analytischen Beweis bildet man die Glei- 
chungen von AD und BD und zeigt, daB das Produkt ihrer 
Richtungskoeffizienten gleich + 6® : ist (vgl S. 332 ). 

Um also die Paare konjugierter Durchmesser zu kon- 
struieren, die den Winkel co einschlieBen, suchen wir zwei 
Supplementarsehnen, die den Winkel co miteinander bilden. 
Dazu beschreiben wir Tiber irgend einem Durchmesser den 
Bogen eines Kreises, in dem co der Peripheriewinkel ist, und 
verbinden die Punkte, wo dieser Kreis die Kurve schneidet, 
mit den Enden des angenommenen Durchmessers; so erhalten 
wir ein Paar Supplementarsehnen, die zu den verlangten Durch- 
messern parallel sind. 


22 * 
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Um die Einsicht in die Lagenverhaltnisse zu erleichteni, 
denken wir uns die Achsen gegeben und legen die Hilfskreise 
durch ein Scheitelpaar. Eine Hyperbel wird, wie man leicht 
erkennt, von jedem durcli die reellen Scbeitel gelegten Kreis 
in nocb zwei reellen Punkten geschnitten^ deren Verbindungs- 
gerade zur Hauptacbse parallel ist, d.h. in def>* Hyperbel scMie^m 
stets mei symmetrische Faare honjugierter Ditrelmesser einm 
heliebig gegebenen Winlcel ein- Eine Ellipse hat dagegen mit 
den durch die Scheitel der groBen Achse gehenden Ereisen 
oiBfenbar nur dann noch zwei reelle, zur kleinen Achse symme- 
trische Schnittpunkte, wenn der Kreis die kleine Achse nicht 
zwisohen ihren Scheiteln schneidet. 

Auf die Achsen bezogen erhalt man leicht filr die Hilfs- 
kreise, die fiber der Sehne 2a den spitzen Peripheriewinkel <d 
enthalten, die Mittelpunkte 0 1 ± a cot cd und die Gleichungen 


-f 2aj!/ cot G) ~ =« 0 oder + 2 cot cd == 1. 

Die Koordinaten der Schnittpunkte von Kreis und Ellipse ge- 
ntigen einer der letzten Gleichungen und der Ellipsengleiohung, 
also auch je ihrer Diflferenz 


y 




— cot CD 


-0. 


Dies ist die Gleichung der cu-Achse und je einer Parallelen, 
die die Ellipse nur so lange reell schneidet, als der Abstand 
der Parallelen von der cc-Achse kleiner als b ist, also wenn 

aV^cot(D^& Oder tg » ^ 


Der Ideinste spitse Winizel, den honjugierte Durclmiesser 
der Ellipse einschlie/ien honneny ist daher der Winlcel der Dm- 
gonalen imBechteclc der Sclieiteltangenten; denn die ic;-Parallele 
muB beruhren und dann sind die Supplementarsehnen die Ver* 
bindungsgeraden der Scheitel der groBen und der kleinen 
Achse. Nur m einem spitzen Konjugationswinhel cd, der grbfier 
ist als der der ScheitelverUndungsgeradcny gilt es in der Ellipse 
zwei symmetrische Faare honjugierter Durclmesser. 

173. GleicMange kongugierte Durohmesser der Ellipse 
liegen in den Diagonalen des RechtecJcs der Scheiteltangentm- 
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Denn nacli Nr, 172 sind sie konjugiert und infolge ihrer sym- 
metrischen Lage haben sie gleiche Lange, Man kann dieses 
ansgezeicbnete Durcbmesserpaar aucb aus der Betracbtung der 
Konstanz von nnd a'J' sin oj (Nr. 170) folgender- 

inaBen finden. 

Bekanntlicb bat unter den Recbtecken von gegebener 
Diagonale das Quadrat den groBten Inbalt, d. b. bei konstanter 
Quadratsumme ist a^V ein Maximum, wenn ist. 

Alsdann ist aber sinG} = ab:a'b'=*aZ>:a'^, also der spitze Eon- 
jugationswinkel o selbst ein Minimum £1. Somit ergibt sicb 
als das Quadrat der gleicblangen konjugierten Halbmesser einer 
Ellipse 2 { 0 !^+ V) und 

sin = aZ) : y {a? + und tg uQ = + b : a. 

In der Hypei'bel kann es infolge b^^== a^— V keine 
gleicben konjugierten Durcbmesser geben, auBer wenn sie gleich- 
seitig ist (Nr. 165). Aber aus Nr. 163 folgt: Wenn eine 
Hyperhel und eine JEUipse dieselben Achsen in Qrojie und Lage 
halen, so fallen die Asymptoten der Hyperbel mit den gleicli- 
langen Imvjugierten Durchmessern der Ellipse msammen. 

Die / ■/.;/ der Ellipse, hexogen auf die gleichlangen 
Izonjugierten Durchmesser als Koordinatenachsen, lautet 

(49) a:^+r=-^- 

Hire geometriscbe Bedeutung ist die, daB jeder Punkt der 
Ellipse von ibren gleicblangen konjugierten Durcbmessern 
senkrecbte Abstande 00 sin £1, y sin £h bat, deren Quadratsumme 
konstant ist, naiulicb ~l (a® + b®) sin^ £1. 

Fiirjede Ellipse gibt es also ein 
bestimmtes scbiefwinkliges Koor- 
dinatensystem (Fig. 87), in dem 
ibre Gleicbung die Form einer Kreis- 
gleicbung in recbtwinkligen Koor- 
dinaten bat: 

(50) x^+y^^a^^. 

Dah&r entstefit aus einem Kreis stets eine Ellipse, wenn man 
seine parallelen Sehnen um ihre HaTbierungspmTde um einen 
honstanten Winhel dreht Denn der die Drebpunkte entbaltende 
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und der unter Si gegen ihn geneigte Durclimesser sind die 
Koordinatenachsen und gleicUangen konjugierten Durckmesser 
der Ellipse. 

B. 1) Bine Ellipse, deren gleiche konjugierte Durclimesser 
den spitzen Winkel cinschlieBen, hat die Halbachsen 

a =:]/2 • a' cos Sl^ b sin j- SI 

und die Exzentrizitat e « 1 — tg^~ Mit y Si gleich 45® wird 
diese Null und a «= 5, die Ellipse wird ein Kreis. 

2) Die Gleichungen der Paare konjugierter Durchmesser, die 
den Winkel w einschlieBen, lauten 



174. Eigensoliaften der Hyperbel beziiglioh. der Asym- 
ptoten sind die einzigen, die unter denen der Ellipse keine 
entsprechenden finden. 

Die AhscJmitte ED und GF (Pig. 88), die auf einor Selanie 
der Eyperlel misclien der Kurve und den Asymptoten cnihalten 

sind, sind gleich lang. Dies folgt 
daraus, daB der zur Eichtung 
CB der Sekante GD konjugier- 
te Durchmesser OA sowohl die 
Sehne FE der Hyperbel als 
das Segment GD zwischen den 
Asymptoten halbiert, jenes 
nach der Definition konjugierter 
Durchmesser (Nr. 139), dieses, weil CA, OB m den Asym- 
ptoten harmonisch liegen (S. 305). Zum analytischen Beweis 
nimmt man den zu GD parallelen und den ihm konjugierten 
Durchmesser zu Koordinatenachsen; alsdann folgt aus der 



Pig. 88. 


Gleichung 


r 


» 0 des Asymptotenpaai^es MD ' 




MO = — und aus der Kurvengleichung M.F, 

also ED « GF oder FD = QE, 

Diese Eigenschaft erlaubt, beliebig viele Punkte der Hy- 
perbel zu konstruieren, wenn die Asymptoten und ein einziger 
Punkt E gegeben sind. Denn man hat nur beliebige Sekanten 
durch E zu ziehen und innerhalb des E enthaltenden Asym- 
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ptotenwinkels auf jeder Sekante einen Punkti^ so zu bestimmen, 
daB ED = GF ist. 

Ein wichtiger besonderer Pall, der schon aus dem SchluB- 
satz von Nr. 163 abgelesen werden kann, ist: Das ^wischm 
den Asymptoten liegende Stuck einer Eyperleltangente wird im 
Berilhrungspunkt halbiert und ist dem mr Tangents parallelen 
Durchmesser gleicli. Somit ist das von den Asymptoten und 
der Tangent© gebildete Dreieck doppelt so groB als das Par- 
allelogramm aus denselben und den Asymptotenparallelen des 
Beriihrungspunktes. Daher (Nr. 164) hegremt die SyperbeU 
tangents mit den Asymptoten ein Dreieck von konstantem Inhalt 

Die von einer Asymptote aus gemessenen Abschnitte GE, GF 
der Hyperbel in einer Sekante ergeben das Quadrat des parallelen 
Halbmessers GB als ihr Produkt Denn aus den obigen An- 
nabmen folgt 


GF=^V 






und hieraus GF^GE==-b^^=^ CB^, Man erkennt darin wieder- 
um die cbarakteristiscbe Asymptoteneigenschaft (Nr. 164): 
durcb VergroBerung der Entfernung der Sekante vom Mittel- 
punkt vrird der zwischen der Kurve und der Asymptote ent- 
haltene Abscbnitt GF kleiner als jede angebbare GroBe. 

Die Verwendung der Asymptotengleicbung von Nr. 164 
zeigon die Beispiele. 

B. 1) Unter Voraussotzung der Asymptotengleicbung ==^ 
ist x'y + y”x k^ + 9 /' die Gleiclmng einer Sehne P'P", und 

die GkicJmng der Tangentc in P' wird x^y + x ^ 2k^ oder 


Hiernacb sind die in den Asymptoten durcb die Tangente eines 
beliebigen Hyperbelpunktes F gemacbten Abscbnitte gleicb 2x^ 
und 2y\ ibr Eecbteck ist daber « 47c^. 

2) Werden zwei feste Punkte einer Hyperbel mit 

ii’gend einem veranderlicben Punkt P^^^ der Kurve verbunden, so 
fassen diese Sebnen auf jeder der Asymptoten eine konstante 
Strocke zwischen sicb. 

Die Gleichung einer der Sebnen ist x^’^y + y^x^ y^x^^^ + k^\ 
der von ibr in der a:-Acbse vom Nullpunkt aus gebildete Abscbnitt 
wird daber gleicb + xK Ebenso ist der Abscbnitt, der der 
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anderen Sehne entspriclit, gleich und dieDiffereaz zwischen 

beiden ist somit von der Lage des Punktes in der 

Kurve nnabbangig. 

3) Die Koordinaten x\y des Punktes, in dem sicb die in 
und P” gezogenen Tangenten der Hyperbel xy == schneiden, 
folgen aus 

x^y + y^x — 27c^=» 2x^y\ x”y + y^^x = 27c^= 

^jc^(x'--x”) .. ^y'y'^ 

^ ** x'y''—x^*y* ic' + aj”’ ^ 2/^ + 2/'^ 


175. Beispiele. Die Metliode, die Algebra auf Probleme 
uber Kegelschnitte anzuwenden, ist im wesentlicben dieselbe, 
wie die in dem Pall der Geraden und des Kreises angewendete. 
Wir woUen daber aus der groBen Anzabl von Aufgaben, die 


zii Orten zweiten Grades ftibren, nur einige auswahlen. 

B. 1) Bewegt sicli eine Gerade von 
konstanter Llinge I zwiscbeii den Scbenkeln 
eines gegebenen Winkels, so bescbreibt ein 
beliebig gewahlter Punkt P der Geraden 
eine Ellipse. 

Bezeicbnen wir PL durob KV 
durcb w, so baben wir aus Hbnlicben Dreiecken (Fig. 89): 



OL 


ly_ 

m 


OK- 


lx 


und daraus folgt (vgl. Nr, 160) 


^2. 




%l^xy cos m 
mn 


Oder 


4- ^ 


'2^xy cos ft) 


- 1, 
w ' 


die Gleichung einer Ellipse, die den Punkt 0 zum Mittelpunki. 
bat; denn aijagg— ist bier positiv, niimlich ==== 

2) Welcben Ort bescbreibt ein Punkt Q, der bei festem P 
in LK so angenommen wird, daB QK=^ PL ist? 

^ 3) Zwei gleicbe Lineale AB, BO sind 

durcb ein Gelenk in B vereinigt (Fig. 90); 
der Endpunkt A ist befestigt, wilhrond C 
Gerade AG durcblauten muB. Man soil 
^ ^ durcb irgend einen festen Punkt P in BO 

Fig. 90. bescbriebenen Ort finden. 

4) Aus der Basislange und dem Produkt der 'r^n teuton der 
balben Basiswinkel den Ort der Dreiecksspitze zu finden. 

Indem man die Tangenten der Halften der Basiswinkel als 
Funktionen der Seiten ausdruckt, findet man, daB die Sunimo der 
Seiten gegebon und daber der Ort eine Ellipse ist. 
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5) Welclies ist der Ort der Mittelpunkte der einem Dreieck 
eingeschriebenen Kreise, wenn die Basis und die Summe der Seiten 
des Dreiecks bekannt sind? 

Man kann aus dem letzten Beispiel nnd aus Nr. 51,4 un- 
mittelbar erkennen, daB der Ort eine Mlipse ist, deren Scbeitel 
die Endpunkte der gegebenen Basis sind. 

6) Aus der Basis und der Summe der Seiten eines Dreiecks 
den Ort des Scbwerpunktes (Nr. 45, l) zu bestimmen. 

7) Welches ist der Ort der Mittelpunkte der Kreise, die in 
zwei gegebenen Geraden Abschnitte von vorgeschriebener Lange 
ausscbneiden? 

8) Man soli den Ort der Mittelpunkte der Kreise finden, die 
zwei andere Kreise beriibren, oder die einen gegebenen Kreis und 
eine gegebene Gerade beriibren (Nr. 195). 

9) Man bestimme den Ort der Mittelpunkte der Kreise, die 
durcb einen gegebenen Punkt geben und in einer gegebenen Geraden 
Abschnitte von voi’gescbriebener LSnge ausscbneiden. 

10) Man bestimme den Ort der Mittelpunkte der Kreise, die 
durcb einen gegebenen Punkt geben und deren Abschnitte in einer 
gegebenen Geraden von diesem Punkte aus unter gegebenem Winkel 
erscboinen. 

11) Zwei Ecken eines gegebenen Dreiecks bewegen sicb langs 
[osier gerader Linien; der Ort der dritten Ecke ist zu finden. 

12) Bin Dreieck A I? 0 ist einem gegebenen Kreis vom Radius q 
umgescbrieben, der Winkel C = y ist gegeben, die Ecke JB bewegt 
sicb langs einer festen Geraden*, man soli den Ort von A finden. 

Wiv wenden Polarkoordinaten an, deren Pol der Mittelpunkt 0 
des Kreisos ist, und deren Winkel gegen die Normale jp der 
festen Geraden gemesson werden. Bezeicbnen wir in diesem Sinn 
die Koordinaten von A, JB durcb r | <9’, r' | so ist cos = p 
der Abstand des Punktes 0 von der festen Geraden. Aber man 
siebt leicbt, daB der Winkel AOB = % ^ 90®+ also bekannt 
ist; und da die Kobe des Dreiecks AOB gleicb q ist, gilt die 
Gloicbung 

TT^ sin X 

^ 1+* + ?•'“— cos X 

Aus ibr gebt durcb = x die Polargleicbung des Ortes 

2 p-r-sin^x 

^ cos* (x — ¥) +jp*— 2pr cos x cos (x — -O') 
bervor, die einen Kegdsclmitt darstellt. 

IS) Eine Gerade bewegt sicb so, daB sie stets einen festen 
Kogelscbnitt A beriibrt; in jeder ibrer Lngen bestimmt man ibren 
Pol in bezug auf einen anderen festen Kegelscbnitt B, Der von 
diesem Pol durcblaufene Ort ist ein Kegelscbnitt. 
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1st o; 1 1!3 irgend ein Punkt des Ortes, und wo? + ^^2/ + ^ = 0 
seine Polare in bezug auf den Kegelscbnitt B, so sind nach 
Nr. 137 ti, w lineare Punktionen von cc | Nach S. 306 ist aber 
die Bedingung, unter der die Gerade uic vy 0 den Kegel- 

scbnitt A berdhrt, vom zweiten Grade in bezug auf v, w, 

14) Der Ort der Scbnittpunkte der Tangenten in den End- 

UJ ^ 'M® 

punkten konjugierter Durcbmesser ist ^ i ~ 2* 

Man erbalt die Gleicbung durcb Addition der Quadrate der 
GleiobuDgen beider Tangenten unter Beriicksicbtigung der Be- 
ziebungen von Nr. 168. 

15) Teile einen Kreisbogen in drei gleicbe Teile. 

Die Teilpunkte werden als Scbnittpunkte des gegebenen Bogens 
mit einer gewissen Hyperbel bestimmt. (Vgl. Nr. 51, 7.) 

16) Durcb die Endpunkte einer Sebne von konstanter Lange 
in einem festen Kreis ziebt man Parallelen zu zwei festen Geraden ; 
der Ort ibres Scbnittpunktes ist eine Ellipse, deren Achsen die 
Winkel der durcb den Kreismittelpunkt gebenden Parallelen zu 
den festen Geraden balbieren. 

17) Von den parallelen Seiten eines Trapezes ist die eine 
naeb GrQJSe und Lage, die andere der GroBe nacb gegeben; die 
Summe der nicbt parallelen Seiten ist bekannt; man verlangt den 
Oi't des Scbnittpunktes der Diagonalen. 



Zehntes Kapitel. 

Die Pokaleigenscliafteii you Ellipse iind Hyperbel. 

176. Normale einer Kurve in einem ihrer Punkte P 
heiBt die durch P rechtwinklig zur Tangente dieses Punktes 
gezogene Gerade. Bei den folgenden Untersnchungen; die 
die Bestimmung von Normalen verlangen, setzen wir stets 
reclitwinklige Koordinaten vorans. 

Nach Nr. 41 ist die Gleichung der durck x^\y^ gekenden 
Geraden zu bilden, die zur Tangente = 1 einer auf 

ihre Acbsen bezogenen Mittelpunktskurve recbtwinklig ist; 
die Gleichung der Normale einer Ellipse hez. Hyperbel in | 
wird also 

(1) {y-y')=‘±^(x- x') Oder q: ^ = c\ 

WO (Nr. 156) das Quadrat der linearen Exzentrizitat be- 
zeicknet. 

Sckreibt man die vorige Gleickung in der Form 

P (* - ,*') -^±y(y- y') 

und setzt man diesen Ausdruck gleick Ej so folgt aus 
a; _ a:' = ~ V und y - 2/' = ± ^ 

fiir die von x\y aus gemessene Lange n der Normale: 

(2) - off +(y- g'; + ^ . 

d. h. nacli dem Werte von in Nr. 170,2: 

( 3 ) »* = Oder nd^ B. 

Man erkillt iufolgedessen aus 

— x') = nd und ±^iy — y') = nd: 

X y 




nd±6‘ 


(4) 
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Wir fiaden femer den Abschnitt CN^ den eine Normale 
in der Hauptacbse vom Mittelpunkt ab bestimmt, als 

(5) x = Oder ON^e'^x'. 


In der Ellipse (a < 1, Fig. 91) fallt also N zwischen G und My 
in der Hyperbel (a > 1) nber M hinaus. 

Wir konnen somit zu einem gegebenen Punkt N der 
Hauptachse die Abszisse x^ eines Punktes oder vielmehr zweier 



W 

Fig. 91. 


zur Hauptacb.se symmetrisch 
gelegener Punkte der Kurve 
bestimmen, deren Normale je 
durcb N gebt. Im Pall der 
Ellipse sind aber diese Punkte, 
d. b. die Normalen selbst, mir 
reel], solange < a®, also 
wenn A" zwiscben den Punkteu 


von den Abszissen ± e^a liegt. Ebenso geboren im Pall der 
Hyperbel reelle Normalen nur zu den Punkten auBerhaib der 
durcb rc = — ae^ und x^ + begrenzten Strecke, da 
x^^ > a? sein muB. 


Der Kreis kann als eine Ellipse betracbtet warden, deren 
Exzentrizitat Null ist; daber ist bei einem Kreis immer 0: 
jede Normale eines Kreises geht dutch seinen MittelpunM. 


177. Subnormale und Subtangente. Das Stuck NM 
der Hauptacbse, das zwischen Normale und Ordinate entluilten 
ist, wird die Subnormale genannt. Die Subnormale hat (Nr. 170) 
die Lange 

(6) Oder 


Die Normale NF eines Punlctes P teilt seine Ahsdsse CM in 
einem honstanten Verhdlims, und zwar innerlicb bei der Ellipse, 
auBerlicb bei der Hyperbel; es ist namlich NM\ OM^ ± 

Die Subnormale der gleichseitigen Sypet'bel ist also ibrer abso- 
luten Lange nach gleicb der Abszisse. 

Wenn eine im Punkte P an die Kurve gezogene Tangcnte 
die Hauptacbse in T scbneidet, so wird der Abschnitt MT 
die Subtangente genannt. Aus der Gleichung der Tan gen to 
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folgt der Achsenabschnitt GT also ist die Sub- 

tangente 

(7) 

^ ' X X 

Als die Lange n der Normale bezeichnet man gewobnlich 
das von der Normale durcb die Hanptacbse abgescbnittene 
Segment PN: 

(8) + ga;'*). 

1st aber V der zu CP konjugierte Halbmesser, so ist die 
KlammergroBe gleicb (Nr. 170; 2). Also ist die Lange der 
Normale w = &&':a; insbesondere bei iex gleichseitigen Hyperhel 
wie bei dem Kreis ist sie dem Halbmesser gleicb. 

Wird die Normale bis zum Scbnitt N^ mit der kleinen 
Achse verlangert, so zeigt man in derselben Art; daB der 
Abschnitt PN^ der Normale die Lange ah^ih hat. Die Ver- 
gleichnng beider Ergebnisse liefert die Satze: Das Produkt 
der durch die Achsen abgeschnittenen Segments PN und PN^ 
der Normale von P ist gleich dem Quadrat des zw Tangents 
von P parallelen IlaTbmessers; der Quotient PN:PN^ dieser 
Ahscimitte ist gleich dem Quotienten ¥:a^ der Quadrate der 
Halhachsen, 

B. 1) Dus liccliieck aus der Normale n und dem Abstand der 
Tangenie vom ]\Iltielim')dct ist honstmit und zivar gleich dem Quadrat 
der Icleinen llalbaclisc. 

Denn dieser Abstand d wurde in Nr. 170,2 gleich ah:h' 
gefunden. 

2) Die Liliige der Normale kann auch in Funktion ihres 
Neigungswinkels or nach Nr. 167,1 ausgedruckt werden: 

= I' == == . 

d “j/a- cos- cc ±h^ sin^ cc )/i — sin® a 

3) Schneideii zwei Durchmesser CD^ CD^ einer Ellipse auf 
der Normale des Punktes P Segments PP, PD^ ab, die dem zu 
UP konjugiorten Halbmesser gleich sind, so halbieren die Achsen 
der Kurve die Winkel der beiden Durchmesser. 

Denn die Punktepaaro NN^ (Fig. 91, in die man das Weitere 
leicht einzoichnen wird) und PP' sind harmonisch, weil PN^PN’ 
^ PD^ (Nr. 16), also muB auch das Durchmesserpaar GD, GD^ 
zu dem Eedhtwinkelpaar GN^ GN^ harmonisch sein (Nr. 60). Dies 
liefert eine ueue KonstruMion der Achsen aus zwei honjugierten 
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Halbmessem Man fallt von P das Lot auf 

GQ nnd trSgt anf dieses Lot von P aus nacb beiden Seiten die 
Strecken PP und PP^ ab, deren jede gleich V ist. Die Achsen 
liegen in den Halbierenden des Winkels DGD\ 

4) Die Langen der Halbacbsen folgen als halbe Sutnme und 
bez. halbe Differenz von CP, CP' in 3; denn diese sind bez. 
a + a — 

178, Normalen aus einem Punkt. Die Gleichiing der 
Normals + Vx^y ^c^x^y^ in Nr. 176 driickte eine Be- 
ziehung aus, die zwischen den Koordinaten x^\y^ eines Punktes P 
in der Kurve und den Koordinaten x | y irgend eines Punktes 
dieser Normals besteht. Nun kann man die Normalen des 
Kegelschnittes suchen, die durch einen beliebig gegebenen Punkt 
gehen; es sind dann ihre PuBpunkte anzugeben. Analytisch 
sind also in der Gleichung der Normals die Koordinaten x ] y 
eines Punktes gegeben und die des FuBpunktes x^ | j/' aus jener 
und der Kurvengleichung zu bestimmen. Indem wir die ge- 
gebenen Koordinaten akzentuieren und die gesuchten von den 
Akzenten befreien, erhalten wir fiir die FuBpunkte der durch 
x^ I y^ gehenden Normalen die neben der Kurvengleichung zu 
eifuUende Beziehung 

(9) c^xy ± h^i/x — a^x^y == 0. 

Der durch diese Gleichung dargestellte Ort zweiten Grades 
geht durch den gegebenen Punkt P' {x'\y') und den Mittel- 
punkt 0 1 0 der gegebenen Kurve. Da eine bloBe Parallel- 
transformation die linearen Glieder zum Verschwinden bringen 
kann, ist der Ort eine gleichseitige Hyperbel, deren Asym- 
ptoten zu den Achsen des gegebenen Kegelschnittes parallel 
sind. Die beiden Kurven haben im algebraischen Sinne vier 
Schnittpunkte (Nr. 28), und eine nahere XJntersuchung zeigt, 
daB sie samtlich reell sein konnen, daB aber stets zwei reell 
sein miissen. Von einem heliebigen PmU der Ebene gehen also 
vier Normalen der Mittelpunhtslmrve aus, von denen mindestens 
mei reell sind. 

Fiir einen Punkt x^ 1 0 bez. 0 1 j/' einer Achse tritj an Stelle 
der gleichseitigen Hyperbel die Achse selbst und die dazu 
normals Gerade c^x — a^x^ = 0 bez. c^y ± = 0. Von den 
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vier Normalen des Punktes fallen also zwei mit der Achse 
seltst zusammen, da ihre PuBpunkte die Scheitel sind. Die 
Realitat der beiden anderen Normalen ftir Punkte a5'|0 ist 
schon in Nr. 176 erortert. Pur Punkte 0 1 j/' der Nebenacbse 
sind im Pall der Hyperbel stets reelle Normalen vorbanden, 
im Pall der Ellipse nur, solange y' zwiscben ±c^\l liegt. 

Die gefundene gleicbseitige Hyperbel kannfolgendermaJBen 
definiert werden: sie ist der Ort des Scbnittpunktes P eines 
Durcbmessers der Kurve mit dem von P' auf seinen konjugier- 
ten gefallten Lote. Denn zu y = mx ist der konjugierte 
Durcbmesser Vx ± ma^y = 0 und das durcb P' gebende Lot 
zu diesem bat die Gleicbung a^m{x — V{y — y') = 0; 
die Elimination von m vermoge y = mx gibt die Grleicbung (9). 
Da also eine Sebne P'P der gleicbseitigen Hyperbel senkrecbt 
ist zum konjugierten des P entbaltenden Durcbmessers, so 
ist sie, falls P aucb der gegebenen Kurve angebort, wirklicb 
zur Tangente recbtwinklig. 

Substituiert man die in Nr. 176 gewonnenen Ausdrucke 

a^di' h’y' 
nd-\-a*’ nd-jr^b^ 


der Koordinaten des NormalenfuBpunktes durcb die Koor- 
dinaten ibres Ausgangspunktes, ibre Lange und die Entfemung 
der Tangente des ersten vom Mittelpunkt des Kegelscbnittes 
in die Gleicbung desselben, so erbalt man eine biquadratiscbe 
Gleicbung fiir die Bestimmung der vier zugeborigen Werte 
von nd 


( 10 ) 




bY 


{nd-{-a'f (nd±h^) 


1 . 


Das Produkt der vier Werte von nd ist, als das von nd un- 
abbiingige Glied in der Entwickelung dieser Gleicbung aus- 
gedrtiokt, gleicb 


. * T 
^ 6 * 


also proportional dem Ergebnis der Substitution der Koordinaten 
rfes Punktes P’ in die Normalgleichmg des Kegelschnittes}^) 
Der Sonderfall des Kreises ftlbrt auf die Potem zuriick. 
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B. l) Eine Gerade wrc + «??/ + 1 = 0 ist eine Normale 


der Kurve 




1, wenn (vgl. (l), S* 347) 




“a i T ~ -h 

w® 


0. 


2) Die Koordinaten 1 des Scbnittpunktes der Tan gen ten 
in den Punkten \'if und \'if^ sind 

Oder auch 

fp.^ fpV 


X'=- 


1 + 


a' re" 


y'y” 


a- 

Man findet zunaebst nacli Nr. 37 


^ a* ^ &* 


X' 


a 


2 y -y 




•2/'ic" 


y' = + Z)2.„ 

a/ 7/" 




7/ 'a;" 


kann dies aber umformen mit Hilfe der Beziobungen 


die aus der Kurvengleiobung ftir x^ j y^ und | folgen. 

3) Die Koordinaten X | X des Scbnittpunktes der Normalen 
in den Punkten x^\y^ und x^^\y^' sind 


wenn bier X^ | X^ die Koordinaten des Tangentenschnittpunktes 
in 2) bedeuten. 

Wenn man endlicb nocb cc'o;" und mit Ililfo der Gloi- 
chung der Polai'e von X' | X' durcb diese Koordinaten rational 
ausdriickt, so gebort zu jedem Punkt X' | X' der Ebene als Nor- 
malenscbnittpunkt 


X-' 


i=F 


yf 2 


2 Y'^ 

~ar^~W 


Y- 


- c^Y' 
H" <2 


1~ 


X'- 


X'* 

±-i=> 


4) Wann sind die Normalen zweier Kurvonpunkte zueinander 
rechtwinklig? (Vgl. Nr. 167, 6.) 

Der Ort des Punktes, von dem aus zwei zueinander roebt- 
winklige Normalen der Kurve geben, folgt durcb 3) aus dem 
Hauptkreis. 

5) Die Elimination von y zwiseben 

+ a^y^ — = 0 und c^xy + h^y^x — erx^y - 0 
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liefert eine biquadratische Gleicbung zwiscben den Abszissen der 
vier FuBpunkte der von ausgebenden Normalen; die Koeffizienten 
der Gleicbung zeigen, daB die Summe dieser Abszissen, die Summen 
ibrev Prodnkte zu zweien und zu dreien, und endlicb ibr Produkt 
bez. gleich sind 







Daraus ergeben sicb einige Eolgerungen. 

179. Brennpimkte. Die KTormalen von zwei solchen 
Punkten einer Mittelpunktskurve, die in der Hauptacbse die- 
selbe Abszisse x haben, also zur Hauptackse symmetriscb 
liegen, scbneiden sich auf dieser Achse in einem Punkt P' 
mit der Abszisse (Nr. 176); der Schnittpunkt P'' 

ikrer Tangenten liegt gleichfalls auf der Hauptacbse und bat 
die Abszisse x^^ ^ a?: x (Nr. 177). Diese Punkfce P' und P" 
sind stets reell, wenn die Sebne der beiden Eurvenpunkte 
und daber aucb x reell ist, ob diese nun selbst reell oder 
konjugiert imaginar sind. 

Die Punkte P' und P^', die zu demselben x geboren, er- 
geben ein konstantes Produkt ihrer Abszissen x^x^^ == c^. Nacb 
Nr. 15 bedeutet aber diese Beziebung, daB jedes Punktepaar 
jP\ P” durcb die beiden featen Punkte a? == + c, ?/ = 0 barmo- 
niscb getrennt wird. 

Diese beiden fasten Punkte P, (Pig. 92), die in der 
Hauptacbse symmetriscb zum Mittelpunkt in der Entfernung ± c 
von diesem liegen, beiBen die reellen Brennpunkte (foci) der 
Mittelpunldslcurve, Die GroBe ea 
nennt man daber die P'olmldistmz, 

Aus gegebenen Acbsen ergibt sie 
sicb als *)/a^ ? 6^ fiir die Ellipse bez. 

Hyperbel, insbesondere 0 fiir den 
Kreis, a]/ 2 fiir die gleicbseitige Hy- 
perbel. Die Brennpunkte befinden 
sicb im Inneren der Ellipse (c® ^ a^) oder der Hyperbel 
^ ci^)} liefern also imaginare Tangenten, aber aucb ima- 
ginare Normalen, da sie zwiscben den Scbeiteln und den 
Punkten ± a (Nr. 176) liegen. 

Salmou-liUedlor: anal. Oeoxa d. Kegolsohn. 8. And. 
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Eine analoge tJberlegung gilt fiir die Nebenaclise. Zu 
zwei Kurvenpunkten von gleicker reeller Ordinate y gehoren 
zwei reelle Punkte der Nebenaclise: der Normalensclinittpunlvt 
c^y und der Tangentenscbnittpnnkt — 

Die Abstande der Punkte eines Paares vom Mittelpunkt der 
Kurve ergeben wiederiim ein konstantes, aber wesentlich nega- 
tives Produkt Daher liegen und wieder 

zu zwei festen, aber imaginaren Punkten 2 / = ± c/ liarmoniscb. 
Diese konnen in manchen Aufgaben durch ihre reellen Stell- 
vertreter j/ = ± c (Nr. 19 und 20) ersetzt werden. 

Die beiden konjugiert imaginaren Punkte der Nebenacbse 
y ^ ci Sind als die imaginaren BrennpimUe der Kurve zu 
bezeicknen. Somit hdben die Mittelpunktshurven vier Brenn- 
punkte, aber nur zwei reelle in der Hauptachse; nur fiir den 
Kreis fallen sie samtlich in seinen Mittelpunkt. Wir werden 
uns in diesem Kapitel nur mit den Eigenscliaften der reellen 
Brennpunkte beschaftigen. 

180, Leitlinie (Direktrix) des Kegelsclmittes hoiBt die 
Polare eines Breimptinktes. Die zu dem reellen Brenn- 
punkt ± G gekorige Leitlinie ist (S. 329) die reelle Gerade 

(11) ±cx^ a\ Oder a + == 0, 

die in der Entfernung ± : o vom Mittelpunkt zur Haupt- 

aclise rechtwinklig verlauft. Auf alien durch den Breiinpunkt 
gehenden Sehnen, sog. Fokalsehnen, sind die stets reellen Encl- 
punkte durch den Brennpunkt und den Schnittpunkt mit der 
Leitlinie harmonisch getrennt. Auch ist die Leitlinie die Be- 
riihrungssehne des vom Brennpunkt ausgehenden imaginaren 
Tangentenpaares. 

Ein Punkt P oder a®:c|y' der einen Leitlinie d hat 
eine durch den zugeh5rigen Brennpunkt F gehende Polare 

(S. 277f.) “ ± 1; wahrend seine Verbindungsgerade mit 

dem Brennpunkt die Gleichung ergibt y^ (x c) y ^ 0 
(Nr. 40). Die beiden Geraden sind aber zueinander recht- 
winklig — nattirlich ebensowohl, wenn wir c durch — c er- 
setzen — , d. h. die Polare eines PunUes der Leitlinie ist die 
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m seiner Verbindungsgeraden mii dem Brennpunht recMwinlcUge 
Fokdlsehne^^) (Fig. 93). Man kann diesenSatz auch so aussprechen: 
Harmonisclie Pole P, P^ auf der 
Leitlinie spannen am zugehorigen 
Brennpnnkt einen rechten Winkel 
PPP'. Den kiirzesten Ansdruck 
dieser iiberaus wichtigen Pokal- 
eigenschaft bietet die Redeweise 
von Nr. 1 36 : Konjugiert JiarmoniscJie 
Polaren aus eimm BrennpmM sind 
meinander recMwinldig. 

181. Allgemeine Definition 
der Brennpnnkte. Die vorstebende 
Entwickelung, die von den Normalen aus zn den Brenn- 
punkten hinleitet, fuhrt zu dem Satz: Die Brennpnnkte 
sind diejenigen Pnnkte F\ deren Polare d bez. d^ die Knrve 
in den Pufipnnkten der von F bez. F zn ziebenden Knrven- 
normalen scbneidet. In der Tat scbneidet z. B. die Poiare d 
des Breunpunktes F zugleicb die Fnfipunkte der von F ans- 
gebendeu imaginilren Normalen aus, weil nacb Nr. 176 fur 

einen eolchen FuBpunkt a;=±c:e® = ±— und wenigstens bei 

der Ellipse c > e^a ist. Dies besagt aber, daB die Ton einem 
Brennpunkt ausgehenden Tangenten zn sioh selbst normal sind, 
also die absolnten Richtungen von Nr. 61 haben miissen. Dies 
folgfc anch aus dem Satz, daB die durcb einen Brennpunkt 
gehenden konjugierten Polaren Rechtwinkelpaare sind, Treil 
ihre gemeinsamen harmonischen Strahlen Ton absoluter Rich- 
tnng sind (Nr. 61). 

Nun lassen sicb aus den unendlicb fernen imaginSren 
Kreispunkten zwei Paare konjugiert imaginarer Tangenten an 
einen reellen Kegelschnitt zieben, die das Parcdlelogramm der 
Tangenten non absoluter BicMung (das umgeschriebene isotrope 
Parallelogram m) bilden. Von seinen Tier endlicben Eoken 
mflssen wirklicb z-wei reell und zwei konjugiert imaginar, die 
beiden im Endlicben gelegenen Diagonalen also reell sein; 
diese sind scbon infolge der barmonisoben Eigenscbaften des 

28 * 



Mg. 98. 
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Vierseits (Nr. 67) zueinander reciitwinklige koujugierte Durch- 
messer, d. L mit den Achsen identisck. Man gelangt so zu 
der iibrigens nicht nur fiir Knrven des zweiten Grades gtiltigen 
allgemeinen Definition: Brennpunlcte einer Kurve liei/ien die 
Schnittjpmhte Hirer Tange>iten ahsoluter Bichtung}^) 

Die Leitlinien als Polaren der Brennpunkte schneiden 
auf dem Kegelschnitt die imaginiiren Beriihrungspunkte der 
vier Tangenten absoluter Ricbtung aus. Daher sind dies aaich 
die imaginaren Scbnittpunkte der Kurve mit ihrem Hauptkreis 
(Nr. 167, 6), denn ihre Tangenten sind zu sich selbst normal. 
Da demnach ihr Halbmesserquadrat ± betragt, so ist 
die Lange ihrer konjugierten, d. h. in absoluter Richtung 
gemessenen Halbmesser Null (vgl. Nr. 170). 

Die Gleicbungen der Tangentenpaare von den Richtungs- 
koeffizienten ± i folgen leicht (Nr. 167, 2) als (?/ ^ 0, 

diejenigen der Tangentenpaare der Brennpunkte als 

(12) (rc c)^+ 0, x^+{y±ciy^Q. 

Offenbar stellen alle diese Gleicliungspaare dieselben vier Tan- 
genten dar. 

Zugleicb. erinnern die letzten Gleichungen daran, da6 die 
reellen und die imaginaren Brennpunkte assoziierte Paare sind 
(Nr. 115). 

182. Brennstralilen (Fokalradien) eines Kurvenpunktes 
P beiBen die Strecken FPj FP seiner Verbindungsgeraden 
mit den Brennpunkten F, F. 

Ist die Entfernung eines Kurvenpunktes vom Brennpunkt 
c 1 0 auszudriicken, so kdnnen wir in dem Quadrat 
derselben y^^ mit Hilfe der Kurvengleichung elimiuieren. XJnter 
Beriicksichtigung der Definition entsteht so der 

Ausdruck durch x allein — 2cx^ + Oder 

(13) {x^ ~ cy + = {^x^ — ^ {ex^ — ay. 

Somit ist die Lange des Brennstrahls selbst eine lineare Punktion 
der Abszisse des Kurvenpunktes. 

Betrachten wir nur die absolute Lange FP^ so mtissen 
wir fiir sie diejenige Wurzel aus [ex^ — a)* wahlen, die einen 
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positiven Zahlenwert ergibt. Dieselbe ist im Falle einer Ellipse 
(14) 

deim die Exzentrizitat e ist bier kleiner als Eins (Nr. 156) und 
fiir reelle Punkte ist 

In der Hyperbel dagegen, wo e > 1 ist, bat a — ex’ nur 
fur negatives x’ einen positiven Wert, also fiir jeden Punkt 
auf derajenigen Zweig, in dessen Inneren der gewablte Brenn- 
punkt nicbt liegt. Fiir ein positives x\ d. b. einen Punkt des 
F umsoblieBenden Zweiges, gibt aber, da dann ex’ — a 

den positiven Wert fur die Lange des Brennstrabls. 

B. Nacb Nr. 178, 6 kann das Produkt der Brennstrablen 
fiir die FuBpunkte der vier Normalen aus einem Punkt P durcb 
den Abstand dieses Punktes von dem betreffenden Brennpunkt F 
ausgedriickt werden, Man findet es gleicb 

183. Definition der Mittelpunktskegelsclinitte aus Brenn- 
punkt und Leitlinie. Der Ausdruck fiir die Lange des Brenn- 
skabls FP eines Kurvenpunktes P{x\y) liefert, gleicb Null 
gesetzt, die Gleicb ung ex-^a^O der Leitlinie, die zu dem 
Brennpunkt gehort. Daber ist die Lilnge FP dem Abstand 
des Punktes P von dieser Geraden proportional, denn dieser 
Abstand wird, abgeseben vom Vorzeicben, durcb ^ “ gegeben 

(Nr. 42). 

Wir erkennen als wicbtige Eigenscbaft der Kegelscbnitte: 
Pie Entfernung eines Pimlctes der Ktirve vom BrennpunM steM 
zu seiner Entfernung von der mgeKorigen Leitlinie 
in einem Jconstanten VerhdltniSy das gleich der Ex- 
zentrmidt e ist. Dasselbe gilt fiir den anderen Brenn- 
punkt und dessen Leitlinie. 

TJmgekebrt kann ein Kegelscbnitt als der Ort 
eines Punktes defiuiert werden, dessen Entfernung 
von einem festen Punkt, dem Brennpunkt F^ zu 
seinem Abstand von einer festen Geraden, der Leit- 
linie dj proportional ist (Pig. 94). Man kann bier- 
nacb die Kurve leicbt konstruieren und ibre ganze Tbeorie 
entwickeln. Sind namlicb x^ | die Koordinaten des Brenn- 
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punktes, ist wa; + + 1 = 0 die Gleichung der Leitlinie und 

e die VerMltniszahl, so kann die Gleicliung des Ortes sofort 
geschrieben werden als 

(15) (a: - a!o)“ + (^ - VoY = + ^2/ + 1)^ 

also aucli (Nr. 35) ^ 

= {x cos a + y sin u — d)"; 

denn die rechte Seite ist das Quadrat des e-fachen Abstandes. 
Die Gleichung stellt, je nachdem e kleiner oder groBer als 
Bins ist, eine Ellipse oder eine Hyperbel dar, deren Achsen 
leicht zu ermitteln sind. 

Man kann diese Eigenschaft auch so aussprechen: Wenn 
eine Kurve so beschaffen ist, daB die Entfernung irgend eines 
ihrer Pnnkte P von einem festen Punkte als eine ganze lineare 
Funktion der Koordinaten von P ausgedriickt werden kann, 
so ist die Kurve ein Kegelschnitt mit dem festen Punkte als 
Brennpunkt.^^) 

B. l) Die Brennpunkte der zu einem Punkt einer Ellipse E 
als Mittelpunkt und mit der zugehdrigen Tangento und Normale 
als Achsen besohriebenen Ellipsen, die die kleine Acbse der go- 
gebenen Ellipse E in ihrem Mittelpunkt beriihren, liegen auf zwei 
mit E konzentrischen Kreisen, deren Radien die Summe und Diffe- 
renz der Halbachsen derselben sind. 

2) Wenn eine Ecke eines der Ellipse umgeschriebenen Par- 
allelogramms den ScheitelberQhrungskreis durchlauft, so beschreibt 
die gegentiberliegende Ecke denselben gleichfalls, und die beideu 
anderen Ecken liegen auf zur Hauptachse normalen Goraden, den 
Leitlinien. 

184. Pokalgleichung. Die Gleichung von Nr. 182 kann 
auch als das Ergebnis der Transformation der Achsengleichung 
zum Brennpunkt c | 0 als Nullpunkt angesehen werden, indem 
man sie in der Form schreibt: 

(16) (x — cy + 2 /^ = (ex — ay ^[e(x — c)^ jp]l 

Dabei ist x — c die vom Brennpunkt aus gezahlte Abszisse 
uud (17) ^ = ^ = ±a(l-e^) 

offenbar der zur Hauptacbse senkrecbte Brennstrabl oder die 
Ordinate im Brennpunkt. Diese beiBt der Lineat'paramefar 
(2p = latus rectum) des Kegelsobnittes. 
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Q-ebrauctiliclier ist es, Polarkoordinaten einzufiilireii, die 
vom Brennpunkt und der Hauptachse aus gezahlt werden. 
Dann ist x — r cos y sin wo ^ die Amplitude 
Oder Anomalie des Brennstrahls r heifit. Nack Nr. 182 taken 
wir daher fiir die Ellipse r ^ a — ex ^ p — er eos d' zu setzen 
und erhalten damit als die Fokalgleiclmng der Ellipse 


(18) 




P 








1 + e cos 0 ?’ a ' a 

Setzen wir unigekehrt fur die Hyperkel r ^ ex -- a ^ 
p + er cos d'f so wird die Fokalgleiclmng de>^ Hyperbel 


(19) 


■ e cos -a* 


fiir p 


62 


+l/a2 . 

a 


Diese liefert positive Werte von r nur flir Amplituden, die, 
vom Zeichen abgeseken, groBer sind als der balbe Asymptoten- 
winkel 'B’o ^cos •B’ < --> Nr. 163^, jedoch negative oder riick- 
warts abzutragende r fiir kleinere Amplituden. Will man also 
nur positive Brennstrablen, so stellt die Gleicbung nur den 
den Brennpunkt umscblieBenden Zweig der Hyperbel dar 
(P'q <2% — 'O'q). Den anderen Zweig definiert dann eben- 
so die Gleicbung 


(20) r = (« - ^o< «’ < « + 

die aus der ersten bervorgeht, wenn man + statt 

r I -B* schreibt (Nr. 21), sie ist daber eigentlicb keine neue 
Gleicbung. 

Die auf den Brennpunkt — - (? 1 0 bezogenen Pokalgleicbungen 
der Ellipse bez. Hyperbel lauten 


( 21 ) 


P 


1 - C COS ^ 


? bez. r ' 


25 


1 + C COS O’ 


B, l) Das barmoniscbe Mittel (vgl. Nr. 15, 2) zwiscben den 
Absclmitten einer Pokalsebne ist konstant und dem Linearpara- 
moter gleiob. 

Denn wonn der Brennstrabl EP, riickwarts verlangert, die 
Kxxrve noch in P^ scbneidet, so ist 


PP. 


P 


1 + e COS O’ 




Wenn dagegon P und P' auf venschiedenen Zweigen dieser Hyperbel 
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liegen, so mussen ilire Brennstrahlen mit verschiedenen Vorzeicben 
eingefiilirt warden. 

2) Das Rechteck aus den Abschnitten einer Eokalsehne steht 
zur ganzen Sebne in einem konstanten Verbaltnis. 

Dieser Satz ist nur ein anderer Ausdruck des letzten; aber 
man erkennt aucb direkt, daB die GroBen JPF FP^ 

in einem konstanten Verbaltnis steben, denn sie sind 

und 

1 — e*cos*^ 1 — fi*cos^^ 


3) Jede Fokalsebne gibt, mit der Hauptacbse multipliziert, 
das Quadrat des zu ibr parallelen Durcbmessers. 

Denn das Quadrat des Halbmessers, der mit der Haupt- 
acbse einen Winkel 'B* bildet, ist (Nr. 166) 




1 — C*COS^'0'’ 


und daber ist die in 2) gefundene Lange der Sebne 
PF 4- FP' == — • 


4) Die Summe der zu zwei konjugierten Durcbmessern par- 
allelen Fokalsebnen ist konstant. 

Denn die Summe der Quadrate zweier konjugierten Durcb- 
messer ist konstant (Nr. 170). 

5) Die Summe der Reziproken zweier zueinander recbt- 
winkligen Fokalsebnen ist konstant. 


185. Summe bez. Dif^erenz der Brennstrahlen. Ein 
Punkt P (ic I y) einer Ellipse bat nacb -dem Vorstebenden vom 
Brennpunkt F oder c 1 0, bez. vom Brennpunkt F^ oder — c\0 
die positiven Entfernungen 

FP = a — ex, FP^r^ ^ a + ex. 


Daber ist FP + FP = r + r'= 2(z: Die Summe der Brenn- 
strahlen eines Ellijpsenpunhtes ist Con- 
stant und der grojimAchse gleich, Vgl. 
Pig. 96. 

Dagegen bat ein Punkt der Hy- 
perbel, je nacbdem er auf dem posi- 
tiven oder negativen Zweige liegt, von 
F bez. P' die positiven Entfernungen 



Pig. 96. 


r=ex — a^ r’^ex+a oder r^a 


ex. 


a — ex. 


Also ist entweder — r = 2^ oder r — r^ = 2a, d. b. 
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Die Different der JBrenmtrahlen eines HyperieljpimMes ist 
Izonstant und der Hyperbelachse gleich 
In alien Fallen ist aber das Produkt 

(22) rr^ = ± (a^ — e^os^) ~ ± ± ^ = VK 

In den MittelpimJctskurven ist ddher das Rechtech der Bretin- 
strahlen eines Punldes P gleich dem Quadrat des dem JSalbmesser 
von P konjugierten Halhmessers. 

Weil ferner nach Nr. 177 das Quadrat der Normale den 
Wert h^V^xa^ bat, verbalt sich das Produkt der Brennstrablen 
eines Punktes zum Quadrat seiner Normale wie 

Mit Hilfe der Tatsacbe, daB in einem Dreieck eine Seite 
kleiner ist als die Summe der beiden anderen, weist man 
leicbt geometrisch nacb, daB fur jeden Punkt Q au/ierhalb, 
ie0. innerhalh der Ellipse 

E Q E^ Q ^ bez. EQ E^Q <C.^ay 
und fur Q au/ierlialb, hem, innerhalh der Hyperhel 

EQ-EQ<2a, bez. EQ-EQ>2a, 

Daber ist die „bifokale Beziebung^^ (r ±r^)®== 4a^ fiir Punkte 
der Ellipse bez. Hyperbel cbarakteristiscb; sie kann als die 
bipolare Gleicbung dieser Kuryen bezeicbnet werden (S. 45). 

186. Fadenkonstruktion. Die bifokale Beziebung liefert 
der elementaren Geometrie die Definition der Mittelpimkts- 
kegelscbnitte: Der Ort der Spitme eines DreiecJcs, von dem die 
Basis 2e und die Bumme hem. Differenm der Seiten (=» 2 a) ge- 
gehen ist, ist eine Ellipse hem, Hyperhel mit den Basisende^t als 
Brennpunkten und mit der Hauptachse 2 a. 

Zum direkten Beweis dieser Umkebrung wablt man die 
Basis zur jr-Achse,, ihre Mitte zum Nullpunkt und erhalt die 
Gleicbung des Ortes 

yy*'+ (« + cf ± Yir+ — oy =■ 2ffl. 

Durcli Eatfernung der WarzelgroBen nimmt sie die Form aa 


(23) 



Ist die Summe der Seiten gegeben, so ist a > c, der Koeffizient 
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von daher positiv und der Ort eine Ellipse. 1st aber die 
Differen'0 gegeben, so ist a <ic, der Koeffiisient von negativ 
und der Ort eine Hyperbel. 

Diese Definition gibt auch in der sog. Fadenlionstruldion 
die Mittel, eine Ellipse oder Hyperbel mecbanisch zu bescbreiben. 
Sind die Enden eines Fadens an zwei festen Punkten F und F' 
befestigt, so beschreibt ein Stift, der sich derart bewegt, da6 
er den Paden immer gleichmafiig gestreckt erhalt, eine Ellipse 
mit F und F als Brennpunkten und der Padenlange als groBer 
Acbse.®^) Noch besser wird man einen geschlossenen Paden 
von der L'ange 2a + 2(? urn zwei in F und F befestigte 
Nadeln herumlegen und mit Hilfe des Zeicbenstiftes gestreckt 
erhalten. 


TJm eine Hyperbel zu bescbreiben, lasse man ein Lineal 
(Pig. 96) an einem Ende F drebbar befestigt sein; wenn dann 
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ein am festen Punkt F' befestigter Pa- 
den aucb an einem Punkt B des Lineals 
befestigt ist und durcb einen Ring in P 
gespannt erbalten wird, so bescbreibt 
der Punkt P bei der Drebung des Lineals 


ein endlicbes Stuck eines Hyperbelastes. Denn da die Summe 


von FP und PB konstant ist, muB es die Differenz von FP 


und FP anob sein. 


187. Der Winkel der Brennstrabden eines Kurvenpunktes 


bat die Tangente und die Normale des Punktes zu Hal- 
bierungslinien. Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge des 
in Hr. 179 ausgesprocbenen Satzes, daB Tangente und Normale 
eines Punktes P die Hauptacbse in Punkten scbneiden, die zu 
den Brennpunkten P, P' barmoniscb liegen. Denn dann 
milssen nacb Hr, 60 aucb die Brennstrablen PP, FP jenes 
Punktes in bezug auf PT und PN barmoniscb, also in bezug 
auf das recbtwinklige Paar PP, PN symmetriscb sein (Pig. 95), 
(Vgl. Hr. 95.) 

Zum direkten Beweis bestimmen wir die Winkel der 


Brennstrablen mit der Tangente, indem wir ibre Sinus durcb 
die Koordiiiaten ausdriicken. Zun'acbst berecbnen wir die Ab- 


stande der Tangente von den Brennpunkten (Fig. 95). Die 
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Entfernung 

des Brennpunktes P(clO) 

yon 

der Tangente 

x'x y'y 

1 = 0 ist (Nr. 42): 




1 

ex^ 



FT ^ 

a 

b' 

ah 

(Nr. 170, 2). 

Also ist 




(24) 

FT^l{a-ex’) = l- 

■FP 


und ebenso 

P'P' = ^(a + e*')=r 

F'P. 



Piir die Hyperbel gelten dieselben Pormela mit einem blofien 
Zeicbeuwecbsol (Nr. 182). 

Daber ist ^ sin J?’PT = ^=8mP'PT' = ^, 

d. li. die Tangente bildet mit den 
Brennstrablen ibres Beruhrungs- 
punktes gleicbe Winkel. Aus der 
Betrachtung der Lage der Tangente 
zur Kurve ist aber ojffenbar, daji 
die Tangente der Ellipse die diifiere 
und die Tangente der Hyperhel die innere HaTbiermgsUnie des 
Winlceh der Brcnnstraldm ist (Vgl. Fig. 95 und 97.) Dieser 
Satz erlaubt, die Tangenten des durcb die Fadenkonstruktion 
erhalteneu Kegelschnittes sofort anzugeben. 

Audi liegt hierin die Erklarung des Namens Brennpunkte: 
Lichtstrablen, die yon F ausgehen, warden yon der Ellipse 
nacli F^ konyergent reflektiert, und yon der Hyperbel so, dafi 
sie von F^ aus divergieren. Gleiches gilt bei Schallwellen. 

B. 1) Das Verbiiltnis der Sinus zwiscben den Winkeln der 
Normale mit Brennstrabl und Hauptacbse ist als Yerbaltnis ibrer 
Gegenseiton im Dreieck NPF (Fig. 95) gleicb der Exzentrizitiit. 

2) Die Projektion der Noi’male auf den Brennstrabl ist gleicb 
dem Linoarparameter; die Projektion der vom Kurvenpunkt bis 
zum Scbnitt mit dor Nebenacbse gemessenen Normalenstrecke ist 
gleicb der halben Hauptacbse. (Vgl. Hr. 189, 1.) 

3) Wenn fiir die Endpunkte zweier konjugierten Halbmesser 

hi einer Ellipse die balben Winkel der Brennstrablen gleicb 

4p bez. If/ sind, so daB 
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\ cos g? = % cos ij/ =» 

CL ^ 1) ® 

Oder tg® Ip = ^ 

ist, so folgt aus == 

aucli tg2 g? + tg^ Ip = ^ 2 - = 


h 

&* 


also konstant. 

Fiir die besondere Ellipse mit c = 6 oder 2 ist der 

Wert Eins, die Projektion der Normale auf den Brennstrahl 
gleich \a. Fur die gleichseitige Hyperbel wird sie zu a, weil 
^2 =- ^2 ^2 _ 2 ist.^®) 

188. Aus dem Hilfssatz von Nr. 187 folgert man: 

(25) IT-F'T’^^, (a^ - e^as'*) = (Nr. 185): 


Das Rechteclc atcs den BrennpunTctsahstdnden der Tangente ist 
honstant und gleich dem Quadrat der lial- 
hen Nebenachse. 

Somit ist fiir zwei beliebige Tan- 
genten (Pig. 98): 

FT-rr^F8^F^S\ 

^ J^S’ 

F3 “ F~~r ‘ 



Hg, 98. 


oder 


Aber FT:F8 ist das Verbaltnis der Sinus der Teile, in die 
der Strahl FP den Winkel der Tangenten teilt, und F^8^ : F^T^ 
ist das Yerbaltnis der Sinus der Teile, in die F^P denselben 
Winkel teilt; wir baben also 
(26) ^TPF^^S^PF. 

Daber werden die Winkel TPS^ und FPF^ von derselben 
Geraden balbiert: Zwei Tangenten eines Kegelschnittes hahen 
dieselben Winicelhalhierenden wie die Brennstrahlen Hires Schnitt- 
punlctes. Hieraus gebt der Satz von Nr. 187 als besonderer 
Pall bervor, sobald der Tangentenscbnittpunkt in die Kurve 
selbst rdckt. 

Die Beispiele zeigen, in welcber Weise sich infolge der 
Analogic zwiscben den Gleicbungen der Tangente und Polare 
einige Eigenscbaften der Tangente auf die Polare libertrageii. 

B. 1) Wenn sich ein Punkt in einer festen Senkrechton zur 
Acbse bewegt, so drebt sich die von ihm auf seine Polare geftillte 
Senkrechte urn einen festen Punkt in der Achso/*'^) 
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Deim der durcli jene Senkreclate bestiinuate Absoknitt in der 
Acbse ist (wie in Nr, 176) = a;' nnd daber mit a;' konstant. 

2) Man finde die Ls.ngen der vom Mittelpunkt nnd von den 
Brennpnnkten anf die Polare von | gefallten Lote. 

3) Bei der vorigen Konstmktion ist 
CM • PiV' - (Kg. 99). Dieser Satz 
verallgemeinert den in Nr. 177,1 be- 
wiesenen, nacb dem das Recbteck ans 
der Normale nnd dem Abstand der Tan- 
gente vom Mittelpunkt der Kurve kon- 
stant ist. 

4) Man beweise: 

PN' ■ NN’ = — cV »}. 



I’lg. 99. 


Wonn P ein Pnnkt der Knrve ist, gibt diese Gleicbung den Ans- 
drnck (8) (S. 349) fiir das Quadrat der Lange der Normale wieder. 

5) Man beweise: FG •F^O-^ ^ CM*NN\ Pur den besonderen 
Pall, wo P in der Kurve liegt, gebt dies fiber in 

FG^F'a^ ^FT-F'T'^ iK 


189. Verlangert naan das von einem Brennpunkt F anf 
die Tangente in P gefallte Lot FT fiber sie hinaus (Fig. 95)^ 
so schneidet es anf dem Brennstrabl FF eine Lange FQ 
ab, die gleicb der Hauptacbse ist. Denn ans ^FPT^F^ PF 
folgt TQ^ FP ^ PQ, nnd Q liegt bei der Ellipse bez. 

llyperbel so, da6 F^ Q als Summe bez. Differenz von FP nnd 
]^Q erscbeint. 

Ans FC^ I FF\ FT^\FQ folgt dann aucb GT 
^ I FQ^ a nnd GT\\FP. Ebenso ergibt sicb (7P'-a, 
OF\FP, Die Fii/3pimMc T, F cler von den Prennpmlden 
P, F anf eine Tangente des Kegelschnittes gefallten Lote liegen 
daher auf dem ScheitelJcreis (Nr. 157, 161), denn sie baben vom 
Mittelpnnkt 0 die konstante Entfernung a. Man bestatigt dies 
anch direkt. (Vgl. B. i, 4.) 

Umgekehrt liefert dieser Satz eine Konstmktion der 
Mittelpnnktsknrven ans ihren Tangenten: Man ziebt von einem 
Pnnkt F nach den Pnnkten T des Scbeitelkreises Strablen 
FT nnd ziebt TP rechtwinklig zu FT. Wenn sich ein rechter 
Winlcel so hewegt^ da^ sein Scheitel T cinen Kreis durchlduftf 
wdhrend ein Schenhcl durch einen festen PmU F geht, so he- 
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riihrt der andere TP einm KegelscJiniU, der F sim BrennpwnU 
hat. Bine Ellipse oder Hyperbel entsteht, je nacbdem F inner- 
lialb oder auBerbalb des Kreises liegt. 

B. l) Die Lange CF einer Geraden, die durcb den Mittel- 
punkt parallel zu einem Brennstrabl FT gezogen und durcb die 
in P berubrende Tangente begrenzt wird, ist konstant und gleicb a. 

Diese Lange wird gefunden, indem naan den Abstand dos 
Mittelpunktes von der Tangente al):V durcb h\V ^ sixiFPT 
dividiert. 

2) Die Normale teilt die Entfernung der Brennpunkte in 
zwei Abscbnitte, die den Bi'ennstrablen selbst proportional sind. 

Die Entfernung des EuBpunktes der Normale in der aj-Acbse 
vom Mittelpunkt ist = r’a;' (Nr. 176); seine Abstande von den 
Brennpunkten sind somit c + c — e^x\ GroBen, die offenbar 
das e-facbe der Brennstrablen a + ct' — sind. 

3) Die EuBpunkte der von irgend einem Punkt P' der kleinen 
Acbse aus gezogenen Normalen zur Ellipse liegen auf dem durcb F 
und die beiden Brennpunkte gebenden Kreis (Nr. 178). 

4) Polargleicbung des Ortes der PuBpunkte dor Lote, die 
von den Brennpunkten auf die Tangente gefallt werden. 

Der Abstand des Brennpunktes von der Tangente w-ird aus- 
gedrtickt, indem man in die Gleicbung von Nr. 167, 1 einsetzt 
a;==.c, ^=0. Demnacb ist die Polargleicbung des Ortes 

r =]/a^ oos^ oj ± sin^ a — c cos a, 

oder 4- 2 cr cos o£ + oos^ a ~ cos* ± b* sin*a, 

Oder r* + 2 cr cos a = ± 

Dies ist nacb Nr. 108 die Polargleicbung eines Kreises, dessen 
Mittelpunkt in der £C -Acbse in der Entfernung — - c vom Brenn- 
punkt liegt; a ist der Eadius. 

5) Nimmt man vom Brennpunkt F in bezug auf jede Tan- 
gente den symmetriscben Punkt so ist der Ort von Q der um 
den anderen Brennpunkt F^ mit dem Eadius 2 a bescbriebene Kreis. 

6) Man bilde die Gleicbung fdr den Ort der EuBpunkte der 

Lote zu den Tangenten aus den Punkten der kleinen Acbse, die 

vom Mittelpunkt den Abstand c baben. 

Die Summe der Quadrate der Abstande einer Tangente von 
den Pnnkten 0|±c ist konstant und gleicb 2a*. 

7) Der Ort des Sebnittpunktes des vom Brennpunkt auf die 
Tangente eines Mittelpunktskegelscbnittes gefallten Lotes mit der 
vom Mittelpunkt nacb dem Bertibrungspunkt gezogenen Geraden 
ist die entspreebende Leitlinie. 
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8) Der Ort des Sclmittpunktes des vom Mittelpunkt auf die 
Tangente gefallten Lotes mit dem Brennstrahl des BeriihruDgs- 
punktes ist der Exqis , der den betrejffenden Brennpunkt zum Mittel- 
punkt liat und durch die Scheitel der kleinen Aclise geht, 

9) Der Ort des Fufipunktes des Lotes, das man vom Schnitt- 
punkt der Tangente mit der kleinen Ach.se auf den Brennstrahl 
des Beriihrungspunktes fallt, ist derselbe Kreis wie in B. 8). 

190. Der durohL eine Sehne am Brennpimkt gespaxmte 
Winkel. Unter Voraussetzung der Achsengleichung seien x^\y^ 
bez. X 2 1 2/2 die Koordinaten der Endpunkte A, A einer Sehne^ 
ihr Pol T habe die Koordinaten die Brennstrahlen dieser 
Punkte seien r^, r' und ihre Anomalien O-q, bezogen 
auf JP oder c|0. Alsdaun gelten die Gleichungen: 

cos ^ 7"^? sin ^ und cos d'. === ? sin '9’, = 

Demnach ist fiir den Winkel, den 
(lie Lange Tl\ der vom Pol aus- 
gelienden Tangente am Brennpunkt 
spannt (Fig. 100), 

cos . 

Mit Hilfe der Gleichung der Tan- 
gentq ± == 1 ka-nn man 

eliminieren und erhiilt so 

cos ('9*1 — 9"') = x'xx — c (a?' + Xi) + c^± h^{l — 

= — c{x^ + a?i) + = (a — ex') (a — ex^] 

odor, weil a — ex^ ist, 

(27) cos (9,^90 

Weil dieser Wert nur von den Koordinaten x'\y' ab- 
hangt und die Koordinaten x^ly^ des Beriihrungspunktes nicht 
entbiilt, so spannt auch die zweite Tangente aus T denselben 
Winkel 9^ — 9' = 9' — 9g am Brennpunkt: JEs wird also, 
der von irgend einer Sehne am BrennpmU gespannte WinM 
1\FF^^8 durch die Verbindimgslinie des BrennptmUes mit 
ifirem Bol T halhiert"^^ und zwar ist 



( 28 ) 


B a --ex' 

2 ~ 
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Eine durch den Brennpunkt selbst gebende Sehne spannt 
an ihni einen gestreckten Winkel {%). Daher ergibt sicb als 
ein besonderer Pall der Satz von Nr. 180 in der Form: Dcr 
JBrennstroM des Poles einer FohalseJme ist m ihr senhrecht 
Nun hat die Fokalsehne FT ihren Pol D im Scbnitt der Leit- 
linie mit der Polare von T, BFT ist ein Rechter, somit 
ist FD die Halbierungslinie des Nebenwinkels von ^ 

B. 1) Per Winkel, den das zwischen zwei festen Tangenten 
entbaltene Stuck einer veranderlichen Tangents am Brennpunkt 
spannt, ist konstant. 

Piihrt man die Brennsti'ahlen der Beriibrungspunkte ein, so 
ist der genannte Winkel die Halfte desjenigen, der durch die Be- 
riihrungssehne der festen Tangenten gespannt wird. 

2) Bescbreibt man iiber dem zwischen den Scheiteltangenten 
der Hauptachse enthaltenen Stiick einer Tangente als Durchmesser 
einen Kreis, so geht dieser durch die Brennpunkte. 

3) Werden zwei feste Punkte §, eines Kegelschnittes mit 
einem veranderlichen Punkt P desselben verbunden, so fassen diese 
Verbindungslinien in der Leitlinie des Kegelschnittes einen Ab- 
sehnitt zwischen sich, der am zugehdrigen Brennpunkt einen kon- 
stanten Winkel spannk 

Denn, bezeichnen wir die Schnittpunkte jener beiden Sekanten 
der Kurve mit der Leitlinie durch P, so ist nach dem Text 

< FFQ + I imd ^ FFB! = i ^ PFq< + * 

somit QFQ^* Greht die Sehne QQ^ durch den 

Brennpunkt, so ist dieser konstante Winkel stets ein Rechter: 
Die Verbindungsgeraden eines beweglichen Punktes P des Kegel- 
schnittes mit den Enden einer Fokalsehne schneiden die Leitlinie in 
harmonischen Punktepaaren. 

Der Satz ist geeignet, ein gutes Beispiel ftir den Gebrauch 
der Polarkoordinaten in der TJntersuchung der Kegelschnitte zu 
geben. Er entspricht iibrigens dem Satz von der Gleichheit der 
Peripheriewinkel uber demselben Bogen am Kreis. 

191. Ftir die Hyperbel gibt wiederum (vgL Nr. 174) die 
Beziehung zu den Asymptoten einige Zusatze. Weil sie 
Tangenten mit unendlich fernem Beruhrungspunkt sind, so 
geht die Leitlinie durch die Fufipunhte der vom Br&nnimnld 
auf die Asymptoten gefdllten Lote (Nr. 190). Man sehe die 
Pigur zu Nr. 180, wo sich dieser Satz als besonderer Pall un- 
mittelbar anschlieBt. 
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Hieraus folgt mittelst (Nr. 163): Der Alstand 

(ley Asyynptoten von den Br&nnpunkten ist gleich der halhen 
Nebenachseh, Dies ist aucli ein Sonderfall von Nr. 189, S.366, 
da die Brennpunktsabstande fur die Asymptoten offenbar ein- 
ander gleicb, also gleich h sind. . 

Der Brennstrahl eines PunJdes der Hype^'lel ist gleich seiner 
Bntfernung von der LeitUnie, auf einer Parallelen mr Asymptote 
gemessen, Denn die Entfernung vom Brennpunkt ist das e-fache 
des Abstandes von der Leitlinie (Nr. 183), und die Entfernung 
von der Leitlinie verhalt sich zur Lange der bezeichneten 
Parallelen wie coS'9'Q=l:e (Nr. 163) zu Eins. 

Man kann daraus eine Methode zur Erzeugung der Hy- 
perbel durcli eine stetige Bewegung ableiten. Ein in B ge- 
brochenes Lineal ABB (Fig. 101) bewegt sich mit seiner Kante 
^ A B langs der festen Geraden DD\ Ein 

Paden von der Lange BB ist an den 
zwei Punkten B und F befestigt, wah- 
B / rend ein Ring in P den Faden stets ge- 

^ spannt halt. Dann beschreibt der Punkt P 

bei der Bewegung des Lineals eine Hy- 
J perbel, von der F ein Brennpunkt, BB die Richtung 
einer Asymptote imd DD^ die Leitlinie ist; denn PF 
ist stets gleich PB. 

192. Soheitelgloiehung. Da nur solche Gleichungen, 
die nicht auf den Mittelpunkt bezogen sind, fiir Kegelschnitte 
aller Gattungen (Nr. 131) gelten, so erweist sich unter den 
besonderen Gleichungsformen zu vergleichenden Betrachtungen 
neben der Fokalgleichung die auf die Hauptachse und eine 
Scheiteltangente bezogene Gleichung als geeignet, die sog. 
Scheitelgleichung. Liegt eine Ellipse auf derjenigen Seite der 
Tangente a? 0, auf der silmtliche Punkte positive Abszissen (V 
haben, so lautet die „Scheitelgleichung^^ dieser Kurve 




0 Oder 


Fdr die Hyperbel ergibt sich, wenn den Zweig beriihrt, 

dessen Punkte positive Abszissen x haben: 

(90) od« J + 


Balmoxi-iriedler; anal. Geom. d. Kogelsohn. 8. Aufl. 
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Fiihren wir durcli ap nacli Nr. 184 den Linearpara- 
meter jp ein, so sind die Scheitelgleiclmngen der Mittelpunhs- 
Imrven 

(31) 

Demnach ist das Quadrat der Ordinate in der Ellipse kleiner, 
in der Hyperbel grower als das Recbteck aus der Abszisse 
und der im Brennpunkt balbierten Sehne 2jp. Wir werden 
im nacbsten Kapitel zeigen, daB bei der Parabel diese Flachen 
gleich sind. Auf Grund dieser Eigenschaften sind die Namen 
Ellipse, Hyperbel und Parabel zuerst gegeben worden.^^) 
Dieselbe Gleichungsform bleibt ofPenbar aucb noch be- 
stehen, wenn wir sie auf einen Durcbmesser und die Tangente 
in einem seiner Endpunkte bezieben, jedocb ist dann 
nicbt die durcb den Brennpunkt gebende Ordinate (Nr. 184, s). 

193. Zuweilen kann man die Kurve mit Vorteil auf die 
Tangente %md die Normals in einem KurvenpunM als Koordi- 
natenaehse^i bezieben. Damit die a;-Acbse die Kurve in zwei 
vereinten Punkten scbneide, muB aiiX^+ + U83=‘ 0 ein 
Quadrat, also ai8^=« <^11^33 sein. Der Berubrungspunkt ist der 
Nullpunkt, wenn Ugg «=> 0, also aucb « 0 ist. Die Gleicbung 
bat BO die Form: 

(32) = 0. 

B. 1 ) 3ie Hypoteniisen der einem Kegelsclmitt elngeschriebenen 
rechtwinJcligen DreiecJcc von gegehener Gegenecke gelien durcli einen 
festen JPimM in der Normale dieser Eclce (Satz von Frvgicr\ 

Ist Ax^ + 2Bxy + 0 die Gleicbung eines Geradon- 

paares, so multiplizieren wir diese Gleicbung mit die der Kurvo 
(32j mit J., subtrabieren und erbalten 

2 (a^gA — a^^B) xy + {a^^A — a^^G) 2 /^+ ^a^^Ay — 0 

als (Nr. 44) die Gleicbung einer durcb die Scbnittpunkte des Ge- 
radenpaares und des Kegelscbnittes gebenden Kurve. Aber die- 
selbe kann in 2 / == 0 und 

2 {a^A — «nJ?) X + (flgj J. — ftu ^ = 0 

zerlegt werden; daber muB diese letzte die Gleicbung der dit* 
Endpunkte der gegebenen Geraden verbindenden Sebne scin. Der 
Punkt, in dem diese Sebne die Normale, d.b. die t^^Acbse, schnoidet, 

ist bestimmt durcb seine Ordinate => — — - Sind aber 

a,. O *■“ ^<14 A, 
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die Geraden rechtwinklig, so ist 0 = — < -d (Nr. 58), der Abschnitt 
in der Normale also konstant und gleicb 

2/o = ^^23 * (^11 ^ 22 )* 

Ftir den Kreis ist der absolute Wert von dem Radius 
gleicb, d. b. die Hypotenuse gebt durch den Mittelpunkt, ftb: die 
fjIeicJiseitige Hyperbel ist unendlicb groB, d. b. die Hypotenuse 
ist immer der Normale parallel. Wenn man daber durcb einen 
Punkt P der gleicbseitigen Hyperbel zwei zueinander recbtwinklige 
Scbnen ziebt, so ist das von P auf die Verbindungssebne ibrer 
Endpunkte gefallte Lot die Tangente der Kurve. 

Der Beweis zeigt aber aucb, daB dieser Satz allgemein wabr 
ist, sobald 0:A konstant ist. Ziebt man also durcb einen 
Kurvenpunkt Geraden, die mit der Normale Winkel bilden, fiir 
die das Produkt der trigonometriscben Tangenten konstant ist, so 
gebt die Sebne ibrer Endpunkte dui'cb einen festen Punkt der Normale. 

2 ) Auf einer Tangente eines Kegelscbnittes wird die kon- 
stante Strecke AB vei-scboben; welcbes ist der Ort des Scbnitt- 
punktes der von A und B an den Kegelscbnitt gelegten Tangenten? 

Die Gleicbung des Paares von Tangenten, die vom Punkt 
an don auf die feste Tangente 2 / 0 bezogenen Kegel- 
schnitt geben, wird nacb S. 302 gefunden; fiir 2 / = 0 erbalten 
wir aus ibr eine quadratiscbe Gleicbung, deren Wurzeln nacb 
der Voraussetzung eine konstante Differenz haben sollen. Der 
Ausdruck dioser Bedingung liefert die Gleicbung des Ortes, die 
eine Kurve zweiten Grades darstellt. 

Mit Hilfe derselben Gleicbung wiirde man aucb deii Ort des 
Scbnittpunktes der Tangenten finden, wenn die Summe, das Pro- 
dukt usw. der in der Acbse gebildeten Abschnitte gegeben ware. 

194. Wir scblieBen bier einige auf die Fokaleigenschaftm 
der Kegelschnitte beziiglicbe Aufgaben und SStze an und fordern 
don Leser auf, die febleiiden Beweise zu entwickeln. Die Bei- 
spiele 16) bis 20) zeigen die Anwendbarkeit der Metbode der 
exzentriscben Anomalio (Nr. 159). 

B. l) Die im Endpunkt einer Brennpunktsordinate gezogene 
Tangente eines Kegelscbnittes scbneidet die Verlangerung der Ordinate 
eines beliebigon Punktes P der Kurve derart, daB der Abstand 
dieses Scbnittpunktes vom FuBpunkt der Ordinate so groB ist wie 
die LUnge des Brennstrabls von P. 

2) Worden vom Brennpunkt eines Kegelscbnittes gegen seine 
I'angenten unter gegebenem Winkel gerade Linien gezogen, so 
ist der Ort ibrer PuBpunkte ein Kreis, dessen Mittelpunkt auf 
der Nebenacbse des Kegelscbnittes liegt. 


24 
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3) Die Geraden, die je einen Brennpunkt mit dem FuBpunkt 
des vora anderen Brennpunkt auf eine Tangente gefailten Lotes 
verbinden, schneiden einander in der entsprecbenden Normale des 
Kegelschnittes und kalbieren sie. 

4) Die Fokalpolargleichung der Sehne, die die Punkte von 
den Amplituden oi + 13, a — |3 verbindet®®), ist 

^ « e cos 'd' + sec ^ cos — a) (Nr. 47, s). 

5) Die Fokalpolargleickung der Tangente in dem Punkt von 
der Amplitude a lautet®^) 

^ = e cos 'd‘ + cos (d* — cc). 


6) Die Halbierungslinien der Winkel, die die Brennstrahlen 
eines Punktes P mit der Hauptacbse bilden, und die in P ge- 
zogene Tangente der Kurve sckneiden sick in den Tangenten der 
auf der Hauptacbse liegenden Sckeitel. 

7) Gekt eine Sekne P 1 P 2 eines Kegelschnittes durch einen 
festen Punkt 0, so ist tg y P^PO • tg y PgPO konstant. 

Wir geben einen einfachen geometrischen Beweis dieses 
Satzes;®^) einen analytischen liefert die Gleichung in 4). Denken 
wir irgendwo in P 1 P 2 (Fig. 100) einen Punkt 0 genommen, und 
sei FO das e^-fache der Entfernung dieses Punktes von der Leit- 
linie; so gelten, da die Abstande der Punkte P^ und 0 von der 
Leitlinie zu P^D und OD proportional sind, die Gleichungen 
FP^ FO _ e , sinPjPP sin ODF e 
P^ sin P^ FP * sin OFP"^ ? ' 

Also ist nach Nr. 190 00 s OFTiqos P-^FT ^ e:e\ oder, weil 
(Nr. 190) P^FT die Halfte der Summe und OFT die Hiilfte der 
Differenz der Winkel P^FO und P^FO ist, 

tg \ P^FO •tg\P,FO = (e^ eO : {e + c'). 

Das Produkt dieser Tangenten bleibt konstant, wenn 0 einen 
Kegelschnitt durchlUuft, der mit dem gegebenen Brennpunkt und 
Leitlinie gemeinsam hat. 

8) Unter welcher Bedingwng sind mvei Punlcte \y\ 
die Fhidpunkte einer Folcdl sehne? 

Die Bedingung kann in verschiedenen ilquivalenten Formeii 
ausgedriickt werden, von denen jedoch zwei vorziiglich brauch- 
bare dadurch erhalten werden, daB man ausdriickt, es sei 
-O’'' = '9’^ + jt, fiir 9’', 9"'^ als die Amplituden dieser Punkte. Die 
Bedingungen sin 9'' = sin 9', cos d'” =* — cos 9' geben bez. 


y' , y" _ Q x' — c 
a — ex' 'a — ex” ’ a — ea?' " a--- ex" 


d. h. 


(i{y^ + y”)^e(x'y” + x”y')^ 2ex^x^'—{a + ce){x^ + x”)+2ac-d). 
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9) Wenn in den Endpunkten einer Pokalsekne die Normalen 
gezogen sind, so kalbiert eine durcb. ibren Scbnittpunkt der groBen 
Acbse parallel gezogene Gerade die Sebne.^^) 

Da jede Normale den Winkel zwiscben den Brennstrablen 
balbiert, so ist der Scbnittpunkt der Normalen der Kurve in den 
Endpunkten einer Eokalsebne der Mittelpunkt des Kreises, der 
dem von der Sebne und den Verbindungslinien ibrer Endpunkte 
nait dem anderen Brennpunkt gebildeten Dreieck eingescbrieben 
ist. Sind aber a, l)j c die Seiten eines Dreiecks von den Ecken 
x'\y\ so sind nacb Nr. 14, 8 die Koordinaten 

vom Mittelpunkt des eingescbriebenen Kreises: 

^ -f cx”* ay' + cy'" 

a -\-h c 

Im gegenwiirtigen Fall sind die Koordinaten der Ecken \y\ 
— c|0 und die LSngen der Gegenseiten bez. a + ex^\ 
a 4- cx\ 2a — ex^ — Daber ist 

4ay = (a + ex') y" + (a + cx") y' 

Oder mit Hilfe der ersten Beziebung von 8) ?/ == y («/' 4- was 
den Satz beweist. (Vgl. Nr. 178,3.) In derselben Weise findet 
man einen Ausdruck fur a;, den die zweite Beziebung von 8) 
reduziert auf 


2 ax == (« + ec) (x' + x'') — 2ac, 


10) Die Verbindungslinie des Scbnittpunktes der Tangenten 
in den Endpunkten einer Fokalsebne mit dem Scbnittpunkt der 
entsprecbenden Normalen gebt durcb den anderen Brennpunkt 
und ist die H albiorungslinie des Winkels der Brennstrablen der 
Endpunkte der Sebne. 

Man findet die Koordinaten des Scbnittpunktes der Tangenten 
abnlicb wie in 9), weil dieser Punkt der Mittelpunkt des Kreises 
ist, der dem dort betracbteten Dreieck auf der AuBenseite der 
Basis eingescbrieben ist. 

11) Der Ort des Scbnittpunktes der Normalen an den Enden 
einer Fokalsebne ist ein Kogelscbnitt. 

Ist a I (3 dor Mittelpunkt der Sebne, so ist nacb 10) 

« = } {x' + x") = § =. i (y’ + y") = y. 


Und wenn die Gleicbung des durcb den Punkt a | j3 bescbriebenen 
Ortes bekannt ware, so wiirde durcb die eben gewonnenen Sub- 
stitutionen die Gleicbung des durcb x | y bescbriebenen Ortes aus 
ihr abgeleitet werdon (Nr. 1 7 8,4). Die Pokalpolargleicbung des Ortes, 
den der Mittelpunkt der Sebne bescbreibt, ist aber nacb Nr. 184 


r I (r' r") 




-bj 

a 


ecoB ^ 

1 — e*cos*-^’ 
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Oder in rechtwinkligen Koordinaten mit dem Mittelpunkt als An- 
fangspunkt l^ca, Daber ist die Gleicbung des ge- 

sncbten Ortes 


{x + cf + (a® + (a® + c^) (x + c)* 

12) Ist 8 der Winkel zwischen den von einem Punkt P an 
die Ellipse gezogenen Tangenten und bezeicbnen r, die Brenn- 
strahlen von P, so ist 


cos 8 = 


r*4.r'*-4a2 


Denn nacb ISTi*, 188 und Fig. 98, S. 364 ist 

FT^F^r b\ 
' FF^PF* rr' 


sin TPF • sin TPF^ = - 


man bat aber cos FPF^ — cos TPS^ = 2 sin PPP"'* sin TPF\ 
und cos FPF^ = — 4c^ 

13) Sind T, die LSngen PP, PP' der von einem Punkt 7* 
an eine Ellipse gezogenen Tangenten (Fig. 98) und werden die 
Langen der zu diesen Tangenten parallelen Halbmesser mit d, 
bezeicbnet, so findet die Beziebung statt 

rt' 4* == 

14) Wenn man einen Punkt 0 in der Ebene eines Kegel- 
scbnittes h mit dessen Brennpunkten P, F^ vei'bindet oder aus 
0 an einen anderen Kegelscbnitt, der dieselben Brennpunkte wie 
jfc bat (zu 7c konfokal ist), die Tangenten legt und die Scbnitt- 
punkte dieser Geraden mit der Kurve bez. durcb P, P'; 
bezeicbnet, so ist 

J ^ ^ 64V 

OB OS OS'‘ ^ 


Aus der quadratiscben Gleicbung, durcb die in Nr. 130 
der Vektor bestimmt ward, gebt bervor, dafi die Dilfereuz der 
reziproken Werte der Wurzeln fur solcbe Werte von & die nllm- 
licbe sein mu6, fur die 

J .22 cos® d' — 2Aj 2 -O’ sin -O’ + sin® 'O’ (Nr. 150) 

konstanten Wert bat. Dies ist der Fall fiir irgend zwei Werto 
von '0, die den Ricbtungen von Geraden entsprecben, die gleicb 
geneigt sind gegen die beiden Geraden 

^22^®— 2J^.jXy + 

Die betracbtete Punktion ist aber gleicb Null fiir die Richtiingori 
der beiden Tangenten durcb 0 (Nr. 147), und Tangenten zu einoin 
konfokalen sind gleicb geneigt gegen diese. Infolgedessen sind Sebnen, 
die einen konfokalen Kegelscbnitt beriibren, proportional den Qna- 
draten der parallelen Durcbmesser. (Vgl. Nr. 229, 5.) 
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15) Der Inhalt des durch drei Nomalen begrenzten Drei- 
ecks ist 

lab i (« - % I (|S - r) tg i (y - «) 

X { sia ((3 + y) + sia (y + a) + sia (a + 
also scbneiden sicb drei Normalen in einem Punkt, wenn 

sin (/3 + y) + sin (y + a) + sin (a + j3) = 0 ist.®®) 

16) Welches ist der Ort des Punktes, in dem der Brenn- 
strahl FP den Kreisradius OQ schneidet? (Fig. 102.) 

Bezeichnen wir die Koordinaten von P durch z' | y\ die von 0 
durch x\y, so folgt ans den ahnlichen 
Dreiocken FON, FPM: 

y y^ hsin^ 

X -(- c .r ' + c* a (e + cos 
Wir erhalten die Polargleichung des 
Ortes von 0, indem wir r cos 0* fdr x, 
y sin aO’ fiir y schreiben, als 
r h 

c + r cos a (c + cos -O*)’ 

^ ^ c + (a — 5) cos -O’ 

Demnach ist der Ort eine Ellipse, 
von der G der cine Brennpunkt ist, und man kann leicht nacli- 
vs^eisen, daB der andere mit F zusammenfallt (Nr. 184). 

17) Die Normale des Punktes P wird bis zum Schnitt mit 
GQ verlllngert^ dor Ori d(?s Schnittpnnktes ist ein Kreis. 

Dio Gleichung der Nonnale ist ^76), 

die von OQ ist x sin ^^y cos 'O’; aus beiden folgt 2 /*«» (a + &)^ 
Oder r — a + h, 

Der Schnitt der Normale mit der zu in bezug anf die 
Achse symmetiischen Geraden ?/ = — a? tg -O’ ist analog der Kreis 
r a — 6. Dio Normalen der Ellipse konnen als Verbindungslinien 
ontsprechonder Punkte dieser beiden Kreise betrachtet werden.®®) 

18) Man Koigo, dafi tg I =l/(Jjl) tgi®- is*- 

19) Bilde die Orthogonalitiitsbedingung von zwei Normalen 
und die Urtsgleichung ihi'cs Schnittpunktes (Nr. 178, 4). 

20) Der S(ihoitol rr — a, y ^ 0 der Ellipse wird durch 
einen Strahl mit einem Punkt P^ der Kurve verbunden und zu 
dieser Verbindungslinie wird durch den Mittelpunkt der Kurve 
eine Parallole gezogen. Man bestimme den Ort des Punktes, in 
dem diose letzte Qerade die Tangente des Punktes schneidet. 
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Die trigonometrische Tangente des durch den Strahl mit der 
Achse gebildeten Winkels ist =2/^ = ^aher ist die Gleicbung 

der durcb den Mittelpnnkt der Kurve gebenden Parallelen 


y 5sin^ 5 I— cos '9' 

"5 *** £c'+a a (1+ cos¥) a sin^ 

oder^ sin -O' + — cos 'd' = sonacb wird der Ort des Schnitt- 

^ ^ y , X 

punktes dieser Geraden mit der Tangente sin '9* + “ cos 'O’ = 1 

durch X = a dargestellt , d. h. der fragliche Ort ist die Tangente 
am anderen Ende der Achse. 

Durch den nS-mlichen Punkt der Scheiteltangente gehen auch 
die Halbierungslinien der Winkel, die die Brennstrahlen eines 
Punktes mit der a;-Achse bilden. (6.) 

Dieselbe Untersuchungsmethode bleibt anwendbar, wenn der 
erste Strahl durch einen beliebigen Punkt x^\yi in der Kurve 
gezogen wurde; man substituiert alsdann und fiir a und 
und der Ort ist die Tangente an dem diametral entgegen- 
gesetzten Punkt. 

^ 195. Zegelschnitte als Mittelpunktsorte von Kreisen. 
OjBfenbar kann man Punkte, deren Abstande von zwei lesten 
Punkten ±o|0 eine konstante Summe oder Differenz 2a^2c 
haben^ dadurch erhalteii, daB man um den einen Punkt einen 
Kreis vom Radius 2 a beschreibt und die Mittelpunkte von 
Kreisen sucht, die den gegebenen beriihren und durch den 
zweiten festen Punkt hindurchgehen. Dies fuhrt auf einen 
Zusammenhang der Lehre von den Kreissystemen in Kapitel VII 
mit den Orten zweiten Grades. 


Der Ort d&r Mittelpunlcte alter Kreise, die .twcA festc Kreisc 
unter vorgeschriebenen WinJceln 6^, 0 ^ schneiden, ist ein 
Kegelschnitt (Nr. 121). Nehmen •wir die Zentrale von h 
als ic-Achse, ihre Mitte als Nullpunkt, so seien ±c|0 die 
Mittelpunkte, die Radien von k^, Alsdann schneidet 
ein Kreis vom Mittelpnnkt und Radius r die Kreise l\ 
bez. Jfeg unter dem Winkel 6^ bez. (? 2 , wenn 




Den Ort von 1 1 ij erhalten wir durch Elimination von r 
diesen Gleichungen. ISTun ergibt aber Subtraktion 
(34) 4c| = (> 2 * — — 2r(^g cos — Pi cos 


auH 
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d. h. Y als eine lineare Funktion von und die Substitution 
dieser Funktion in eine der Q-leichungen (33) liefert in der 
Tat eine Grleicbung zweiten Grades in § 1 

Lassen wir insbesondere die festen Kreise von dem be- 
weglichen beriihrt 'werden, d. h. nebmen wir entweder 


cos (^1 == cos <^2 =» ± 1, Oder cos (Jj = — cos ^2 = ± 1 (Nr. 121), 
so werden die Eliminationsergebnisse leicbt auf die Formen 
gebracbt 




Der Ort der ^n LlirhiKc der Kreise^ die mei gegebene Orund- 
hr else gleichartig , be: 2 . ungleichartig beruhren, ist daker ein 
KegelschniU, d<er die Mitteljpmhte der Grmdhreise m Brenn- 
pimhten mid die Differew bc^, Simme Hirer Badien mr Haupt- 
achse hat 

Der Kegelschnitt ist eine Ellipse oder eine Hyperbel, 
je nachdem Pi + 92 ^ <2 c ist, also sind genau 

nach Nr. 115 die drei Lagen der Grundkreise zueinander zu 
unterscbeiden. Die beiden Serien von B r'd.,- r- er-‘ 
:^eugen : 2 wei Ellipsen oder mei Eype^’beln, je nachdem die Grund- 
kreise ein- odor ausschliefiend liegen; tvenn sich aber die Grund- 
kreise reell schneiden, er^eugen die gleich- bcz, %mgleichartig be- 
riihrenden Kreise eine Hyperbel beii!. eine Ellipse, Die Kegel- 
schnitte gelien nattirlich durcb die Schnittpunkte P^ der 
Grundkreise /c^, Zg, da diese die Mittelpunkte der bertihrenden 
Nullkreise sind. Also konnen fiir jeden Kegelschnitt die 
Grundkreise dieser Erzeugung in unendlicli vieleu Paaren ge- 
wiihlt werden. 

Ein Kreis cntsteht nur aus konzentrischen Qrundkreisen, 
eine gleichseitige Hyperbel aus Grundkreisen mit zueinander 
rechtwinkligen gcmeinsamen Tangenten. Denn das Asym- 
ptotenpaar des Kegelschnittes ist offenbar stets zu den Paaren 
gemeinsamer Tangenten normal (Nr. 117). Fiir die besonderen 
FiiUe bemerken wir nur: Gleiche Grundkreise erzeugen ibre 
Potenzlinie, sicb berQbrende Grundkreise ibre Zentrale statt 
des einen Kegelschnittes; bat ein Grundkreis den Radius Null, 



378 Fokaleigenschaften von Ellipse nnd Hyperbel. 196. 


so entsteht nur ein Mittelpunktsort. Weiterhin (Nr. 208) 
werden wir sehen, daB eine Parabel erzeugt wird, wenn einer 
der Grundkreise eine Gerade wird. 


196. Fokalgleiclxiing in Linienkoordinaten. In der 
Lehre von den Brennpunktseigenschaften werden sick weiter- 
hin die Linienkoordinaten zur Bekandlung der Probleme als 
geeignet erweisen. Die auf einen BrennpimU als Anfangs- 
joimM he^ogene Gleichung eines leliebigen Kegelschnittes in 
Linienicoordinaten Jiat die charahteristische Gestalt der Gleichung 
eines Kreises in PunMkoordinateny d. h. es ist in der allgemeinen 
Gleichung (90) von Nr. 149 J .12 == 0. (Vgl. Nr. 97.) 

Transformieren wir zunachst die Achsengleichung 1 

(Nr. 167) unter Beibehaltung der rr-Achse zu c 1 0 als Null- 
punkt, so lauten die vermittelnden Substitutionen der Linien- 
koordinaten 


(36) 


u == 


u' 

1 — 


V = 


v' 

— cw' 


(Nr. 78). 


In der Tat ordnet man das Transformationsergebnis wegen 
leicht zu folgender Folcalgleichung in Linien- 

Imrdinaten 

(37) (»±5i)’+ 

Einer Drelinng des Achsensystems um den Brennpunkt gehort 
eine Substitution in Linienkoordinaten zu, die linear und 
homogen ist. Bezogen auf Achsen, die um deii Winkel ol' 
gedreht sind, lantet die Gleichung (ygl. S. 146): 

(38) (u ± ~ cos {v + p sin «■)“= ( 

Das Charakteristische dieser Gleichungsformen ist die 
Reduktion der Glieder zweiten Grades auf Setzt man 

diese fiir sich gleich Null, so stellt das imaginare 

Kreispunktepaar dar. Piir unendlich groBe Werte von u i v 
ist die linke Seite auf diese ihre hochsten Glieder reduziert, 
also haben die Tangenten aus dem Brennpunkte die absoluten 
Richtungen, in direkter Bestatigung der allgemeinen Definition 
von Nr. 181. 
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B. 1) Die Htillkurve einer Geraden, deren Abstande von 
zwei festen Punkten konstantes Produkt baben, ist ein Kegel- 
schnitt mit diesen Punkten als Brennpunkten (Nr. 188). 

Sind ± c I 0 die festen Punkte, so ist das Pi’odukt der Ab- 
stande von der Geraden u | v positiv Oder negativ, je nacbdem 
die Gerade die Punkte auf derselben oder auf verschiedenen Seiten 
bat; also setzen wir (Nr. 79) 

± 6* = , somit (± + (?) 

Piir u = 0 wird ± — 1 , fiir v = 0 wird (± + c®) # = 1 ; 

daber scbneiden die zur x - bez. 2 /-Acbse parallelen Tangenten 
der Htilllnirve die ?/- bez. rc-Acbse in den Abstanden 

und c ist somit die Pokaldistanz ; usw. 

2) Die BrennpunUe seien aus der allgemekmi Miitelpiinkis- 
ghichung m hestimmenP^ 

Ist in recbtwinkligen Koordinaten 

({,13!=* + 2«i5a;.v + 4- % = <> 

gegeben und sind die Koordinaten des einen Brennpunktes X\ V, 
so sind die des anderen — A | — 1". Die Gerade ux + vy 1 — o 
ist nacb 1) Tangente, wenn 

(1 -f ‘If X + r) (1 - Y) = 0^ (^2 ^ ^,2) 

Oder ii^ {X^ + 0^) + (y^ + (J^) + 2hv X 7 - 1 = 0. 


Andrerseits ist die Tangentialgleicbung des Kegelscbnittes: 

^38 (^"^22 “ I " “ t " ^22 


Damit die beidcn Bodingungsgleicbuugen fiir u | v identiscb seien, 
niuB 




c/,. a«, 


sein. 


Somit sind die Breunpunktskoordinaten aus den Gleicbungen 
zti bestimmen 


aj, — — a^jj * 


d. b. die Brennpunkte sind die Scbnittpunkte zweier gleicbseitigen 
Hyperbeln (Nr. 165). Aucb k6nnen wir aus dem Bliminations- 
ergebnis von X | Y' ermitteln, namlich aus 
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Durck Vergleicken mit Nr. 170,4 erkennt man aber die beiden 
Wurzeln als die Quadrate der Halbacksen. Der einen Wurzel 
entsprickt das reelle, der anderen das imaginJlre Brenn- 
punktepaar. 

Die Bestimmung der Brennpunkte einer durck die allgemeine 
Gleickung gegebenen Kurve zweiten Grades kann durck Parallel- 
transformation auf den soeben erledigten Pall zuruckgeftikrt werden, 

3) Wenn sick ein reckter Winkel so bewegt, daB sein 
Scheitel einen Kreis besckreibt, wM-krend der eine seiner Sckenkel 
durck einen festen Punkt gekt, so umkiillt der andere Sckenkel 
einen Kegelscknitt , der diesen Punkt zunx Brennpunkt und den 
nack ikm gekenden Kreisdurckmesser zur Hauptackse kat 
(Nr. 189). 

Mit dem Mittelpunkt des Excises als Anfangspunkt und dem 
Durckmesser des festen Punktes als aj-Ackse kat man fQr einen 
Punkt x\y des Kreises und die ikn entkaltende Tangente der 
HuUkurve 

ux + vy + 1 ^ 0» 

Mit Hilfe der Gleickung des durck den Punkt x | y und durck den 
festen Punkt + c | 0 gekenden Lotes der Tangente der Hiillkurve 
folgt 

uy = v{x-cy, also a; = y 

somit durck Einsetzen in die erste Gleickung die Hiillkurve 
-f { 1 •+ 0. 

Nun stellt (r®— 1 eine Ellipse oder Hyperbel 

dar, je nackdem r^c ist; fur c == 0 erkalt man den gegebenen 
Kreis und fur c = r das Paar seiner Durckmesserendpunkte. Dei- 
sick absondernde Paktor w^+^®=0 sagt wegen u^±,vi aus, 
daB die Verbindungslinien des festen Punktes mit den imaginiiren 
Kreispunkten Tangenten der Hiillkurve sind (Nr. 61). Somit ist 
der feste Punkt Brernpunkt des Kegel scknittes — wie auck der 
zu ikm symmetrische. 

4) Jede der beiden Sehnen, die ein um seinen Sckeitel 0 sick 
drekender konstanter Winkel 8 zwiscken zwei festen Qoradcn 

^ 2 1 ^2 spannt, umkiillt einen Kegelscknitt, der (> zum 
BrennpunH kat. 

Mit y = m^x^ y ^ m^x als den Sckenkeln des sick dreken- 
den Winkels kat man (1 + tg d =« falls die erste 

Gerade zur zweiten so gelegen ist wie die positive ir-Achso zur 
positiven ^/-Ackse. Bei Berucksicktigung der einen Sehne geken 
einerseits die Tangente u\v der Hiillkurve, die Geraden 
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imd y «= nLX, andrerseits u \v. uA und y je durch einen 

Punkt. Es folgt daher 


nL == 


, . 


{ (n - Mj) (u - Mj) + ('« v ^) } tg d = (ms -m) (d - »i) - - u) (« - «s), 

- v[v^ + v,~ } 


tgd 




Weil w == ‘V = und ^ 3 , v = Vo die Gleichung erfuUen, 
sind die gegebenen Geraden selbst Tangenten der Hiillkurve. 

Die Hiillkurve der anderen Sebne ei-gibt sicb durcb Ver- 
tauschung von mit , d. b. man ersetzt tg 6 durcb — tg 6. 

Man untorsucbe die besonderen Fillle d = 0, d = 90®, d == 45®, 
d gleicb dem Winkel der festen Geraden; als recbt- 

winklig und als parallel zueinander; endlicb = 0 . 



Elftes Kapitel. 

Die ParabeL 


197. DTirolimessergleiolnmg der Parabel. Die Gleichung 
zweiten Grades stellt eine Parabel dar (Nr. 14 3), wenn ^ 23 =' 
ist, wenn also die ersten drei Glieder der allgemeinen Gleichung 
ein Tollkommenes Quadrat bilden. Die Gleicbung hat alsdaun 
die Form 

(1) (ccx + ^yy+ 2a^^x + 2a^^y + = 0 . 

Schon in Nr. 143 wurde gezeigt, daB sich diese Gleichung 
in die Form 

( 2 ) y^^2px 

iiberfuhren laBt, falls die Kurve nicht in ein Parallelenpaar 
ausartet. Bei der Gleichung (2) ist der Koordinatenanfang 
ein Punkt der Kurve, die Gerade y ^0 die Symmetrieachse 
der Kurve, die y-Achse die hierzu rechtwinklige Tangente im 
NuUpunkt. Werden als Koordinatenachsen ein heliehiger nach 
dem unendlich fernen Mittelpunkt der Kurve gerichteter Durch- 
messer und die Tangente in seinem im Endlichen liegenden 
Endpunkt zu Grund gelegt, so nimmt die Gleichung der Kurve 
gleicbfalls die Gestalt 

(3) y^=^2p^x 

an, denn die linearen Funktionen ax+^y und 2a^^x+2a^.^y + 
in ( 1 ) sind zu den senkrechten Abstanden des Punktes x\ji 
von den durch ax + ^y => 0 und 2ai^^x + 2 a 2 ^y + 
dargestellten Geraden proportional. Die Koordinatenachsen 
sind aber nun scMefwinklig und ist von p verschieden. 
Wenn wir also die beiden Geraden konstruieren, so drtickt 
die Gleichung der Kurve aus, daB das Quadrat des Abstandes 
eines Punktes der Kurve von der ersten Geraden in eineni 
konstanten Verhaltnis zum Abstand von der zweiten steht. 
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Machen wir nnn durch Transformation die erste Qerade 
zur neuen ^-Aclise^ die zweite zur neuen y-Aclase, so erhalt 
die transformierte Gleichung die Form i/^2p^a'j weil die 
mit X nnd y bezeiclineten linearen Polynome den senkrechten 
Abstanden eines Punktes von den neuen Koordinatenacbsen 
proportional sind. 

Oflfenbar ist der neue Anfangspunkt ein Punkt der Kurve^ 
imd, weil wir fiir jeden Wert von x zwei entgegengesetzt 
gleicbe Werte von y erhalten, ist die neue ii?-Achse ein 
Durcbmesser, die neue j/-Achse parallel zu seinen Ordinaten 
(S. 285). Aber die Ordinate eines Durcbmessers in seinem 
Endpunkt ist (Nr. 139) eine Tangente der Kurve, die neue 
?/-Acbse somit die Tangente der Kurve im Nullpunkt. Also 
ist die Gerade ax + ^y 0 der durcb den Anfangspunkt der 
Koordinaten gebende Durcbmesser, und 2a^^x + 2^23?/ + 0 

die Tangente der Kurve in dessen Endpunkt. 

198. Soheitelgleioliung. Nocb in andrer Art als in 
Nr. 197 kann die Gleichung einer Parabel in die Form (2) 
libergefiihrt werden, wie im folgenden gezeigt werden soil. 

Bei Einfiibrung einer zunacbst willktirlicben Konstanten h 
lafit sicb die Gleicbung (1) in der Gestalt 
(ax + py + hy + 2(^13 — ah)x + 2{a^^ — ph)y + Ugg •- 
scbreiben. Also ist nacb Nr. 197 

(4) ax + Py + h ^ 0 

die Gleicbung eines Durcbmessers und 

(5) 2(ai3 — ak)x + 2(^23 — ^lc)y + — /c® == 0 

die der Tangente in seinem Endpunkt. 

Nun ist die Bedingung, daB diese beiden Geraden zu- 
einander rechtwinkligsind(Nr.36), «fc) + j3(a23-~j3Zfc)=«0. 

Also erbalten wir eine lineare Gleicbung zur Bestimmung des 
besonderen Wertes /o, der die neuen Acbsen recbtwinklig 
macbt, namlicb 

( 6 ) 

Somit gibt es nur den eiitm Durcbmesser 

(7) (a® + /3®) (ax + /Jy) + (aflis + /?%) = 0, 
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der seine Ordinaten unter rechtem Winkel schneidet (vgl. 
Nr. 146). 

Dieser Durchmesser wird die Achse, sein Endpunkt d&n' 
Scheitel der Parabel genannt. Die auf rechtwinhlige Koordinaten 
le^ogene Gleichung von der Form 
( 8 ) 

stelU also eine auf Aclise und Scheiteltangente als Koordinaten- 
achsen lemgene Parabel dar; man nennt (8) ihre Scheitel- 
gleichung oder Normalgleichung. 

Der einzige Koeffizient jp' der reduzierten Gleichung (3) 
heiBt der Linearparameter des zur ic-Achse gewahlten Durch- 
messers, insbesondere heiBt der auf die Achse bezogene Para- 
meter p der Scheitelgleichung (8) oder (2) der Hauptparameter 
(vgl. Nr. 192). 

Nach Multiplikation von (7) mit a oder mit j8 und bei 
Einfiihrung von a^^^ erhalt man als 

Oleichung der Achse einer durch 

a^^x^+ 2a^^xy + a^^y^ + 2a^^x + 2a^^y + % *= 0 
{A =j= Oj -4-33 « 
dargestellten Parabel: 

(9) (% + aga) {a^^x + a^^y) + a^^a^^ + ^12^23 =- 0 
oder auch (falls z. B. a^^^ 0^12 = 0)- 

(9 a) (a^ + ^22) (<^12^ + <^22^) + ^12^13 + ^22^23 0- 

Als Gleichung der Scheiteltangente ergibt sicli aus (5) und 
(6) nach leichter Umformung: 

(10) 2 (a^i *f ^32) {A^^x + A^^y)+A — (a^ + (^^^^ + -433) = 0. 

Piir den Hauptparameter folgt mit E/iicksicht auf die Be- 

trachtungen von S. 295 — 297 : 

(11) p = 1 = «- • 

(«X1 + «2a) 3 V^XI («11 + <^n) 2 
B. 1) Der Hauptparameter der Parabel 
^x^+Uxy + Uy^+22x + 4.^y +% ist 

Wir erhalten zuerst Ic = 5. Dann kann die Gleichung in der 
Form (3 aj + 4 2/ + 5)^ = 2 (4 aj — 3 1/ 4- 8) geschrieben werden. Fiir 
x^ bez. y ' als die Entfernungen eines Punktes von 4 a; — 3 ^ -f- 8 0, 
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bez. *dx + Ay + 5 «=»Oist dann + 5a;'==4a;---32/+8, 

imd die Gleicbung kann gescbrieben werden 
2) Der Parameter der Parabel 


2xy 

ah 


¥ 


2aj 2?/ 2a2&2 

-.--+1^0isip 


199. Wenn die urspriinglichen Koordinatenachsen scliief- 
winklig sind, wird die Gleicbung zunacbst reduziert; indem 
man die Gerade arr + jSy = 0 und ihre Normale (p — cc cos co) x 
— (a — ^ cos co) y 0 zu Acbsen wahlt. Piir 
«= oc^ -h /3’^ — 2cc/3 cos CO 

werden die Transformationsformeln nacli Nr. 42 

— («a; + jSy) sin co, — a cos co) x — (a — p cosco) j/; 

also yx sin c? =«« (oc — )3 cos co) 2/^ + sin co, 

yy sin CD es (/3 — ou cos co) — ax^ sin cd. 

Durcb diese Substitution wird die Gleicbung zu 
y ;?/' ^ + 2 sin® (0 jj P — a^a of) + 2 sin co { ^ (c^— j3 cos cd) + (|3 — d: cos co) ) y' 

+ ya^^ sin® cd = 0. 

Die Transformation zu parallelen Achsen gescbiebt ganz 
wie auf S. 296/297; der Hauptparameter ist 


(12) p = — (a^f ,cc- a^J)Bin^co ^ 

^ ** — 2 O' j3 cos co )“2 

Selbstverstandlicb bewabren die beiden Ausdriicke von 
Nr. 158 auch bier ibre Unveranderlicbkeit. Der eine bat den 
NuUwert %% — Bedingung der Parabel, der 
andere ist y®: sin® <», wovon man sicb sofort tiberzeugt, wenn 
man die transformierte Gleicbung durcb y sin® cd dividiert. 

B, Der Hauptparameter von 


^xy 2/* 


~ ali + 




a 


%y 


+ 1 = 0 ist 


2a*?>*8in* o 
(«+&*+ 2 a 5 cos to)”! 


200. Gestalt der Parabel. Aus der Gleicbung ^px 
konnen wir sogleicb die Oestdlt der Kiirve erkennen, Sie ist 
in bezug auf die rc-Acbse symmetriscb, weil zu jedem Wert it; 
zwei entgegengesetzt gleicbe Werte von y gebSren. Kein 
Teil der Kurve kann bei positivem p auf der negativen Seite 
der j^-Acbse liegen, weil y filr negative Werte von x imaginar 

Salmon*Piedl«r: anal. Gdom. d. Kegelsolm. 8. Aufl. 25 
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wird, Wenn wii* aber dem x beliebig wacbsende positive Werte 
geben, erhalten wir aucb unbegrenzt wacbsende Werte ftir y. 
Also ist die Gestalt der Kurve die in Pig. 103 dargestellte, wo 
ibre kontave Seite gegen die positive Acbse gewendet ist. 

Die Konstruktion der Kurve liegt in der 
Gleicbung: Man tragt auf der negativen Acbse 
von V aus die Lange VQ=^2p ab, dann scbneidet 
der liber QM=2p + x als Durcbmesser bescbrie- 
bene Kreis auf der Scbeiteltangente die Langen 
der Ordinaten MP der zu VM als Abszisse 
vig.m, geborigen Punkte ab. 

Obgleicb die Parabel der Hyperbel darin gleicbt, dafi sie 
sicb ins Unendlicbe erstreckt^ so bestebt docb eine wicbtige 
Verscbiedenbeit zwiscben der Natur der unendlicben Zweige 
der beiden Kurven. Die der Hyperbel strebten unablassig, 
mit zwei divergierenden geraden Asymptoten zusammenzufallen 
(Nr. 164). Dies gilt aber nicbt fiir die Parabel, weil wir fiir 
die Bestimmung der Punkte, in denen eine Gerade x^hy-^l 
die Parabel 2 px scbneidet, die quadratiscbe Gleicbung 

2 /^— 2plcy -- 2pl = 0 erbalten, deren Wurzeln nie beide un- 
endlicb sein konnen, solange Ic und I endlicbe Werte baben. 

Daber gibt es keine mdliche Gerade, die die Parabel in 
zwei zusammenfallenden Punkten im Unendlicben scbneidet, 
d. b. keine endlicbe Asymptote; denn irgend ein Durcbmesser 
2 / =» w, der die Kurve allerdings in einem unendlicb entfernten 
Punkte scbneidet, trifft sie docb aucb in dem Punkte mit 
der Abszisse x ^ m^: 2p. Der entsprecbende Wert von x 
w’acbst mit m und wird erst mit m unendlicb, d. b. mir die 
unendlicb feme Gerade berubrt die Parabel im Unendlicben 
(Nr. 131). 

201. Kontinuierliche GestaltsSuderung. Die Gestalt der 
Parabel wird dadurcb besonders klar erkannt, daB wir sie 
aus den Gestalten der Ellipse und Hyperbel bervorgeben lassen 
konnen, gemiiB folgendem Satze: Wenn von einer Ellipse oder 
Hyperbel ein Scheitel und ein Brennpunlct gegeben sind, wahrend 
ihre Hauptachse als unbegrenet wachsend gedacht tvird^ so ndhert 
sich die Kurve fortwahrend mehr der Parabel. 
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Die Scheitelgleichung der Ellipse bez. Hyperbel ist 

(13) (Nr. 192). 

Da wir die Entfernung VF=m (Pig. 104) als unveranderlicb 
voraussetzen, so haben wir 6 durcb a und m auszudriickeii, 
niimlich aus ± w = a — l/a® T 6® (Nr. 179), also &*= 2am T m* ; 
dadurcb wird die Gleichung 

(14) 

Lassen wir nun a un- 
endlich groB werden, so ver- lo-t. 

schwinden rechts alle Glieder bis auf 2m •2x, und die Glei- 
cbung reduziert sicb auf y^=:4mx^ d. i. die Gleicbung einer 
Parabel vom Hauptparameter 2 m, 

Erne Parahel Icann somit als eine Ellipse Oder Hyperiel 
hetracMet werden, derm Exsentrmtdt ^ 1 ist] denn in dem 

Werte verscbwindet der Koeffizient von x^ in 

a* a* 

Gleichung (13), wenn wir a unbegrenzt wachsen lassen, und 
endlich wird 1. 

Somit entsteht aus 0 ivei MittelpimJctshegelschnitt&n heider 
Gattungen durch stetige Oestaltsdndenmg eine Parabel als ge- 
meinsame Orenzlage. So geben Ellipsen und Hyperbeln durch 
Vermittelung der Parabeln stetig ineinander iiber, und die 
groBen gestaltlichen tJnterschiede der Kegelschnitte erscheinen 
als stetige XJmfornaung eines einheitlichen Typus. 

202. Tangente, Die Gleichung der Tangente der Parabel 
im Punkte ist nach S. 276: 

(15) lhj-=p{x + x% 

Pdr deu Schnittpunkt der Tangente 
mit der Achse ergibt sicb x ^ x^ 

Oder TV: Die SuUangente TM 
der Parabel wird im Schcitel halbiert. 

VgL Fig. 105. 

Da die Durchmessergleichung der 
Parabel ftir schiefwinklige Koordinaten die Form y^^2p'x 
hehillt (Nr. 197), so bleibt auch die Gleichung der Tangente 

25 * 
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uuveranderfc, und die Subtangente ist aucli dann nocli das 
Doppelte der Abszisse, gemessen zwischen Durcbmesserendpunkt 
und Ordinate des Beruhrungspunktes. 

Dies gibt eine einfacbe Methode, in irgend einem Punkt 
der Parabel ihre Tangente zu ziehen, weil wir nur in der 
Acbse TV^VM zu nebmen und PT zu zieben baben, 
Ferner konnen wir aucb die irgend einem anderen Durcb- 
messer entsprechende Ordinate des Punktes bestimmen, weil 
wir nur I' V zu macben und die Gerade PM^ zu 

zieben baben, die zur- Tangente in F' parallel ist. 

203. Zusammenbang der Iiinearparameter. Wir konnen 
nun die Scbeitelgleicbung == 2px durcb wirklicbe Trans- 
formation auf irgend einen Durcbmesser und die Tangente in 
seinem Endpunkt als Koordinatenacbsen in der Form 
bezieben und zugleicb die Abbangigkeit der Linearparameter 
untereinander erkennen. 

Die Gleicbung = 2px wird durcb Transformation zu 
parallelen Acbsen durcb einen Punkt x^\y^ der Kurve, indem 
wir X + x' \y + y^ fiir x\y scbreiben, in y'^+2yt/^2px 
iibergeftibrt. Wablen wir alsdann mit Beibebaltung der neuen 
a;- Acbse eine neue y- Acbse, die zu jener unter dem Winkel ^ 
geneigt ist, so ist (vgl. (^57), S. 26) y sin -O* fbr y, x + y cos %' 
fiir X zu substituieren, und unsere Gleicbung wird 

(16) y^ sin^ + 2yy^ sin = 2px + 2py cos <9'. 

Damit sicb diese auf die Form 2 /^= 2p^x reduziere, nuiB 
y^ sin 9’ == jp cos 9 oder tg 9 = : y^ 

sein. Dann ist aber nacb der Gleicbung yy^ ^ p (x 4 x') der 
von der Tangente mit der rr- Acbse gebildete Winkel gleich 9 
und zu einer gegebenen Grofie von 9 ist der Beriihrungs- 
punkt der Tangente eindeutig bestimmt als y'=5j>cot9, 
x' == ^~p cot^9. Somit nimmt die Gleicbung (16), auf einen 
Durcbmesser und die Tangente seines Endpunktes bezogen, 
die Form an 

(17) 

uud es ist j)' sin® •9' = jf): Das Produkt des lAnearparameUrs 
p' eines Durchmessers in das Quadrat des Sinus des WinJcels, 
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den seine Ordinaten mit der Aclise bilden, ist Iconstant unci 
(jleich dem Ilm^tjparmneter jp. 

Wir konnexi den Parameter irgend eines Durclimessers 
aus den Koordinaten seines Elndpunktes ableiten, denn wegen 
tg -O’ ist 

(18) sm «■ = jp'^p + 2x', 

(L h. die halbe Differenz der Linearparameter zweier Darck- 
messer ist gleich der DiiBferenz der Abstande ikrer Endpunkte 
von der Scbeiteltangente. 

204. Pol und Polare* Die Gleichnng der Polare irgend 
eines Punktes \y^ lautet nach S. 275 ebenfalls 

(19) y^y =« p (a; 4 - Oder y^y [x + x'). 

Sie wird durch J/ — 0, x ^ — x^ erfiillt, daker folgt: Auf 
eincm Durchmcsser fassen die Polaren meier Punkte und die 
Ordinaten derselbc^i gleiche AbscJmitte mischen sich, namlich 
von der GroBe x”, wenn der Durchmesser als rr-Achse 
genommen ist. 

Die Schnittpunkte der Polare mit der Kurve 2/^=2 j)rrhaben 
Ordinaten, die sick aus der Gleickung y^ — 2ify + 2px^ >== 0 er- 
geben, sie sind also reell oder imaginar, je nackdem y ^^ — 
positiv Oder negativ ist. Da fiir Punkte x^ *= 0 der Scheitel- 
tangente der Ausdruck positiv ist, so ist er es fiir alle Punkte 
des konvex abgegrenzten Gebietes: dies ist das AuBere der 
Kurve. Fiir einen unendlich fernen Punkt ist die Polare ein 
Durchmesser, sie hat also im Endlichen nur einen Schnitt- 
punkt mit der Kurve: Zu jeder liichtung gibt es in der Parabel 
einc und nur eine Tangente. (Vgl. Nr. 202.) 

Der Pol einer Oeraden ux + vy + 1 = 0 folgt aus der 
Vergleichung der Koeffizienten als 


u 


if 


Die Tangentialgleichmg der Parahel ist daher (vgl. Nr. 167): 


p p 

B. 1) Die Koordinaton des Scknittpunktes der Tangenten in 
don Punkten xOy\ der Parabel y^^2px folgen aus 
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2) Man bestimme den Winkel der beiden vom Punkt \y^ 
an die Parabel y^^A^mx gezogenen Tangenten. 

Die Gleiclning des Tangentenpaares wird wie in Ni\ 147 er- 
mittelt und ist 

(y'*— imx^) (y^-- 4:mx) ^{yy^ — 2m(x+ 


Die Gleicbnng zweier durch den Nullpxmkt zu ibnen ge- 
zogenen Parallelen ist + ma;^== 0; ihr Winkel wird 

nacb Nr. 58 bestimmt durcb 


tg ^ = ± 


4wa;^ 
£c'-f- m 


3) Der Inbalt des durcb drei Tangenten einer Parabel ge- 
bildeten Dreiecks ist die Halfte Ton dem Inbalt des Dreieoks der 
Verbindungslinien ibrer Berubrungspunkte.®®) 

Bei Einfiibrung der Koordinaten der Ecken des Dreiecks in 
die Eormel (20) Ton Nr. 7 findet man far den Inbalt des letzt- 

genannten Dreiecks den Ausdruck ± ^ ( 2 /^ — 2/^0 ( 2 /^^ ““ V^) 

und fiir den ersten mit Benutzung des Ergebnisses von B. l) die 
Halfte derselben Grofie. 

4) Man kann die Koordinaten eines Parabelpunktes P als 
Eunktionen einer einzigen Veranderlicben 1 ausdrxicken durch 


X 




y 




wo 21 der Eicbtungskoeffizient der vom Nullpunkt nacb F geben- 
den Sebne ist. 

Dann ist 2 I 2 ^ (^1 + ^ 2 ) 2 / + P 0 die Gleicbung der Sebne 

von Pi(li) nacb P 2 die Tangente in P(l) ist 1^/ = tisw. 

205. Normale. Die Gleicbung der Normale in F\ als 
der Senkrecbten zur Tangente yy^ ^ p{x -h ist 

( 21 ) p{y- y' ) + 1 / (x - xJ) = 0 . 

Der von ihr in der ii?-Achs<i 

gebildete Abschnitt (Fig. 106) ist 

( 22 ) VN^x^ + p-, 
daher ist in der Parahel die 8ul>- 
normale MN=^p (SrA11)lm%$tant 
und dem Hauptparameter gleich 

Die Lange n = NP der Normale selbst ist 

Oder 

(23) n = Yy'- + jp* = (2®' + p) == Vpp'' 
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Durch einen heliehigen Funlct geJien drei Normalm der 
Fardbelf denn die Gleichung einer durch ihre FuBpunkte 
gehendeu Kurve ist nach Nr. 178 

(24) xy — (re' — p) 2/ — py^ = 0. 

Dies ist aber eine gleichseitige Hyperbel, die die Achse der 
Parabel zur Asymptote hat, also den unendlich fernen Punkt 
derselben als vierten Schnittpunkt enthalt. (Vgl. Nr. 178,6.) 

206. Brennpunkt. Genau wie in Nr. 179 ergibt ein 
Punkt — - ir' I 0 als Tangentenschnittpunkt T und ein Punkt 
als Normalenschnittpunkt N die Bestimmung der 
beiden Punkte der Parabel auf der zu rr = gehorigen Ordi- 
nate. Die Abszissen der Punkte der Paare T, N haben die 
konstante Sunimejp, daher gibt es einen Punkt x^ \py der 
die gemeinsame Mitte aller jener Paare ist. Man nennt diesen 
Puulvt F in der Achse der Parabel, dessen Entfernung vom 
Scheitel gleich der Halfte des Hauptparameters ist, den JBrenn- 
pimkt der FaraheL Der Hauptparameter selbst ist nach der 
Gleichung, wie in den Mittelpunktskegelschnitten, die Ordinate 
der Kurve im Brennpunkt. 

Wenn wir nun auch nur von einem reellen Brennpunkt 
der Parabel sprechen, so werden doch, wie schon nach der 
Kontinuitiit von Nr. 201 klar ist, die Entwickelungen des 
gegenwilrtigen Abschnittes zeigen, da/i eine Farahel in jeder 
Be,nehmg als eine Ellipse oder Hyperbel letrachtet werden darf] 
detm einer BreunpimM de>' eben defmierte FunM ist, wdhrend 
der andere auf der Achse in unendlicher Entfernung liegt, 

Dieser Ubergang von den Mittelpunktskurven zur 
Parabel zeigt auch, daB die beiden imaginaren Brennpunkte 
der Parabel (Nr. 179) in den absoluten Richtungen liegen, 
denn diese Punkte miissen auf der unendlich fernen Achse 
zu den unendlich fernen Punkten von Tangente und Normale 
eines jeden Parabelpunktes harmonisch liegen. Dasselbe ergibt 
die allgemeine Uehnition von Nr. 181 durch die Schnittpunkte 
der Tangenten absoluter Richtung, denn nur zwei derselben 
sind von der unendlich fernen Geraden verschieden und 
Bchneiden sich im Endlichen 
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207. I*okalgleicli*u 2 ig. Die Entfernung irgend eines 
Punktes P der Kurve vom Brennpunkt F oder der JBrennsirahl 
eines Fardbelpunldes x' | ist r x^ + m (vgl. Nr, 182), wobei 
durcb m ersetzt worden ist, urn Briiche zu vermeiden. 
Das Quadrat der Entfernuug vom Brennpunkt m | 0 ist namlich 
{x^ — + d mx^ ^ (x^ + Tyif. 

Damit lautet das Ergebnis von Nr. 203 einfacher: Der Paror 
meter irgend eines Durclimessers ist das Doppelte des Bremi- 
strahls seines Endpnnldes. 

Nennen wir wieder MFP die Amplitude ^ von 
P (Pig. 107), so ist 

(^25) r = x'+ m ^V3I + m ^FM+ 2m = r cosd’ + 2m. 


p Daraus folgt als FoJcalgleichung der Paralel 

1 ( 26 ) 


y Dieselbe Gleichung geht auch aus der Glei- 

chung (19) in Nr. 184 durcb die Annahme e 1 
bervor (Nr. 201), so dafi die aus ibr gezogenen 
Mg. 107. Polgerungen gtiltig bleiben. 
tibrigens wird O' zuweilen auch von FV als Anfangs- 
strahl aus gezahlt; an Stelle der Gleichung (26) tritt alsdann 

r (14- cos^) =*» 2m oder rcos^ = m oder r ^ cos Y-d* «» w*; 
die Parabel gehort daher zu einer Gruppe von Kurven voii 
der allgemeinen Gleichungsform cos = m”, die mancbe 
gemeinsame Eigenschaften haben. 

208. Leitlinie (Direktrix). Die Polare des Brennpunktes 
einer Parabel wird wie bei der Ellipse und Hyperbel die LvH- 
linie oder Direlctrix genannt. Weil der Abstand des Brenn- 
punktes vom Scheitel m ist, so ist seine Polare (Nr. 204) die 
Normals zur Achse in demselben Abstand auf der anderen 
Seite des Scheitels. Die Entfernung irgend eines Punktes P' 
von der Leitlinie ist somit gleich + m: Der Alstand irgend 
eines Ptmldes de7' Kurve von der LeiUinie ist seinem BrenU" 


strahl gleich^ wahrend fur Ellipse und Hyperbel der Bremi* 
strahl zum Abstand von der Leitlinie in dem konstanten Ver- 
haltnis e:l steJjt (Nr. 183). XJmgekehrt ist der Ort eines 
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Punktes^ der sich nach dem ausgesproclienen Gesetz bewegt, 
die Kurve von der Gleichung {x — 

=« 2jpir. ^ 

Die Definition der Kegelschnitte diirch BrennpunTd, Leiir 
linie und Exisentrmtdt erstrecht sich also auf dlle Gattungen, 
wie auch die als Mittelpnnktsorte von Kreisen in Nr. 195, hin- 
gegon kaun die bifokale Beziehung von Nr. 185 nicbt zur Er- 
zeugung der Parabel dienen. Offenbar liefert die in Nr. 191 
zur mecbaniscben Bescbreibung der Hyperbel gegebene Me- 
thode eine Parabel^ wenn man den Winkel ABE als recbten 
Winkel nimmt. 

Perner lasseu sich Piinkte der Kurve leicht konstruieren, 
indem man urn F mit beliebigem Kadius einen Kreis 

beschreibt und diesen mit einer im Abstand r parallel zur 
Leitlinie (auf der Seite, auf der F liegt) gezogenen Geraden 
Hchueidet, 

209. Jede Tangente bildet mit der Aohse und dem 
Brennstrahl des Beruhrungspunktes gleiohe ixrinkel. 

Denn die Entfernung vom Brennpunkt bis zum Schnitt- 
punkt der Tangente mit der Achse betragt TV+ VF^ x^ + m 
(Nr. 202). Der Achsemchnittpunlit der Tangente und ihr Be- 
r-'ihr y.i/i ' haben daher gleicJie BrenmMilen. Das von der 
Achse, der Tangente und dem Brennstrahl des Beruhrungs- 
punktes gebildete Dreieck ist gleichschenklig, hat also gleiche 
Winkel an der Tangente. Demnach schneidet die Tangente 
im Endpunkt der Brennpunktsordinate die Aohse unter einem 
Winkel von 45®. 

Der Satz ist eine tlrbertragung der Eigenschaft des Brenn- 
Htrahlenwinkels der Mittelpunktskegelschnitte (Nr. 187). Denn, 
wenn wir dort den Brennpunkt F^ unendlich fern denken, so 
wird der Brennstrahl F^ P parallel zur Achse. 


210. Fokalabstand der Tangente. Der Abstand des 
Brennpunktes m ] 0 von der Tangente yUj =» 2m{x + x^) ist 


(Pig. 106): 
(27) FE - 






ym{x^ + m), 


also die mittlere Proportionale zwischen dem halben Para- 
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meter VF und dem Brennstrahl FF des Beriihrimgspunktes. 
Mit Riicksicht auf Gleichang (23) in Nr. 205 folgt: Der Fokah 
abstand der Tangents ist gleich d&>^ Hdlfte der Norniale: das- 
selbe ergibt sick auck geometrisck ans TF == FN. 

Nennen wir den Winkel MFB =« oc, so haben wir 
cos a = — sin FTB = ymi(x^ + m) (Nr. 203) nnd Fli 
=» ym{x^ + m) == m : cos a. Daker ist FB • cos a == m = VF, 
d. h. B liegt in der Sckeiteltangente: Ort des Fitfipunlies 

der vom Brempimlct auf die Tangents gefallten Normals ist die 
Sckeiteltangente. In diese und die uneudlick feme Genide 
gekt offenbar der Scheitelkreis der Mittelpunktskurven iiber 
(Nr. 189, Nr. 99). Die Umkekrung dieses Satzes liefert eine 
Frseugung der Farabel durch Tangenten (vgl. B. i). 

Zugleick ergibt sick die Norinalform der auf den Brenu' 
punU als Nullpmdd he^ogenen Gleichung der Paraheltangmte 

(28) X coa a + y sin a + - 0. 

B. 1) Der tine ScJienlccl eines redden Winkcls, dmm Soheiiel 
eine Gerade x ^ — m durchlmft, wdJirend der andere ScheMrl 
durdi einen festen Funht 0 | 0 geht, herUJirt cAne ParahcL 

Mit der Geraden rr = — m an Stelle des Kreises in Nr. 189 
und ftir c =* 0 ergibt sick die leiebt direkt aus der Figur ab- 
zulesende Gleichung in Linienkoordinaten m + t’^) «* w; diese 
definiert aber eine Parabel, weil die Koordinaten «»* 0, v D 
der unendlich fernen Geraden die Gleichung befriedigen; dor An- 
fangspunkt ist Brennpunkt. Unter densclbon Voranssetznngon 
erzeugt auch ein konstanter, von 90® versebiodener Winkol eino 
Parabel. 

2) Man soli den Ort des Schnittpunktos des vom Brennpunki 
auf eine Tangente gefallten Lotes mit der Geraden tinden, die 
den Scheitel mit dem Beruhrungspunkt verbindet. 

211. Der Winkel zweier Tangenten ist die HS^lfte des 
Winkels der Brennstrahlen ikrer Beriilirungspunkte. 

Denn in dem gleichschenkligen Dreieck PFTdex B^igur 106, 
S. 390 ist der Winkel PTF^ den die Tangente uiit der Achse 
bildet, die H^fte des Winkels PFN, den der Brennstrahl 
mit ihr einschliefit. Nun ist der Winkel zwischen irgend zwei 
Tangenten gleich der Differenz der Winkel, die sie mit der 
Achse bilden, und der Winkel zwischen den Brennstrahlen ist 
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gleich der Differenz der von ihnen mit der Achse eingeschlossenen 
Winkel. 

Wenii nun zwei Tangenten miteinander insbesondere einen 
rechten Winkel einschlieBen, so bilden die Brennstrahlen der 
Beruhrungspunkte einen gestreckten Winkel, d. b. die zwei 
Tangenten beriihren in den Endpunkten einer durcb den 
Brennpnnkt gebenden Sebne. Dann scbneiden sie sicb aber 
in der Polare des Brennpunktes, also folgt (Nr. 208): Der 
Ort des SchnittpiinJctes meinander rechtwwUiger Tangenten ist 
die LeitUme, 

Znm direkten Beweis des Satzes bilden wir die Grleicbung 
der Polare irgend eines Punktes — m [ der Leitlinie: 

^ 2m(x -- ni) und die seiner Verbindungsgeraden mit 
dem Brennpnnkt: 2m(y — y^) + y\x + m) == 0. Diese Glei- 
chungen stellen ofifenbar ein recbtwinkliges Geradenpaar dar. 
Oder wir geben von der in Nr. 2 10 gegebenen Folcolgleichmg 
der Tangente x cos^a + 3 / sin a cos a + m = 0 aus. Mit Ein- 
setzung von a + 90 ® statt a folgt die Gleicbung der recbt- 
winkligen Tangente: x sin® a — y sin a cos a + Durcb 

Addition dieser Gleicbungen wird a eliminiert und als Glei- 
ch ung des Ortes x + 0 erbalten, offenbar die Leitlinie. 

212. Der Brennstrabl des Schnittpunktos zweier Tan- 
genten balbiert den Winkel der Brennstrahlen ihrer Be- 
rtihrangspunkte, Aus den Pokalgleicbungen zweier Tangenten 
(Nr 210) 

j X cos® a + y sin a COB a + m 0, 

* ^ \x cos® p + y Bin p cos /J ■+• m *=» 0, 

tinden wir durcb Subtraktion die Gleicbung der Geraden, 
die ibren Scbnittpunkt mit dem Brennpnnkt 0|0 verbindet: 
(;]0) X sin (cc + P) — y cos (cc + ^) = 0. 

Dies ist die Gleicbung einer Geraden, die mit der a;-Acbse^ 
einen Winkel (cc + p) einschlieBt. Weil aber in Pigur 107 
^ VFP - 2a ist und analog ^ VFP^^ 360^- 2/S, 

so balbiert die Gerade vom Neigungswinkel (a + p) den Winkel 
FFPK 

Dieser Satz kann aucb bewiesen werden, indem man wie 
in Nr. 190 den Winkel berechnet, unter dem das 
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Stiick TPj der von T{x^\y^) aus an die Parabel gelegteu 
Tangente vom Brennpunkt ans gesehen wird; man findet 
cos(0’i — nnd dieser Ausdruck zeigt die Un- 
abbangigkeit von den Koordinaten des Beriibrungspunktes, so 
daB der Winker fur jede der beiden Tangenten aus /}/ 
derselbe ist, ^ TFP^^ ^ F^FT}^) 

Zusdt^e. In dem Falle, wo der VVinkel PgP'Pj == 180®^ 
also PgPi eine Fokalsehne ist, scbneiden sich die Tangenten 
PPg und PPjL in der Leitlinie, und jeder der beiden Winkel 
PPPg und TFF^ ist gleick 90^. (Nr. 211.) 

Wenn eine Selme PiPg die Leitlinie in D schneidet, ist 
FD die auBere Halbierungslinie des Winkels P^FF^. (Nr. 190 
nebst Figur 100.) 

Schneidet eine veranderliche Tangente der Parabel zwei 
feste Tangenten in P und Qj so ist der Winkel QFP^ unter 



dem das Segment Q F der ver- 
andeiiichen Tangente vom 
Brennpunkt aus erscheint, das 
Supplement des Winkels FJi Q 
derfesteuTangenten. (Fig. 108.) 

Denn^gPP-KpPff 
(Nr. 2 11), und nach. dem vor- 
hin bewiesenen Satze ist auoh 


^ QFF^\ ^ pFq, daher ^ QFF = ^ QBT, dem Sup- 
plement des ^ FF Q. 

Der KreiSy der dem von irgend drei Tangenten einer Fara- 
bel gebildeten Dreiech umgeschrieben ist, gehi durch den JBrenn- 
punkV^) Denn der durck FRQ beschriebene Kreis niuB 
durch F gehen, weil der im Segment PFQ enthaltene Winkel 
das Supplement des in FBQ enthaltenen Winkels ist. 

B. Sind a nnd b die Langen zweier Tangenten einer Parabek 
die sich rechtwinklig scbneiden, und ist m die HU-lfte des Para- 
meters, so ist 

2 1 

A A A* 

213. Beispiele. Zunachst sind die Beispiele der vorigen 
beiden Eapitel, besonders von Nr. 175 und Nr. 194 daraufliin 
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priifen, ob ihre Beweise auch. noch giiltig bleiben, wenn 
der fragliche Kegelschnitt statt einer Mittelpunktskurve eine 
Parabel ist. AuBerdem folgt bier eine Anzahl besonderer Bei- 
spiele fur die Parabel. 

B. 1) Der HcJhenscbnittpunkt des durck drei Tangenten 
einer Parabel gebildeten Dreiecks liegt in der Leitlinie.^^) 

Die Gleicliung einer Dreieckshohe ist nach Nr. 41 

__ ^a: - -j + --y- [y —j - 0 

luul nixnmt durch Division mit (j /3 — y^) die Form an 

». {* + ') - - »■ 


Aus der S^^nimetrie der Gleicbung folgt, daB sick die drei lioken 
in der Leitlinie x — — Ip sckneiden, und zwar im Punkt 

+ + 

2 ) Das Viersoit derjenigen Tangenten einer Parabel, die den 
Boiien einos eingesokriebenon Vierecks parallel sind — und nack 
dem vorigen auch das Viereck ikrer Berflkrungspunkte — kat die 
Flilcke Null (Vgl Nr. 204,3.) 

3 ) Man bestimme den Radius des Kreises, der einena der 
Parabel eingeschriebenen Dreieck umgesckrieben ist. 

Dor Radius des umgesckriebenen Kreises eines Dreiecks, das die 
Boitenlilngen /g, /g und den Inkalt F kat, wird durck 
ausgedrttcki. Wenn aber die Lilnge der Sekne zwiscken den 
Punkten Winkel ist, den diese Sekne 

mit der Achse bildet, so ist oflenbar \ sin = ± — y^)- Durch 

Einsetzen des in Nr. 204, 3 abgoleiteten Ausdruckes fiir den Inkalt 
des Dreiecks ergibt sick der fragliche Radius: 




V__ 

sin-O’, sin -O’., 


Wir konnen diesen Radius auch dm*ch die zu den Seiten des 
Dreiecks parallolen Fokalseknon auadriicken; denn nack Nr. 207 
ist die Lange oiner Fokalsekno, die den Winkel ^ mit der Achse 

bildet, gloich j ^03 ergibt 

sick, daB die Parameter der Diuxhmesser sind, die die 

Seiten des Dreiecks halbieren. 

4) Man drticke den Radius B des Kreises, der dem von drei 
Tangenten einer Parabel gebildeten Dreieck umgesckrieben ist, in 
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Punktion der Winkel aus, die dieselben mit der Acbse bilden. Er 

Oder #ij 


die Parameter derjenigen Durclimesser sind, die durch die Be- 
ruhrungspunkte der Tangenten geben (Nr. 203). 

5) Der Ort der Schnittpunkte derjenigen Tangenten einer 
Parabel, die sicb unter einem gegebenen Winkel (p scbneidcn 
(Nr. 204, 2), ist die Hyperbel 

— 4:mx = (x + m)^ tg^ g) oder y^ + (x-- mY =: (a; + mY sec^' cp. 


Ans der letzten Form der Gleichung gebt bervor, da6 die 
Hyperbel denselben Brennpunkt und die niimliche Loitlinie v/i<* 
die Parabel bat und dafi ibre Exzentrizitat = sec q> ist. 

6) Der Ort des Fufipunktes des Lotes, das vom Brennpunkt 
einer Parabel auf die Normale gefallt wird, ist eine Parabel. 
Der Fokalabstand von 2m — 2/0 + *^'0 


y' jx' + wO 


yx^ (x^ + m). 


Wenn aber -O’ der durcb das Lot mit der £C-Acbse gebildete Winkel 
ist, so ist nacb Nr. 203 


sin 'd' 


-y? 


m 


+ wi ' 


cos & 



Die Polargleicbung des Ortes ftir den Brennpunkt als Nullpunki 
ist daber r sin^ ^ = m cos -O’, oder mx. 

7) Die Koordinaten des Punktes, in dem sicb die den Punkten 
%l2/n entsprecbenden Normalen der Parabel y^mninKr, 

scbneiden, sind 

‘ 4m 


Sind ci^ § die Koordinaten des Scbnittpunktes der ent- 
sprecbenden Tangenten (Nr. 178, S und Nr. 204, l), so bat man 
aucb: 


a; = 2m + 



y = - 


a p 
m 


8) Es seien Pj, Pg? -^s FuBpunkte der drei von einem 
Punkte P' nacb einer Parabel gezogenen Normalen, Wird alsdann 
durcb den Scbeitel der Kurve zur Verbindungslinio zweier der 
drei FuBpunkte eine Parallele gezogen und wird der dritte FuB- 
punkt mit dem Scbeitel verbunden, so wird der Winkel dieser 
beiden Geraden durcb die Acbse der Parabel balbiert. 

Indem man zwiscben der Gleiobxmg 2px der Kurvo und 
der Gleicbung p (y' -- y) + y (x^ — a?) 0, die ausdriickt, daB 
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der Punkt P' auf der Normale des Parabelpunktes P liegt, die 
GroBe x eliminiert (Nr. 205), erhalt man y^+ 2 
Die drei Wurzeln sind daker durch. die Beziehung 2 /i + 2^2 H- 2/s 0 

verbunden, deren geometrische Bedeutung die in dem. Satz aus> 
gesprochene ist. 

9) Der Ort des Scbnittpnnktes der Normalen in den End- 

punkten der durcb einen festen Punkt P' g^benden Sebnen 

ist eine Parabel. 

Wir haben die Beziehung 2m (x^ ^ ci) und erhalten 

durcb die Substitution des aus ibr abgeleiteten Wertes von a in 
die Ergebnisse von 7): 

2mx + i32/^== 4m'^+ 2|3^+ 2mhj = 2^mx^ — 

sodann folgt durch Elimination von j3: 

2{2m(y — f/) + // (x — = (4 m .V — // '‘^){y'y + 2x^x—4mx'—2x''^)^ 

die Gleichung einer Parabel^ deren Achse zu dem vom Punkte P^ 
auf seine Polare gefallten Dote parallel ist. Sind die Sehnen 
(uner festen Geraden parallel, so reduziert sicb der Ort auf eine 
iierade, wie os auch gemaB 8) sein muB. 

10) Der Ort des Schnittpunktes der zueinander rechtwinkligen 
Normalen ist y'^^ m {x — 3 m). 

Denn in diesem Falle ist (vgl. 5) und 7)) a == — m, 
8 ^ 

X 3m 4- y ^ B. 

' m ^ r 

11) Man hnde aus den Liingen a, h zweier Tangenten und 
dem von ihnen eingeschlossenen Winkel q) den Parameter. 

Wuhlt man den die Beriihrungssehne halbierenden Durchmesser 
und die in seinem Endpunkt gezogene Tangente als Achsen eines 
Koordinatensjstems I, mit dem Acbsenwinkel oo, so ist der Para- 
meter dieses Durchmessers 2^ und der Hauptparameter ist 

p aa WO s die Lllnge des vom Schnittpunkt der 

I'angenten auf die Sohne gefallten Lotes ist. Aber es ist 2 srj^ ah mi go 
und 1 () S*** = -h Ir + 2 a?; cos go; also 

sin® gp 

P = (Nr. 198, 2 und 199, B.). 

(a®>f &*+ cos gp) a 

1 2) Der Ort des Schnittpunktes zweier Tangenten der Parabel, 
wenii gegebon ist entweder l) das Produkt der Sinus oder 2) das 
der Tangenten, 3) die Summe oder 4) die Differenz der Kotangenten 
der Winkel, die sic mit der Achse bilden, ist 1) ein Kreis, der 
den Brennpunkt dor Parabel zum Mittelpunkt hat, 2) eine Parallels 
zur Loitlinie, 3) eine Parallels zur Achse, 4) eine Parabel, die 
mit der gegebenen die Achse gemeinsam bat. 



ZwOlttes Kapitel. 

Besoudere Beziehuiigeii zweier Kegelsclmitte. 

214 Zwei Kegelsclmitte solmeiden sioh. in vier Punkten. 
Wir untersuchen diesen Fall des Bezoutsclien Theorems 
(Nr. 28) direkt. 

Sind die Gleichungen zweier Kurven zweiter Ordnung 
gegeben, so konnen wir sie nacli y geordnet denken; 

n \ I + 2 {a^^x + 023 ) y + {a^^x^ + 2a^^x + %) = 0 , 

1 + 2 (612 X + 633) y + (hiiX^ + 21 ) + ^33) — 0. 

Die Elimination von y konnen wir dadurch ansfiihren; da 6 
wir aus den Gleichungen y und y^ wie zwei TJnbekannte be- 
rechnen. Die Ausdriicke werden Briiche mit demselben in 
X linearen Nenner, der Zahler des Aiisdruckes fiir y bez. y^ 
ist vom 2 , bez. 3. Grade in x, Setzen wir dann das Quadrat 
des ersten Bruch es gleich dem zweiteU; so ergibt sich eine 
Gleichung (Resultante) vom 4 Grade in x. Jeder ihrer Wurzeln 
gehort eine den ursprunglichen Gleichungen gemeinsame 
Wurzel y zu. 

Im allgemeinen sind also vier Schnittpunkte vorhandon, 
die entweder reell oder in Paaren konjugiert imaginiir eein 
konnen. Nennen wir die vier Punkte 1 , 2, 3, 4 , ilire secha 
Verbindungsgeraden 12, 34; 13, 24; 14, 23; man sagt alsdann: 
Zwei Kegelschnitte haben drei Paare von SchnittscJmcnf die cin 
vollstdndiges Viereclc hilden, Sind zwei Schnittpunkte konjugiert 
imaginar, so ist doch ihre Yerbindungsgerade immer reell 
(Nr. 46). Daher ist von den SchniUsehnenpaarmi stcts ernes redlf 
auch wenn imaginare Schnittpunkte vorkommen, wo die iib- 
rigen Sehnen imaginar sind. Wir werden im XIV. Kap. sehen, 
wie infolgedessen diese Geradenpaare zur Bestimmung der 
Schnittpunkte dienen konnen. 

Nun ist die Tangentialgleichung einer Kurve zweiten 
Grades in u\v wieder vom zweiten Grade (Nr. 149). Demnacb 
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erkenneu wir durch Wiederholung unserer SchluBweise, dafi 
€S im allgemeinen auch vier Wertepaare u\v gibt, die zwei 
solchen Kegelschnittgleicliungen zugleich geniigen. Geometriscli 
beiBt dies aber: Zwei Kurven meiten Grades haben vier Tan- 
genten gemeinsam (vgl.Nr. 117) mit drei Paaren von Schnitt- 
punlden usw. In jeder derselben haben die Kurven im all- 
geraeinen verschiedene Beriihrungspunkte. Auch gelten hex 
Gleichungen in Linienkoordinaten ganz analoge Brorterungen, 
wie wir sie im folgenden nur fiir die Gleichungen in Punkt- 
koordinaten anstellen. 

Die Schnittpunkte konnen verschiedene Besonderheiten 
ihrer gegenseitigen Lage bieten. Einerseits kann die Resul- 
tante dadurch^ daB ein oder mehrere Koeffizienten der hoch- 
sten Potenzen der Veranderlichen Null sind, von niedrigerem 
Grade sein. Dann haben wir einen oder mehrere der Schnitt- 
punkte als unendlich fern anzusehen (Nr. 16). 

Andrerseits kann die Resultante mehrfache Wurzeln 
haben, und diese liefern entweder mehrere getrennte oder ver- 
einte, dann aber mehrfach zu zahlende Schnittpunkte. Bs 
sind folgende Falle moglich: 1) ein zweifacher reeller Schnitt- 
punkt und zwei reelle oder konjugiert imaginare einfache 
Punkte, 2) zwei reelle oder konjugiert imaginare zweifache, 

3) ein dreifacher und ein einfacher, beide reell, oder endlich 

4) ein vierfach zahlender Schnittpunkt. Wir betrachten die 
dadurch charakterisierten besonderen Lagen der Kegelschnitte. 

215. Beriilirung zwisolien Kegelsohnitten. Wennl)zwei 
der Schnittpunkte in T zusammenfallen; so berdhren sich die 
Kegelschnitte (Pig. 109 links) in T, und die Verbindungs- 
gerade der zusammenfallenden Punkte ist ihre gemeinschaft- 
Uche Tangente. Die Kegelschnitte schneiden sich in diesem 
Fall noch in zwei reellen oder imaginaren Punkten L, Mj 
die vom Berllhrungspunkt verschieden sind und eine stets 
reelle Schnittsehne LM. ergeben. Zugleich sind, falls M 
nicht reell sind, TLj TM konjugiert imaginare Geraden. 

Wenn insbesondere 2) L und M zusammenfallen, also 
die Schnittsehne LM zu einer zweiten, beiden Kegelschnitten 
gemeinschaftliohen Tangente wird, so haben die Kegelschnitte 

Siklmon-FUdUr: Anal Oeom. d.Kegeleohn. 8. Aufl. 26 
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eine doppelte Beriihrung. Nun kann aber auch der Fall ein- 
treten, daB die Kurven in einem imaginaren Punkt dieselbe 
imaginare Tangente beriihren. Dann konnen sie weder einen 
reellen Punkt nocb eine reelle Tangente gemeinsam liaben, 
denn nach S. 50 gilt der Satz: Wemi sich .zwei Kegel- 
schnitte in einem imaginaren PimM herilhren^ so hcrilhren sie 
sich auch in dem honjugierten. Das Schnittsebnenviereck ent- 
halt dann nur die Verbindungsgerade der Bertthrungspunkte, 
doppelt gezahlt, als reelles Seitenpaar: Kegelschnitie hi dop- 
pelter Beriihrung haben eine stets reelle BerUhrungssehne, 



Die Beriihrung der Kegelschnitte heifit B) eine Beriihrmg 
der Mveiten Ordnung (mitt] ere Pig.); wenn drei ihrer Schnitt- 
punkte zusammenfallen. Dazu muB einer der Punkte L, M 
in 1), z. B. My sich T ohne Ende nahern und schlieBlich mit 
T zusammenfallen. Die Punkte T und L sind reell, denn T 
zahlt fiir das eine, TL fiir ein zweites Schnittpunktepaar. 
Kurven, die eine Beriihrung zweiter Ordnung haben, heiBen 
osiculierende Kurven, Kegelschnitte y die einander oshuliereny 
schneiden sich noch in einem reellen Punht 

Die Beriihrung zweier Kegelschnitte ist 4) die mbglichsi. 
innige (Pig. rechts), wenn sie vier einander folgende Punkte 
gemein haben. In diesem Fall muB sich auch L dem Punkte T 
nahern, bis die Linie LT mit der Tangente in T zusammeniallt. 
Zwei Kurven haben eine Beriihrung dritter Ordnung y wenn sit* 
vier aufeinander folgende Punkte gemein haben, und da zwei 
verschiedene Kegelschnitte nicht mehr als vier Punkte init- 
einander gemein haben konnen, so entsteht die Beriihrung 
hochster Ordnung, die zwischen zwei solchen Kegelschuitten 
stattfinden kann, wenn alle Schnittpunkte in einem reellen 
Punkt vereint sind. 

216. Die analytischen Bedingungen dieser verschiedeutm 
Bertihrungen k5nnen wir leicht iibersehen, indem wir sie unter 
der besonderen Voraussetzung aufstellen, daB eine der Koordi- 
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natenachsen^ x. B. die jz-Achse, eine gemeinschaftliclie Tan- 
gente im Nullpunkt ist. Nacli Nr. 193 haben solche Kegel- 
schnitte die Gleichungen 

/O') f + «S22/® + = 0, 

^ ^ I + 2?>,3 xy + 1 / + 2hisX = 0. 

Die Elimination Ton y* ergibt die Gleicbung eines durch die 
vier Sclmittpunkte gehenden Ortes 

•« { («u hi - «22 K)x+2 (ai2 bos - «22 ^12) 2/ + 2 Ks hi “ “22 ^s) } = 
Da der erste Paktor die gemeinsame Tangente darstellt, so 
bezeichnet der zweite die durch die beiden anderen Schnitt- 
punkte gehcnde Schnittsehne LM in 1). 

Die Bedingung der Doppelberfihrung ist 2) diejenige, 
uuter der die Sehne LM. von voriger Gleichung jeden der 
Kegelschnitte bertihrt. Wir bilden die Gleichung des Geraden- 
paares, das den Nullpunkt mit den Schnittpunkten L und M 
verbindet; dies ist eine homogene Gleichung, die sich durch 
Elimination von 2ay,^x und 2\^x aus (2) ergibt: 

(ujj bij “ flu 6n) .'r* + 2 (wj j Ou 612) xy + ((*22 ^is ~ ®is ^22) V" ” 

Damit L und M, also auch die Geraden TL, TM zusammen- 
fallen, ist die geforderte Bedingung (Nr. 57): 

(fljlbis ®is^n) (%2^^1S ^13^22) “ (®12^1$ 

Oskulation im Nullpunkt haben wir 3), wenn die Gerade 
LM durch diesen Punkt geht, also (inhi “= ®2S hi konnen 

alsdann durch Multiplikation mit einem Paktor Ti = 
isweite Gleichung auf die Form bringen 

(3) h\^x^ + 2b'i3a;»/ + a^^y^ + 2a, = 0. 

Die Subtraktion der beiden Gleichungen liefert dann 

(4) («ii - &'n) a: + 2 (ajj - b' 13 ) 2/ =* 0 

als die Gleichung der Oskulationssehne TL. 

Endlich fallt 4) diese letzte mit der Tangente zusammen, 
wenn aucli noch n^., => 6'j3 ist; also lautet die Gleichung eines 
Kegelschnittes, der mit dem ersten im Nullpunkt eine Be- 
rhhrung dritter Ordnung mit der Tangente a: = 0 hat, 

(5) + 2a^„^xy + a^iy^ + ^a^iX = 0. 

Setzen wir die ursj)rtlnglichen Gleichungsformen voraus, so 

26 * 
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ergeben die Gleicbungen der Geradenpaare miter 1) oder 2) 
als Bedingungen dieser Beriibrung dritter Ordnung 

^ 13^22 ~ ^ 22 ^ 13 ? ^ 12^22 ~ ^' 22 ^ 12 * 

217. ExtiminxLngskreis. Da ein Kegelschnitt stets so 
bestimmbar ist, daB er fiinf gegebenen Bedingungen geniigt 
(Nr. 129), so kann immer ein Kegelschnitt gefunden werden, 
der einen anderen, der Kiirze balber durcb /c bezeicbneten, 
in einem gegebenen Punkt P beriibrt und drei weitere Be- 
dingungen erfiillt. Soil er in dem gegebenen Punkt P eine 
Beriibrung zweiter Ordnung mit 7c haben, so kann er dabei 
mei andere Bedingungen und bei einer Beriibrung dritter Ord- 
nuug nur eim erfiillen. 

So kann stets eine Parabel gefunden werden, die im 
Anfangspunkt der Koordinaten eine Beriibrung dritter Ord- 
uung mit dem Kegelschnitt -f 2a^^xy + + 2ay^x^O 

bat. Nacb Gleicbung (5) von Nr. 216 erbellt, daB die Parabel- 
gleicbung entstebt, wenn man nur statt einsetzt, wo 

nacb Nr. 131 und 143 durcb &na 22 «=aj 2 ^ bestimmt ist. 

Im allgemeinen Icdmen wir abet' heinen Krcis beschreibmi, 
der eine Beruhrung de>^ dritten Ordnung mit einem gegebenen 
Kegelschnitt 7c eingeht, weil zwei Bedingungen erfiillt sein miissen, 
damit die Gleicbung zweiten Grades einen Kreis darstelle. 
In anderen Worten: wir konnen nicbt durcb jede vier auf- 
einander folgende Punkte eines Kegelscbnittes /«• einen Kreis 
bescbreiben, weil zur Bestimmung des Kreises drei Punkte 
binreichen. Durcb drei aufeinander folgende Punkte von /»* 
gebt jedocb stets ein Kreis, dessen Gleicbung man leicbt findei.. 

Ist der Kegelschnitt k durcb die erste Gleicbung (2) ge- 
geben und liegen scbiefwinklige Koordinaten mit dem Acbsen- 
winkel co zugrunde, so ist 

(6) + 2xy cos 0 -f — 2pa; sin cd «» 0 

die Gleicbung eines die Kurve k im Nullpunkt berttbrenden 
Kreises vom Radius q (vgl. Nr. 102,s), und die Bedingung, 
daB dieser Kreis oskulierend sei (Nr. 216), ist 

(7) sin CO, oder p = — 
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Der KreiS) der eine Kurve im Punht P oslmliertj heifit 
der KrUmmimgshreis der Ktirve in diesem Punkt, sein Ra- 
dius Q heist der Krummimgsradius, denn der reziproke Wert 
von Q kann als Ma/3 der Kriimmung der Kurve an der Stelle P 
dienen: je stilrker die Kurve dort gekrummt ist, um so kleiner 
ist p; imd umgekehrt Der auf der Normale von P gelegene 
Mittelpunkt des Kreises heifit der KrummungsmiUelpunIct, 

218. Mittelpunkt nnd Radius des einem Punkt eines 
Mittelpunktskegelsohnittes zugehorigen Kriimmungskreises, 
Ronstruktion dieses Kreises. Da der Mittelpunkt des einem 
Dreieck umgeschriebenen Kreises der Schnittpunkt der Mittel- 
lote der Seiten ist, so sind, wenn das Dreieck durch drei auf- 
einander folgende Punkte der Kurve gebildet wird, zwei seiner 
Seiten aufeinander folgende Tangenten der Kurve und die 
Senkrechten zu ihnen die entsprechenden Kormalen. Der zu 
einem Punht P^ geJiorige KrilmmungsmittelpunU ist daher der 
Schnittpunlct zweier aufeinander folgenden Normalen. Hat Pj 
die Koordinaten so erhalt man die Koordinaten 1 

des Kriimmiingsmittelpunktes des Kegelsdanitts ^ ± ^ = 1, 
indem man in den Pomeln von Nr. 178,8 

x'^x" = X'=‘X„ y'==y"^r^y^ 


setet; es folgt , 

1st Q die Lilnge des KrQmmungsradius, so hat man dahei 


9* “ (^I - + (2/1 - 2/o)*- (l - + 2/1* (l + 

woraus bei Einfflhrung von c* = a® T nnd mit Riicksicht 
anf?V±^V = l 

die Gleichung ~ + %) 

(9) p = 

bervorgebt. 

Nun ist reziproke Wert des Abstandes d des 

Nullpunktes von der Tangente des Punktes Pj (vgl. Nr. 170, 3), 
somit wird scblieBlicb 

a‘6* 
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Diese Gleichung lafit sich in eine andere Gestalt bringen, 
aus der leicht eine Konstruktion des zu gehorigenKrUmmungs- 
mittelpnnktes M folgt. Die Lange der Kormale vom Kurven- 
punkt Pj bis znm Scbnittpunkt N mit der Hanptachse ist 
namlicb (vgl. Nr. 177, i) gleicb ~ , nnd fiir die Strecke von P^ bis 
zum Scbnittpunkt P der Normale mit der Nebenacbse (Fig. 110) 
findet man leicbt P^P = cL Ist L der FuBpunkt des von O 
auf die Tangente der Kurve gefallten Lotes, so wird daher 


LO 


Piifcf. 


Insbesondere findet man die zu den Scheiteln der Hauptacbse 
gebSrigen Krummungsradien (d a) gleicb die zu den 
Scbeiteln der Nebenacbse geborigen {d =» h) gleicb . 

^ Der Ausdruck fiir in (11) liefert die 

folgende Konstruktion des KnimmungsmitteL 
punktes M. Recbtwinklig zur Normale von 1\ 
ziebt man durch ihren Scbnittpunkt P mit der 
Pig. no. Nebenacbse eine Gerade, die den zu P^ geborigen 
Durcbmesser inP treffen moge (Fig. 110); die durcbP parallel 
zur Hauptacbse gezogene Gerade scbneidet die Normale von J\ 
in M, In der Tat folgt aus der Figur P^N: P^M ^P^Ox P^J 
LOxP^R 

B. 1) Die zu den Scheiteln der Ellipse geborigen Kriimmungs- 
mittelpunkte baben die Koordinateii 

&* A A 1 

^0 ^ ~ a ’ = 0, ^ * 


Man konstruiert sie, indem man aus einer Ecke des Rechtecks dor 
Scbeiteltangenten auf die zugebSxdge Scbeitelsebne ein Lot fillit; die 
Scbnittpunkte dieses Lotes mit den Acbsen sind die gesucbten 
KriSmmungsmittelpunkte. 

2) Ist der zu dem Halbmesser von Pj konjugiorto Halh- 

messer, so wird p =*»”=- • 

’ ^ ab d 

Dies folgt aus (ll) mit Rttcksicbt auf d^ah:b^ (vgl. 
Nr. 170,2). 

3) Die dritte Potenz von dem Radius P des Kroisos, dor 
einem der Ellipse eingeschriebenen Dreieck umgoschriebon ist, ist 
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gleich dem Produkt der Krummungsradien in den Endpunkten der 
zu soinen Seiten konjugierten Durclimesser. (Insbesondere in seinen 
Ecken, wenn dor Schwerpunkt des Dreiecks im Mittelpunkt der 
Ellipse liegt.) 

Diese Durcbmesser sind namlicb konjugiert zu den Durcb- 
messern, die man parallel zu der betreffenden Seite zieben kann; 

sind h\ ibre balben Langen, so ist - (Nr. 169, 6). 

Mit Hilfe des soeben in B. 2 abgeleiteten Ergebnisses folgt der zu 
boweisende Satz. 


219. Wir zeigten in Nr. 177, daB die Lange PN der Nor- 
male n = bb^:a, und in Nr. 187, daB cos ^ = b :b' ist, wenn ^ 
der vom Brennstralil mit derNormale gebildete Winkel ist: dies 
gestaltot den Ausdruck p ==* vonNr.218,2 fiir denKrtimmungs- 

radius uni in ^ 

(12) Qcos^tl>=~n. 

Wenn wir oine Senkrechte NQ zur /at Y- 

Normals in dem Punkte errichten, /V \ / J \ 

wo sie die Fokalachse schneidet, 

und ferner im Punkte Q, wo diese iii. 

Senkrechte den Brennstrahl trift't, QC senkrecht zu ihm bis 
zur Normale ziehen, so ist C der Kriimmungsmittelpunkt und 
(^P der Ki’iimmnngsradius. Vgl. Fig. 111. 

Eine andere Konstruktion benutzt den mit dem Radius 
]/«* ± beschriebenenHanptkreis des Kegelschnittes (Nr. 167,6): 
Divrjmige Krm der den Kegelschnitt Z: in P heruhrt und 
den Hauptkreis von k recMwinklig sclineidet, hat einen Durch- 
massor, der so gro/i wie der Krilm- 
mtiiigsradius von h ist. Tnfolge des 
rechtwinkligen Schneidens der beiden 
Kreise trifft nun die Normals den 
Krois fcj und den Hauptkreis in 
Punktepaaren P, bzw. R,S, die 
sich harmonisch trennen (Pig. 112). 

Also konstruiert man den zu P auf 
der Normale harmonisch konjugier- 
ten Pol des Hauptkreises; dieser und der Kriimmungs- 
mittelpunkt 0 liegen symmetrisch in bezug auf P. Die Kon- 
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struktion ist selbsfc fflr eine stumpfwinklige Hyperbel, also 
bei einem imaginaren Hauptkreis reell.’*) 

Zum Beweis des Satzes beachte man, da6 nack Nr. 170 

63 = a'2 jfs sin m = ah ist, wo a den Winkel 

der beiden konjugierten Halbmesser a', V bedeutet. Mit RUck- 
sickt auf die Formel Q — h'^:ab (Nr. 218,2) wird daker 6'® = 
a'Q sin oj und a^+h^ — a'^ ± a'g sin o = o'® o'p cos — co^ 

Oder o® + 6® + (i p)® = o'® + (i-p)® T 2o' | cos [-{ -a,)- In 
dem Dreieck 0PM, wo M den Mittelpunkt des Kreises 
bedeutet, ist nun OP= OM^ = a® ± 6® + MP^, ^ MPO ^ 

00 , daner 

o® ± b® + JIfP® = o'® + ikfP® ? 2o' • MP- cos (?2- - a), 
und wenn man diese Formel mit der fruheren vergleicht, folgt 
sofort PM “ yP, P(?i = Q. 

220. Kriimmnngssehne. Eine andere Construktion kann 
auf die Bemerkung gegriindet werden: Die SchniUsehnm cines 
Kreises md eines Kegelschnitts hilden mit der Achse des Kegel- 
schnitts gleiche WinlceV^) Da namlich die Recbtecke aiis den 
Yom Scbnittpunkt S der beiden Kreissehnen gemessenen Ab- 
schnitte gleicb sind (Nr, 109), so sind es auch die parallelen 
Durckmesser des Kegelscknittes (Nr. 151, l); diese bilden also 
mit der Achse gleiche Winkel (Nr. 157). tTberdies liegt der 
Mittelpunkt des Kreises stets in dem vom Scbnittpunkt iS' der 
Sehnen auf die Polare von S gefallten Lote, hier also in der 
Normale des Oskulationspunktes. Nun sind im Fall des 
Krummungskreises Schnittsebnen (Nr. 215) erstens die Tan- 
gents in P und zweitens die Sehne PL des Kreises, die 
Kriimmmgsselme. Man hat daher nur PL so zu ziehen, dali 
diese Gerade mit der Achse den gleichen Winkel bildet wie 
die Tangente mit der entgegengesetzten Richtung der Achst*. 
Dann ist der durch die Punkte P und L beschriebene Kreis, 
der den Kegelschnitt in P beruhrt, der Kriimmungskreis* Aus 
der Gleicbung der Tangente folgt die der symmetriach ge- 
neigten Kriimmungssehne als 


( 13 ) 


x'x _ y'y a;'* _ 3/'^ 
a’ + ■p’ ■Js + >,« • 
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Die Konstruktion zeigt, dafi der in eimm ScJieitel der 
Kurm osknlkremlc Kreis eine Benihrung der dritten Ordnmg 
mit ihr hat, da nun die Kriimmungssehne mit der Tangente 
zusammenfallt. 

B. l) Unter welcher Bedingung liegen vier durch ihre ex- 
zentrischen Anomalien cc, |3, y, S gegebenen Punkte einer Ellipse 
in einem Kreis 

Die Sekne, die zwei der Punkte verbindet, mufi mit der einen 
Itichtung der Hauptaclise denseiben Winkel bilden, wie die Sebne 
der beiden anderen mit der entgegengesetzten Ricbtung der Achse; 
die Sehnen sind nach Nr. 169,2 durch 

* cos ‘ (a + (S) + I sin -- (a + ^) = cos - (a - |S), 

I cos I' (y + S) + sin -J- (y + <5) = cos (y - d) 


gegeben ; man hat somit cot j (a + cot ^ + 6) = 0, d. i. 

« + (3 + y + d=a0, oder = 2m7t, 


wo m eino beliobige ganze Zahl bedeutet. 

2) Bestimme die Koordinaten des Punktes L, in dem der in 
/* oskulierendo Kreis die Ellipse ferner schneidet. 

Wir haben cc^ § ^ y, also d = — 3a, oder 




3aj' 




/)?> Kriinwitoigssehne hat daher die Gleichung 

^ cos a — sin cc = cos 2a (^Nr. 1G9, 

3) Der Punkt L liegt auch in einer Geraden, deren Achsen- 
abschnitte die doppelten Koordinaten des Punktes P nait umge- 
kohrten Vorzeichen sind, niimlich 


X 

03 ' 



0 . 


4) Drei Punkte einer Ellipse, deren oskulierende Kreise durch 
einen gegebenen Punkt der Kurve gehen, liegen in einem Kreis, 
der diesen Punkt entbiilt, und bilden ein Dreieck, dessen Schwer- 
punkt im Kurvonmittelpunkt liegt. 

Aus dem gemeinschaffclichen Schnittpunkt d der oskulierenden 
Kreise folgt nach Aufgabe 2) zur Bestimmung des Bertihrungs- 
punktes a — Jd, und da der Sinus und Kosinus von d unver- 
jindort bleiben, wenn d urn 360® vermebrt wird, so ergibt sich 
ebenso — J d + 120®, y — |d + 240®. Nach 1) liegen 
diese drei Punkte in einem durch d gehenden Kreis.*^®) 
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Wenn wir hier X\Y als gegeben voraussetzen , so ist, weii 
den x' I bestimmenden kubiscben Gleicbungen die zweiten Glieder 
feblen, die Summe der drei Werte yon x und y gleicb Null, und 
daher ist nacb Nr. 14, 4 der Anfangspunkt der Koordinaten der 
Scbwerpunkt des durcb die Puukte gebildeton Dreiecks. Wir er- 
kennen aucb, daB die Normalen in diesen Punkten die drei Hdhen 
des Dreiecks sind, und daB sick daher diese Normalen in einem 
Punkte schneiden, wenn die Halbierungslinien der Seiten des Drei- 
ecks durcb den Mittelpunkt der Ellipse gehen (Nr. 169, 6). 

5) Wenn drei Punkte einer Ellipse so liegen, daB 

(Cj + aig + ajg = 0, 2/i + 2/2 + ?/a = 0, 

so gehen ihre Kriimmungskreise durcb den Punkt 

Y,yM^ der Ellipse. 

6) Zwischen den Parametern derPuBpunkte der vier aus einem 
Punkt nacb einer Ellipse gezogenen Normalen (Nr. 178) findet nacb 
den vier Gleicbungen aus Nr. 194, 16) die Beziebung statt: 

+ = (2?w + l)7U. 

Daher gebt der durcb die PuBpunkte 1, 2, 3 von dreien der Nor- 
malen gelegte Kreis durcb den diametral entgegengesetzten Punkt 4 ^ 
zu dem Pufipunkt 4 der letzten Normale. Bei dor Parabel gebt 
er durcb den ScbeiteL (Vgl. 213, 8.) Der Kreis scbneidet die 
Tangente von 4' im FuBpunkt des Lotes, das auf sie vom Mittol- 
punkt der Ellipse gefallt wird.'^'^) 

Bezeicbnet den zur Sebne ih zwischen zweien der vier 
NormalenfuBpunkte parallelen Halbmesser des Kegelscbnitts, so isi 
(vgl. Nr. 169, 3) 

== 

7) In alien Kegelschnitten ist der Kriimmungsradius gleich 
dem Quotienten aus der dritten Potenz dor Normale v und dom 
Quadrat des Parameters p, 

8) Man driicke den Krammungsradius einer Ellipse in Punktion 
des Neigungswinkels der Normale gegen die Achso aus. 

9) Die Langen der Sebnen des Krammungskroises, die 
durcb den Mittelpunkt bez. den Brennpunkt eines Mittelpunkts- 

kegelscbnittes gehen, sind — p bez. — * 

Cl» Ch 

10) Die Pokalsebne des Krammungskreisos far einen Punkt 
im Kegelscbnitt ist der Pokalsebne des Kegelscbnittes gloich, die 
der Tangente in dem Punkt parallel ist. (Vgl. Nr, 184, 3 und 243.) 

221. Krummimgskreis der Parabel. Die Koordinaten 
Xq I des Mittelpunktes des zum Punkte | der Parabel 
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2px gehorigeu Krtimmungskreises erhalt man aus den 
Formeln in -Nr. 213,7, wenn man daselbst 2/3 = ^iid m^2p 
setzt. So ergibt sicb 


(14) 


P 


Das Quadrat des Radius q folgt aus q~ = — ajj)* + — y^y, 

uamlicH 


(15) 


2^ + 


Die Pormel (15) liefert sofort folgende Konstruktion des 
zu Pj gehorigen Kriimmungsmittelpunktes: Vom 
FuBpunkt M der Ordinate von (Fig, 113) tragt 
man in Riclitung der positivenrr-Acbse die Strecke 
2) + anf die ^u-Achse ab; das im Endpunkt Q 
dieser Strecke errichtete Lot trifft die Normale 
von P^ im KrCimmungsmittelpunkt C.^) Da die 
Snbnormale eines Parabelpunktes gleicb p ist, 
kann man naturlich aucb, um Q zu erbalten, vom Scbnitt- 
punkt N der Normale und der Acbse der Parabel die Strecke 
2xi abtragen. Die Ricbtigkeit der angegebenen Konstruktion 
von C folgt aus MP^iMN = QOiNQ oder J/o* 

(lie 2/0 ergibt. Aucb das Stuck der Normale vom 

Punkte N bis zu ibrera S(dniittpiinkt 8 mit dem im Endpunkt T 
der Tangente auf der Parabelachse errichteten Lot ist so groB 
wie der KrQmmungsradius p. 

Aus der auf einen Durchmesser und die unter dem Win- 
kel & konjugierte Tangente bezogenen Gleichung y^=^2p'x 
der Parabel linden wir nacb dem Kriterium von Nr. 217 fiir q: 



(16) Q sin -O’ «=» jo' Oder q sin** -O’ p (Nr. 203). 

Aus Nr, 205 folgt aber jp' sin 'O’ — oder p ■=» n sin O’ und O 
ist nacb Nr. 209 das Koraplement des Winkels ^ zwiscben 
Brennstralil und Normale. Daber ist aucb fiir die Parabel 
p cos^ if ^ somit sind aucb dieselben Konstruktionen an- 
wendbar. 


*) Icb verdanke diesc Konstruktion einer freundlicben Mitteilung 
von Herm K. Eobn in Leipzig. 
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Besonders einfach wird die zweite von Nr. 219, da der 
Hauptkreis der Parabel ihre Leitlinie ist (Nr. 211), also der 
Orthogonalkreis desselben den Mittelpunkt auf dieser hat. 
Das Stuck der Normale von der Parabel bis ^ur Leitlinie ist 
gleich dem halben Krummungsradkis, Die Krummnng der Para- 
bel ist im Scheitel am groBten und nimmt von da unbegrenzt 
ab; der Krilmmungsradms des Scheitels ist gleich dem Haupt- 
parameter p. 

B. 1) In der Parabel ist die Pokalsehne des Krilmmnngs- 
kreises eines Punktes Pj gleich dem doppelten Parameter des 
durch Pj gebenden Durchmessers. 

2) Der Flacheninhalt des von den Kiiimmungsmittelpunkten 
dreier Parabelpunkte mit den Ordinaten gebildeten 

Dreiecks ist 



111 


Vi y% yt 





Die drei Kriimmungsmittelpunkte liegen in einer Goraden, wenn 
die Summe der aus je zwei Ordinaten gebildeten Produkto Null ist. 

222. Die Evolute einer Kurve ist der Ort der Krum- 
mungsmittelpnnkte ihrer Pnnkte. 

Um die Evolute eines Mittelpunktskegelschnittes zu tiinden, 
wird man die Koordinaten eines Punktes x^\y^ des Kegel- 
schnittes durch die x\y seines Krummungsmittelpunktes aus- 
drucken und diese Werte in die Gleichung der Kurve ein- 
fdhren. Man erhalt als Gleichung der Evolute einer Ellipse 
bes. Hyperbel 

(17) (aa?)y ± Q)y)f = ct', c^^a^T b\ oder auch 

(18) (c* - a*®* T bY) * T 27 aW xY =■ 0. 


Ebenso wird die Gleichung der Evolute der Parabel 
gefunden: 

(19) 27ij/=8(ic-jp)»; 

diese Kurve dritter Ordnung ist die semihibische oder Neil- 
sche Parabel. 

Da jeder Punkt der Evolute Schnittpunkt von zwei be- 
naohbarten Normalen des Kegelschnittes ist, bertihren diese 
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offenbar die Evolute. Daher kann man sich ihre Gestalt 
leicbt veranschaiiliclien, indem man eine Anzahl Normalen 
konstruiert. Man bemerkt insbesondere, daB die Eriimmungs- 
mittelpunkte der Scbeitel Spitzen der Evolute sind, in denen 
sick die Evolute von beiden Seiten an die Acbsen anscbmiegt. 

223, Gemeinsame AsymptotenricMniigen. Zwei Kegel- 
sohnitte baben ferner (Nr. 214) eine besondere Lagenbeziebung, 
wenn eine ibrer Scbnittsebnen mit der unendlicb fernen Ge- 
raden identiscb wird. Die Kurven baben damn ibre Asymptoten- 
ricbtungen gemeiusam, konnen sicb also 
nur nocb in zwei im Endlicben gelegenen 
Punkten scbneiden. Dies ist auch geo- 
metriscb klar, wenn die beiden Kurven Hy- 
perbeln mit parallelen Asymptoten sind; 

Figur 114 zeigt einen endlicben Scbnitt- 
punkt zweier Astc derselben. Ein Beispiel 
von Ellipsen mit gemeinsamen Asymptoten- 
ricbtungeii bieten uns die Kreise (Nr. 115), die desbalb nur 
zwei Scbnittpunkte im Endlicben baben. 

Nun biiugen die Ricbtungen der Asymptoten nur von den 
bocbsten Gliedern der Qleicbung ab (Nr. 130), indem diese Ricb- 
tungen mit denen des Geradenpaares + 

iibereinstimmen. Daber ist die notwendige und hinreichende 
Bedingmg dafur, da/3 zwei Kegelschnitte ihre unendlich fernen 
Punlde gemeinsam hahen^ die, da/3 die Koeffizienien der GUeder 
zweiten Grades Hirer Gleichungen entsprechend proportional sind: 



( 20 ) 


^11 * ^11 • ^19 ^99 • ^ 99 * 


la • ^*'12 ‘ 


^ 22 * 


In Mittelpunktskegelscbnitten dieser Art sind die Acbsen 
parallel, weil sie die Asymptotenwinkel balbieren. Ziebt man 
iU)erhaupt zwei parallels Durcbmesser, so sind die zu ibnen 
konjugierten in beiden Kurven wiederum parallel, denn diese 
Paare sind in bezug auf die Asymptoten barmoniscb (Nr. 168). 
Endlicb bangt die numeriscbe Exzentrizitat nur vom Asym- 
ptotenwinkel ab (Nr. 163). Kegelschnitte von gleicber Ex- 
zentrizitat baben gleiche Asymptotenricbtungen, sobald ihre 
Acbsen parallel sind. 
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Sind die beiden Kegelscbnitte Parabeln, so baben sie 
dieselbe Exzentrizitat, namlich Eins (Nr. 201), und sie werden 
durcb die unendlich feme Gerade in je einem Punkt beriibrt, 
der in der Richfcung ihrer Durcbmesser liegt. Daher leruhnm 
sich alle Pardbeln von parallelen Aclisen im Unmdlichm, 

224. Ahnliche Kegelscbnitte in ahnlicber Lage. Wenn 
zwei Mittelpunktskegelscbnitte gemeinsame Asymptotenrich- 
tungen baben, so erbalten wir durcb Paralleltransformationen 
(Nr. 140) ibre je auf den Mittelpunkt bezogenen Gleichungen 
in den Formen 

/2i^ ^11^^ + + % «= 0, 

2^13 ^22 2/^*+ 635 =» 0. 

Piibren wir dann statt x\y Polarkoordinaten statt . 7 ;' I//' 
ein, so folgt aus Nr. 130 
(22) fiir %' -= d'\ 

d. h. parallele Halhmesser sincl proportioml. 

Nun beiBen irgend zwei Piguren dhnlich imd in aim- 
licher Lage oder homothetisch, wenn die Vektoren OP der 

ersten von einem gewisson 
Punkt 0 aus in einem kon- 
stanten Verhaltnis zu dtm 

/ / j parallelen Vektoren op der 

y y zweiten von einem anderen 

u6. Punkt 0 steben (Pig. 115). 

Wenn es moglich ist, zwoi 
solche Punkte 0 und 0 zu finden, so kann man daher 
unendlicb viele andere bestimmen. Denn, wenn man einen 
Punkt 0 wablt und oc parallel zu OC und im konstanten 
Verhaltnis op: OP zieht, so ist in den iibnlicben Droieckeu 
OOP und ocp die Gerade op zu OP parallel und in dem gt*- 
gebenen Verhaltnis. Ebenso kann man von jedem anderen 
durcb c gezogenen Vektor zeigen, dafi er zu dem durcb (I 
gelegten parallelen Vektor in demselben Verhaltnis stebi .In 
swei homothetiscJien Mittelpunlctslcegelschnitten aind alle Dureh- 
messer des einen proportional den parallelm Durchmessem den 
anderen* Die Produkte OP*OQ^ op-og sind den Quadraten 
paralleler Durcbmesser proportional. (Vgl. Nr. I5l.) 
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Man pflegt in der Regel nur den Fall tines reellen Fro- 
poHionalitatsfalctors r:r^ in Betracht zu ziehen. Mit dieser 
Beschriinkung, daB parallele Durchmesser zngleich reell sein 
sollen, sind zu einer reellen Ellipse nur wieder reelle Ellipsen 
homothetisch, zu einer Hyperbel innerbalb des Asymptoten- 
winkels 2&q nur Hyperbeln in gleicben Asymptotenwinkeln. 
In diesem Sinne konnen abnlicbe und ahnlicb gelegene Kegel- 
scbnitte als solcbe definiert werden, die parallele gleicbnamige 
Acbsen und dieselbe Exzentrizitat baben (Nr. 223). 

Wenn jedoch und 633 in den Gleicbungen versebiedene 
Vorzeichen liaben, so ist der Proportionalitatsfaktor imaginar. 
Die l)eiden Gleicbungen ( 21 ) stellen dann eine reelle und eine 
imaginiire Ellipse oder zwei Hyperbeln in supplementaren Asym- 
ptotenwinkeln dar. Insbesondere fUr ^33 + 0 sind die 

Hyperbeln konjugiert und die Ellipsen kbnnten ebenso bezeicb- 
net werdeu (Nr. 1 G 2 ). 

Kndlich sind alle Farabeln dJmlich und dhnlich yelegm, 
derm Acbsen dieselbe liichkmg habcn, Denn die Scbeitel- 
glcicbungen y^^2px, liefern die Vektorenwerte 

;• cos • 0 ’ : sin-O, r^ = 2 jp' cos 0 ' : sin^ 0 ', mit 0 = 0 ', also 
parallele Vektoren in dem konstanten Verbiiltnis 

# 225. Almliohkeitszentra. Verbinden wir dieEndpunkte 
P und p paralleler und proportionaler Sebnen aus 0 und 0 , 
HO geben die Geraden nacb Nr. 118 durcb einen festen Punkt 
A in OOy der als Zentrum dtr Ahnlichheit oder als Ahnlich- 
Iceitspunkt bezeichnet wird. Die AhnlichJceitsstrahlen AP^ Ap 
HOwie AO, A 0 und AC, Ac baben dasselbe konstante Ver- 
haltnis k, wie die parallelen Sebnen OP, op- Wenn wir daber 
in den Vektoren AP eines Kegelscbnittes Ap in konstantem 
Verbiiltnis zu AP nebmen, so ist der Ort von p ein abnlicber 
und ilbnlich gelegener Kegelschnitt Zu cinem gegebenen Kegel- 

schnitt d,em Nullpunlct als Ahnlich- 

keiispunkf erlialtcn wir jedm dhnlidhm und ahnlich gelegenm 
KegelsdhniU durch die Substitution von lex | hy statt x\y als 
+ 2a^.xy + + 2h{a^^x + a.^^y) + % = 0 . 

Da durcb dieselbe Substitution die Gleicbung des vom 
Nullpuukt Husgebenden Tangentenpaares (Nr. 147) niebt ge- 
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andert wird, so herUhren alle ahnlichen und dhnlich gelegenen 
Kegelschnitte dasselbe Tangmtmpaar axis dem Ahnlichlmtspunld, 

Wir denken nun die vorhin angestellte Betrachtung fur 
zwei homotlaetisclie Mittelpunktskurven wiederholt^ indem wir 
0, 0 mit den Mittelpunkten C, c dieser Kurven zusammen- 
fallen lassen. Dann geken die Verbindungsgeraden der End- 
punkte entgegengesetzt gerichteter Halbmesser durch einen 
Punkt J der Zentrale Gc, der diese in demselben Verbaltnie 
innerlich teilt wie A auBerlicb. Zwei ahnliche und iihnlich 
gelegene MittelpunhtslcegelscJmiUe haben daber mvei Ahnlichkcits- 
punUe, einen mlieren A und einen inneren «7, die die Zentrale 
harmoniscli im AJmlichIceitsv&rhaltnis h teilen; sie sind reell, 
solange h reell isfc (Nr. 224). Und: Zwei liomothetische Mitleh 
punUskegelschnitte haben mmi Paare gcmeinsamer Tangentenj 
die sich in den Ahnlichlceitspimlcten schncidcn. 

Die weitere Analogie zu den Beziehungen zweier Kreise 
ist in den Beispielen erlautert und wird fur homothetische 
Ellipsen durch Nr. 173 begriindet. In der Tat erhalten wir 
aus zwei Kreisen zwei homothetische Ellipsen, indem wir die 
zur Zentrale rechtwinkligen Ki’eisordinaten um ihre FuBpunkte 
urn einen konstanten Winkel drehen. 

Parabeln mit parallelen Achsen haben nur einm Ahnlieb- 
heitspmU und nur ein Paar gemeinsamer Tangmiten, niimlich 
im Endlichen, da das zweite in die unendlich feme Gerade 
fallt (Nr. 223). Der Ahnlichkeitspunkt teilt die Verbindungs- 
gerade der Scheitel im Verhaltnis der Hauptparameter, denn 
die Entfernungen zwischen Scheiteln und Brennpunkten sind 
parallel und proportional. Der Teilpunkt ist ein auBerer oder 
innerer, je nachdem die Parabeln in demselben oder in ent- 
gegengesetztem Sinne gekriimmt sind. 

B. 1) Wenn durch einen Ahnlicbkeitspuukt von zwei Uhn- 
lichen Kegelschnitten in iihnlicher Lage ein Paar Vektoren gu 
zogen werden, so sind die Verbindungsschnen ihrer Endpunkte 
entweder parallel, oder sie schneiden sich in der Sehne der end* 
lichen Schnittpunkte der Kegelschnitte. 

2) Die sechs Ahnlichkeitspunkte dreier homothetischon Kegol- 
schnitte liegen zu dreien in vier Geraden (don Ahnlichkoitsachsen, 
Nr. 122). 
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3) Das Ahulichkeitsverhaltnis "k zweier durch ihre all- 
<iemeineu Gloiciiungen gegebenen bomotbetiscben Kegelscbnitte 
rtjiic® + + 2aij» -f 2a^^y + a^g = 0 und 

"n*" + 2a,ja:?/ + anV^ 4- -j- x + 2/ + -p = 0 

ist durcb A = bestimmt, wenn A^ A^ ibre Diskriminanten sind. 

Dio Koordinaten der Ahulicbkeitspunkte ergeben sicb daraus, 
daB diese die Zentrale ™ Verbaltnis ± A; teilen. 

226. Konzentrisolie homotlietisclie Kegelsclmitte. Die 
Hesonderlieit der Beziehung von Kegelschnittm mil gemeinsamen 
Asymptoten ist dadurch zu charakterisierenj daB sie homothetiscJi 
mid konmitrisch sind. Da dann ihre Achsen zusammenfallen, 
heifien sie auch koaclisinl. Solclie Kegelscbnitte haben die- 
solben unendlich fernen Punkte uud in ibnen iiberdies dieselben 
Tangenten. Ahnliche, ahilieh gelegene konmitrische KegelschniUe 
heruhrcn einander in ihren tmendlich fernm PtmUen, baben 
also im Endliclien keine Schnittpunkte, wie dies uns von den 
konzentrischen Kreisen bekannt ist (Nr. 115). 

Dio Olcidhungon konmitrischAiomoihetiscther KegelschniUe 
sind nur hi den konstanten Gliedern verschieden, Denn nicbt 
imr die Kooffizienten der Glieder zweiten Grades miissen pro- 
porti(mal sein (Nr. 223), sondern auch diejenigen der Glieder 
crsten Grades, weil die Koordinaten des Mittelpunktes ancb 
von diesen, nicbt aber von abbilngen (Nr. 139). 

Zwei Parabeln, deren Gleichungen nur im konstanten Glied 
voneinander verschieden sind, baben dieselbe Acbse und gleicbe 
Hauptparameter, da weder jene nocb dieser (Nr. 198) von 
abhangt. Koachsiale und ahnlich gelegene Parabeln = 2px, 
:^2p{x sind kongruent und haben miteinander eine 

Bonihrumj driller Ordmmg im Unendliohen; sie baben keine 
Schnittpunkte iin Endlicben. 

B* t) Die FuBpunkte der Normalen konzentriscb-bomotbe- 
tisiihor Kogclsclmiito aus einom Punkt oiner Acbse liegen auf 
einoin zu diosor Acbse (Nr. 178 und 205). 

2) W<*nn cine Gerado zwei illmliobe, Jlhnlicb gelegene und kon- 
zeutrischo K(‘.gtdscbmite scbneidet, so sind die zwiscben den Kegel- 
scbnitien ontbaltcnon Abscbnitte der Geraden gleicb. Jede Sebne 
dcH iluBoron Kegelsohuitios, die den inneren bertibrt, wird im Be- 
riibnmgspunkt halbiort. 

HftImou-FiodUr: uuw.1. Goom. d, Kogolaobu. 8. Aud. 


27 
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Dies wild in derselben Art bewiesen, wie die Siitzo von Nr. 174, 
die nur besondere Falle des gegenwUrtigen Satzes sind, denn die 
Asymptoten einer Hyperbel kSnnen als ein zu ihr iibnlicher Kegel- 
schnitt in abnlicber Lage betracbtet werden, weil die bQchsten 
Glieder in der Gleichnng der Asymptoten dioselben sind, wie die 
in der Gleichnng der Kurve. 

3) Wenn eine Tangente in V, einem beliebigen Punkto der 
inneren von zwei konzentrischen, ahnlichen und ilhnlich gelegeneu 
Ellipsen, die Sufiere in den Pnnkten T und T' schneidet, so ist 
jede durch V gezogene Sehne der inneren die Halfte der algebrai- 
schen Summe der pai*allelen Sehnen der auBeren durch T und 7’^ 
227. Ahniiohe Kegelschnitte. Zwei Piguren sind ahnlich^ 
dber nicht in ahnlicher Lage, wenn die proportionalen Vektoren 
einen konstanten Winkel miteinander bilden, anstatt parallel zu 
sein. Wenn wir also die eine der Piguren um diesen Winkel 
gedreht denken, so wird aucli die iihnliche Lage liergo.'^ttdlt. 

Unter welcher JBedingung sind met durch ihre allgvmvhnen 
Gleichmgen gegebene Kegelschnitte ahnlich? 

Wir haben nur die erste Gleichung zu Acbscn zu trans- 
formieren, die mit den gegebenen irgend einen Winkel d' 
bilden, und zu untersuchen, ob dem ^ ein Wert beigelegt 
werden kann, der die neuen Koeffizienten don 

alten proportional macht. Sei 

agg so sahen wir in Nr. 154, daB bei recbtwinkligeii 

Koordinatenachsen die QroBen + durch 

Transformation der Koordinaten unverandert bleiben und daB also 

^11 ^22 ^ 11 ^ 22 ) ? ^ 11^22 ^ 12 11 ^ 22 ^ is ) 

ist. Durch Elimination von h folgt die geforderte Bedingung 

(23) (otiia22 — ““ ^^^ 2 ) • 

In schiefwinkligen Koordinaten findet man in derselben 
Ai-t nach Nr. 154 die Bedingung der Ahnlichkeit 

^24) ^ — 

^ ^ («ii + «28 “"^aijcos < 0 ) 5 * (a'ji + a'g,— 2rt\,co8<j))*’ 

AusNr.58 geht als die geometrische Bedeutung der gefundenen 
Bedingung hervor, daB die Winkel der reellen Oder imagintiren 
Asymptotenpaare der beiden Kurven gleich sind. Inshesmuhrc 
sind swei Paraleln siets ahnlich, da dann die gefundene Ba- 
dingung identisch erfiillt ist. 



Klmliche Kegelschiaitte. Konfokale Kegelscimitte « 419 


Man sieht auch, daB die Ausdriicke konzentrisch-homo- 
thetisclx und koachsial ahnlicli gleickbedeutend sind. 

228. Konfokale Kegelscimitte. Unter den koachsialen 
Kegelschnitten kaben auBer den ahnlichen diejenigen eine 
groBe Zahl merkwtirdiger Beziehungen zueinander, die dieselhen 
Brcmipunlde baben und daher Tconfolcah (Jiomofohale) Kegel- 
schnitte heiBen. Denn eine groBe Zahl der im X. Kapitel ent- 
wickelten Eigenschaften der Kegelschnitte hangen nur von 
den Brennpunkten und nicht von den Achsenlangen ab. 

Zwei Mittelpunktskegelschnitte, deren gleichnamige Achsen 
je in dieselbe Gerade fallen, sind konfokal, wenn sie die gleiche 
Fokaldistanz c baben, d. li. wenn die Differenz ihrer Halbachsen- 
<|uadrate konstant ist. Bezeicbnet h eine willkurliche GroBe, 
so sind die Oleiclmngen aller honfolcalen Kegelscimitte mit den 
Brennptmlden i 1 0 in der Form enthalten 


(25) 




1 . 


Diese Gleichtingon stellen reelle Ellipsen dar fur alle 
uogativen und diejenigen positiven Werte von 7c, die kleiner 
ale 6* < sind*, bei wachsendem h riicken die Scheitel der 
groBen Acbse den Brennpunkten iminer niiher. Piir Werte von 
k zwiscbeu und cr' sind die Kurven Hyperbeln, deren Haupt- 
achsen luit wachsendem k kleiner werden. Endlicb lieferii 
idle a* tibersteigenden positiven Werte von 7c imaginare EUipsen. 
Die hmfohalm Kegelschnitte sind Ellipsen, Hyperbeln oder ima- 
gindre Knrven, je naclidem 7c < b^ <,Jc <i oder a? < 7c ist 
Den Werten k =*=> 6* bez. k *=» a? entspricht die Reduktion 
der Gleichung auf — 0 bez. = 0, so daB die Achsen selbst 
als die Orenzen erscbeinen, die konfokale Kegelschnitte ver- 
schiedener Gattungen trennen. Indessen werden wir erkennen 
(Nn 230 Anm., Nr. 232), daB die Brennpunktspaare selbst in 
ganz bosonderem Sinne diese Grenzen bilden. 


229. Sohnltt konfokaler Ellipsen und Hyperbeln. Zwei 
konfokale Ellipsen bez. Hyperbeln haben Jeeine reeUen Schnitt- 
pankte. Denn, sind ihre Gleichungen 


(26) 


A. y" 


cc* 




27 ’^ 
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so gentlgen die Koordinaten des Schnittpunktes axxch ilirer 
Differenz, die nach Division durch Ic — W die Gleichuiig lieferfc 


(^'^) (fflS _ %) (a« _ P) + (6* - ];)(b* - ]?) 


= 0 . 


Diese stellt aber stets ein iniagina'res Greradenpaar (Durcbmesser- 
paar) dar, sobald Je uad ¥ einer uad derselben der XJagleich- 
beiten voa Nr. 228 geaSgea, also die beidea Faktorea der 
Glieder je gleicbe Zeicbea babea. 

Dagegea babea, falls h < b*, b* < ft' < ist, die beiden 

Glieder eatgegeageset/ie 
Zeicbea. Eine Ellipse md 
erne Sypcrbd des Jronfolcaleti 
Sysfetns schneidcn sicli in vier 
rcellen, Piin/cten (Fig. 110), 
Diese bilden ein bezaglich 
der Achsea syminetriac.lies 
Recbteck. 

Zwei Iconfolcalc Kegel- 
sclmitte schne.idm sich stets 
rechttoinUig, dena in jedeni 
Scbaittpuakt x' | y' zweier koafokalea Kegelschaitte siad deren 
Taagentea ausgedrilckt darcb 



(28) 


¥x _ , x'x y'y 

a‘-k b^-k ’ k' 


uad die Bediagang ihrer Orthogonalitiit (Gl. (20) auf ts. 07) ist 
ideatiscb mit dem Brgebais der Substitution von x'\y' in die 
Gleicbung des Geradenpaares (27). Da6 sicb eiae reelle Ellipse 
uad eineHyperbel mit gemeinsamen Brennpunktenrecbtwinklig 
scbneiden, folgt auch scbon daraus, daB ihre Taagentea in jedoui 
Scbaittpuakt P die auBere uad die innere Halbierungslinie des 
Winkels der Brennstrablen von P siad (Nr. 187). Die Hauptaebse 
der Ellipse bez. Hyperbel ist dann gleich der Summe be/-. 
Dilferenz dieser Brennstrablen.*) 

*) Man erkennt, daB die Methode von Nr. lUf) ebonfalls I'aam 
konfokaler Kurren liefert. Man zeigt loioht, daB die Kllipso uad dii* 
Hyperbel jener Konstruktion die Winkel der GrundkreiHO hiilbioron. 
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Hieran schliefien sich weitere tfbertragungen der Brenn- 
puxiktseigenschaften auf Beziehungen zwischen konfokalen 
Kegelschnitteu. Die TangenU und die Normale in einem PunUe P 
mics Kegelschnittes sind fur alle Tangentenpaare aus P an 
kmfolcale Kegelscfinitte die Winlcelhalbie/renden, oder diese bilden 
eine symmetrische Involution (Nr. 95). Denn nach Pig. 98 
von Nr. 188 baben die Tangenten PB, PB' und die Brenn- 
strahlen PP^ PF' dieselben Winkelbalbierenden, und zwar 
sind dies, wenn wir uns einen Kegelscbnitt durch P denken, 
der F, zu Brennpunkten bat, nacb Nr. 187 dessen Tangente 
und Normale. 

B. 1) Der Ort des Poles einer festen Geraden in bezug auf 
lionfokalo Kegelsclmitto ist eine zu ibr senkrecbte Gerade. 

Der Pol einer Geraden ffx -I- /;?/ + 1 == 0 in bezug auf 

1 wird aus don Gleicbungen — a? = 

(Nr. 107) gofunden; sind die Brennpunkte des Kegelschnittes ge- 
geben, so ist bestimmt und der Ort des Poles hat 

(labor die Gloichung — * vx + uy = c^uik 

2) Dio Tangenten eines Kegelschnittes in den Punkten, in 
deuen ihu die Taiigonte t eines konfokalen Kegelschnittes schneidet, 
troilen sich in der zu dieser Tangente gehorigen Normale. 

Denn dioso ist der Ort der Pole in 1), weil der Schnitt- 
punkt der gegebenen Qeradon t mit diesem Ort der Beriihrungspunkt 
dorselbeii mit einem Kegelschnitte ist. 

0) Dor Ort. der Berubrungspunkte der aus einem festen Punkt 
der llaupt- oder Nebonachse an konfokale Ellipsen gezogenen Tan- 
genten ist je ein Kreis. 

4) Der Satz Nr. 194,14 gilt auch noch, virenn statt OF^ 
(>F^ die 7'angonten OB, OB' an einen konfokalen Kegelschnitt ge- 
nommou werden. Hieraus folgt: 

Dio einen konfokalen Kegelschnitt beriihrenden Sehnen eines 
Kegelschnittes sind den Quadx'aten der parallelen Durchmesser des 
letztgcnannton proportional. 

5) Die J^iinge einer Ellipsensehne, die eine konfokale 

Ellipse von den Halbachsenquadraten berilhrt, ist 

Di(^ Bodingnng, unter der die Sehne zwischen den Punkten 
von don exzontrischen Aiiomalien a, jS den konfokalen Kegelschnitt 
berilhrt, ist 

(a^ — A'*) cos^ -b (a + ^) + a® (i>® - k^) sin^ J (a + §) 

I cos* -H« - (3), 
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und man hat (Nr. 169, s) 

a* sin^ (a — j3) «= Ic^ { 1)^ cos^ Y (« + jS) + sin^ 4" (^ + 1®) } 

Die L^nge der Sehne ist 2&' sin y (a — /3) = 2 /j&'- : ah. 

Mit Ililfe dieses Bakes Jchnnen verscMedene anf FoJcalsehmn 
hezUgliclie Sdke auf Selmen ausgedelmt we^*dcn, die TconfoJcale KegeU 
schnitte herilliren. 

Er fohrt auch zu einem unmittelbaren Beweis dos Satzes 
im B. 14 von Nr. 194, da sich OB.OR^ und 08,08^ wie die 
Quadrate der parallelen Durchmesser verhalten (Nr. 151) und hier 
bewiesen ist, dafi auch OR — OB' und 08 — 08^ in diesem Vev- 
haltnis stehen. 


230. EUiptisclie Koordinaten. Burch jeden reellen Oder 
magindren PmiU P(x'\if) der Ebene gehen mei Kegelschnitte 
von gegel&nen BrennpunHen, die sich recMwinlclig schneidcn. 
Denn die Gleicliung 

( 29 ) 


liefert bei Einsetzung von | zur Bestimmung von h eine 
quadratische Gleichung 

(30) ¥ - lia^ + ¥ - =» 0. 

DurcbL jeden reellen Punkt P gehen also (Nr. 229) eine Ellipne 
und eine Hyperbel von gegebenen Brennpunkten P\ FK Man 
bestatigt dies direkt durch den Naohweis, daft im Palle ¥ < 
zwischen — oo und b\ zwischen ¥ und a* stets je eine reelle 
Wurzel jener Gleichung liegt.^) Diesen beideii Wurzeln ¥ und 
Jfc" entsprechend seien 

(31) 

die Halbachsenquadrate der Ellipse bez. der Hyperbel. 

Diese Theorie kann eine neue Art von Koordinaten eines 
Punktes P definieren^ die manchmal brauchbar ist. Man nmnt 
die Wurzeln 7c', /c" der Gleichung (30) die elUptisckm Koordi- 
naten des Punktes In der Tat ist auofe P eindeutig 


*^) Fur Punkte x'\0 zerfallt die Gleichung in (/c — 5 *) (ifc — a*-{- ijc' *) *« 0, 
die Wurzel A; =*6* liefert 7c=3a*— a;'* den Kegolschnitt, der 

x' \0 zum Scheitel hat. Ist dagegen insbesondere £c'*=«a*— so (ia6 
auch die zweite Wurzel h = ¥ wird, so ist klar, da0 die Bnnnpxmhie 
±c|0 in einem gewissen Sinn d cm Wert entsproohon , ebenso 

^ I in dem Wert 
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diirch zwei konfokale Kegelschnitte bestimmt, wenn man sich 
auf Punkte eines bestimmten Quadranten beschrankt. Man 
ersetzt dann zweckmaBig durch die Angabe der halben 

Hauptachsen dieser Kurven und driickt durcb sie | j/' 

und die Langen aller von P abbangigen Linien aus. Nacb 
Nr, 185 sind z. B.die Brennstrablen des Punktes 7c', W 

Da namlich nach Gleicbnng (30): 
ist, so konnen wir die Summen und Produkte bilden 

_ ^.3 + ^f2 + + ^f2 ^ yn^ 


also quadratiscbe Gleicbungen mit den Wurzelpaaren 
imd b'®, -- 7;"® aufstellen. Die Betracbtung der Vorzeichen 
lebrt, dafi (x'*, b"* positive Zahlen und also die Kurven 

von verscbiedener Gattung sind. Am den elliptischen Koordi-^ 
nafen 7c" dnes PmUes folgen seine recMwinUigen durch 


(3:j) 


a'^a 
» - 6*’ 


ii'S = 


a»-6*' 


Aus den obigen Summen oder durcb Addition dieser 
Ausdrficke iblgen aber 

(34) - a'^ + a"^ - c* - a"^ + - a'^ - 


als das Quadrat des der Ellipse und der Hyperbel gemein- 
sainen Halbmessers OF. Dagegen ist das Quadrat des zu 
OP konjugierten Halbmessers /S der Ellipse (vgl. Nr. 170): 
(35) - a'- + 5'® - (a'» - 6"*) •= h’^ + h"^ oder a'» - a"*, 

wahrend fiir die Hyperbel der Wert mit dem entgegengesetz- 
ten Vorzeichen zu nehmen ist. 


B, 1) Noigutigswinkel ip zwischen den Tangenten FT, Ft 
aus einem i'unkt F an eino Ellipse und der Tangente in P an 
die konfokale Ellipse. 

Naoh Nr. 229 ist ^ t - 90® - -J- (p - 90®- TFt, also 
ist der Winkol des Tangentenpaares zu bestimmen (Nx-. 167, s). 
Sind a" die halben Hauptachsen der konfokalen Kurven durch 
i', so ist 

it'k"- («'*- a*) (rt"*- 
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und <i a < fiir ein reelles Tangentenpaar. Also nacli Nr. 107, 

Zur Bestimtnung von tg 9) beachte man, da6 wenn tg (p von 
dor Form sich ffir tg 3 9 sofort : I ergibt. Im vor- 

Hegenden Falle ist a*, |Lr== a^— daber wird 


somit sin 'ijj = 
Man bat aucb 




cos 'Ip => 



a'^ cos® 'ijj + sin® tp == a®. 


2) Worden die Fokalabstande PJF^, JPF' anf den Tangenten 
PT, Pi von P aus abgetragen, so ist die Entfernurig zwischcn 
den Endpunkten gleicb der grofien Acbse, 

Denn die Fokalabstande sind ci^ + a' -- a" und in deni 
Dreieck mit der dritten Seite 2 a erhillt man trigonomeiriscb fill* 
tg ~ 9 genau den angegebenen Wert. 

3) Werden von P aus 1’angenten an zwoi feste konfolcalo 
Ellipsen gezogen, so ist das Siuusverbllltnis der Noigungswinkel 
fij f 2 derselben gegen die Tangente der durcb P gebenden kon- 
fokalen Ellipse konstant, wenn F diese Ellipse durchlauft. 

Denn sind die Halbacbsen der innoren Ellipsen, so ist 


sin 

sinafjj 


+ 


1 /a'* — a,* 

y 


von a unabbangig, also fiir Punkte der Ellipse konstant. 

4) Die Abstande d' bez. d'' der Ellipsen- bez. Hyperhel- 
tangente in P vom Mittelpunkt sind durcb die Gleichungon bestiinnit : 


c?'® = 




-I’ 


denn sie folgen aus den zu OP konjugiex'ton Halbinessorn narh 
Nr. 170, 2 nnd nacb Gl. (35), S. 423. 

6) Nimmt man die im Scbnittpunkt F zweier konlbkalen 
Kegelscbnitte 7c^ und Ic” gezogenen Tangenten als Achsen, so gibt 
es zwei konfokale Kegelscbnitte, die diese Tangenten zu Ae.harn 
baben und die Acbsen von 7c' und in C bertthron. Die Halb- 
acbsenpaare dieser neuen Kegelscbnitte sind a', a" und 

Dieser Satz ist nur der Ausdruck der Analogic ZNviseben 
den Werten fiir cZ"® in 4) und denen des Textas fiir 
wabrend d', d” wirklicb die auf die Tangexiten als Acbsen br- 
zogenen Koordinaten von C sind. 
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G) In zwei Ebenen e und deren Eiguren durch die Kollineation 
X ^ bb' : , y^b^y^ix^ verbunden sind, entsprechen den kon- 

fokaleii Kegelschnitten mit den Brennpunkten , F^ in der Ebene e 
die konfokalon Kegelschnitte mit den Brennpnnkten F\^ F\ in der 
Ebona nlimlicb den Ellipsen der einen konfokalen Scbar die 
ilyperbeln der andoren. In der Tat geht die Gleichnng des 
Kegelschnittes der ersten Scbar mit der Halbacbse I 



x^ if 

"T “ 

durch die 

Substitution 


hh' 


X ^ , , // = 

Ubev in 





d. h* mit A A' 


hb^ in 

1^2 + 


1 . 


Die allipiisahcn Koorclinaten entsprecbender Punkte der kollinearen 
Ebenen habou konsiantes Produkt. Durcb diese konfokalen Kegel- 
scbnitte warden die kollinearen Ebenen in eutsprecbende krumm- 
liniga Uechtacka goioilt."’*) 

7) Die nuinarischen Exzontrizitaten der entsprecbenden Kegel- 
Bi'hniite der boidan konfokalen Systeine 
Hind reziprok oder die Asyinptoten der 
llyperbol bilden mitainander donselben 
Winkol wi<» di(^ von oinem Bronnpiinkt 
nach don Endpunkton der kleinen Acbse 
dor Ellipse goisogenen Strablon. 

2B1. Konfokale Parabeln. Da 
Parabeln als Ellipsen oder Hyperbeln 
initeinem imondlioh feimenBrennpunkt 
aufgefaUt wenleu konnen (Nr. 206), 
so sind konfokale Farabeln solchCj die 
dfmselhm lirennpmikt md dkselbe AeJise 
hahen (B'ig. 117)* Die allgemeinen 
Hiltze tlber konfokale Mittelpunkts- 
kegidschnitte flbertragen sich mit entsprecbender Anderung 



aiif konfokale Parabeln. 

Die Oleichnng for den Brennpunkt ale Nullpunkt lantet 

( 36 ) 
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mit willktirlicliem Hauptparameter jp. Die Parabeln 6£&ien sich; 
je nachdem <p positiv oder negativ ist, in der positiven oder 
negativen Richtung der rc-Acbse. JDurch jeden PtmU der Ebene 
geJien mei Parabeln von gegebenem JBrennjomM imd gegebener 
AcJise^ die sich rechtwinUig schneiden. Denn durch Einsetzung 
von in (36) entsteht eine qnadratisclie Gleichung mit den 
Wurzeln Pg? deren Summe und Prodnkt die Werte haben 

ft+Pi 2a:', 

Die zweite Bedingung zeigt, daB die Tangenten der zu 
und JP 2 gebSrigen Parabeln recbtwinklig sind. In konfokalen 
Parabeln mit reeUen Scbnittpunkten sind die Brennstrablen 
der Scheitel und \p^ entgegengesetzt gericbtet. 

B. Die aus P an konfokale Parabeln gezogenen Tangenten- 
paare haben dieselben Winkelhalbierenden wie der Brennstrahl 
und die Achsenparallele von P. 

Man priife die Gtiltigkeit der Satze Nr. 230, 3, 5 fiir Parabeln. 
Welche Bedeutung erhalt B. 6? 

232. Konfokale Knrvren zweiter Klasse. Neben der vor- 
stebenden ist die Bebandlung in Linienkoordinaten angezeigt. 
Nach Nr. 167, S. 330 ist die Tangentialgleichmg honfolcaler' Zentral- 
Icegelschnitte 

(a® — 1c) + {b^ — k) « 1 oder 

(37) 4- b^v^ — 1 = 7c (w^ + v^), 

und man erh’alt leicbt wie in Nr. 196 die det' konfokalen 
Parabeln aus + x^)u ^ y'u = — jp^y in der Gestalt 

(38) j?(tc^+y'*)-2w-0. 

Da die Gleicbungen (37) und (38) die GroBe k bez. p nur 
linear enthalten, so beriibrt unter den konfokalen Kegelschnitten 
nur je einer eine gegebene Gerade u | y. Durch die JBrennpunkte 
und eine Tangente ist daher ein Kegelschnitt eindeutig hesUmmi, 
nicbt aber durch die Brennpunkte und einen Punkt. (Vgl. 
Nr. 230 Anm.) 

Die Diskussion der Gleicbungen fiir die Werte der Kon- 
stanten liefert eine bemerkenswerte neue Anschauung der 
Grenzfalle k = 6®, jfc === a-, jo = 0. Dieselben liefern namlich 

(39) c^'u^ - 1 - 0, c^v^ +1=0; y - 0, 
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d. h. zerfallende Gleichmgm von FmUepaaren, Das erste bez. 
zweite Punktepaar wird von den reellen bez. imaginaren Brenn- 
))unkten gebildet; endlicb stelit w = 0 fiir 0 • + w = 0 (Nr. 16); 

Oder sowohl ftlr u == 0 als 1 : = 0; dies sind die Gleichungen 

der Punkte oo j 0 und 0 1 0, der Brennpunkte der Parabel. Das 
hoiBt: alle Strahlen durcbi den einen oder den anderen Brenn- 
punkt eines Paares sind Tangenten einer konfokalen Knrve 
zweiter Klasse. Sonvit gelten die Paare der BrennpmJcte selbst 
(tk Grenjsformen, das reelle als die zwiscben konfokalen EUipsen 
nnd Hyperbeln, positiv oder negativ gerickteten konfokalen 
Parabeln, das imaginare als die zwiscben Hyperbeln und ima- 
ginilreii Kegelschnitten. Dabei werden aber die Kegelschnitte 
ausdrilcklicli nur als Kurven zweiter Klasse betracktet; wakrend 
ill Nr. 228 die Acksen selbst als entartete Kurven zweiter 
Ordnung auftraten. 

Den beiden zu W und oder zu und gekorigen 
Kurvengleickungen geniigen nur solcke Wertepaare von u\v 
gleichzeitig, die auch die Difiterenz dieser Gleickungen befriedi- 
geri; niimlick v^^O, Diese Gleickung stelit aber das Paar 
<ler imaginaren Kreispunkte dar (Nr. 61 und 196). Alle Imi- 
fokalen Kunm mdter Klasse heruhren daJier vier feste Tangenten 
der ahsoluten liichtmgen, Wirklich ist dies nack Nr, 181 
ireradezu die Definition der gemeinsamen Brennpunkte. 



Dreizehntes Kapitel. 

Die Metliode des Unendliclikleinen. 

233. Die Differential- nnd Integralreclinung erlaiibt auf 
sehr einfacbe Weise, die Tangenten der Kurven, die GroBe 
ihrer Flachen und die Lange ihrer Bogen za bestimmen, Oh- 
gleich wir von der Symbolik und den Gruiidbegrififen der 
DijBferentialreclinung in diesem Werke weiterhin mekrfacheii 
Gebrauch machen werden, woUen wir docli einige der an- 
gedeuteten Fragen, insofern sie sich. eben nur auf Kegelsclinitte 
beziehen, bier ohne direkte Vermittelung der genannten Metbo- 
den der Untersucliung behandeln, urn eine Idee von der Art zu 
geben, wie solcbe Fragen vor der Entdeckung der Ditlerential- 
und Integralrecbnung bebandelt wurden. 

Wir geben damit zugleicb ihren analytiscben Begriffen 
die geometrische Grundlage, Und die geonietrische Methode^ 
die wir erlliutern, bat in bezug auf mancbe Fragen vor der 
Analysis den Vorzug der Einfacbbeit und Kiirze; sie fdhrfce 
nocb in neuester Zeit zu einzelnen scbonen Ergebnisaen (vgl. 
Nr. 247), die durcb Anweudung der Integralrecbnung auf die 
Rektifikation der Kegelscbnitte nicbt gefunden worden wareu. 

Wenn ein gleichseitiges Vieleck einer Kuvve eiiigeschrieheu 
ist, so nahert sicb augenscbeinlicb der Inbalt und Umfaxig des 
Vielecks urn so mebr der Gleichheit mit dem Inbalt und llmfang 
der Kurve, je groBer die Zabl der Seiten des Vielecks und je 
kleiner daber jede einzelne Seite desselben wird; gleicbzeitig 
nabert sicb jede Seite des Vielecks mebr und inehr dem Zu- 
sammenfallen mit der Tangente der Kurve in dem Punkte, in 
dem zwei benachbarte Sebnen zusaramenstoBen. Ist die Zahl 
der Seiten unendlicb groB und die Lange jeder einzelnen Seite 
imendlicb klein geworden, so fallt das Vieleck mit der Kurve 
zusammen, und die Tangente derselben in jedem ibrer Punkte 
wird mit der Verbindungsgeraden zweier unendlicb benacb- 
barten Punkte in ihr identisch. 
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Eboiiso uiihert sich Inhalt und Umfang eines umgeschrie- 
benen Vielecks clem Inhalt und Umfang der Kurve um so 
mehr, je groBer die Zahl seiner Seiten und je kleiner jede 
einzelne Seite wird; gleichzeitig nahert sich der Schnittpunkt 
zweier henachbarter Seiten mehr und mehr dem Beriihrungs- 
puukt einer jeden derselben. Zur Untersuchung des Inhalts 
und Umfangs einer Kurve kann man daher diese durch ein 
eingeschriebenes oder umgeschriebenes Vieleck ersetzen, dessen 
Seitenzahl unendlich groB und dessen Seiten unendlich klein 
sind, und jede Tangente der Kurve kann man als die Ver- 
bindungsgerade zweier unendlich nahen Punkte der Kurve, 
Jeden Puiild der Kurve als den Schnittpunkt zweier unendlich 
nahen Tangenteu betrachten. 

234. Beisp. 1. Die liichtung der Tangenie in eineni Pmld 
tks Kraises aU bestinimen. 

VVir denken uns ein eingeschrie- 
heiies regelmilBiges Vieleck. Auf jedes 
<ler gleichseitigen Di’eiecke, in die es 
(lurch die nach seinen Ecken gehenden a 
Hadicn zerlegt wird, liiBt sich dann 
die Hcmerkung anwenden, daB der Basis- 
winkel OBA um die llalfte des Win- 
kcds an der Spii'/e kleiner ist als ein kir-ur. 

recbter Winkel (Fig* 118). Wenn alsdann die Zahl der Seiten 
des Vielecks als unendlich groB gedacht wird, so daB jede 
einzelne unendlich klein sein muB, so wird der Winkel an 
der Spitze jedes dieser Dreiecke kleiner als jeder angebbare 
Winkel: dir Tangente des Kreises hildet daher mit dem Eadius 
des Hcruhrmgspmkies emm% rechten Winlcel Es bietet sich 
hiiufig die Gclegenheit zur Anwendung eines Prinzips dar, das 
hierin mit tmthalten ist, namlich, da/i die gleichlangen Schenlcel 
riner nnrndlkh Ideimn WinMs r;// der Verbindimgsgeraden 
Endpmikk rerhtwinklig sind, 

Beinp. 2. Die Umfdnge suveUr Kreise stehen in demselben 
VrrhaUnh wir ihre Jiadien. 

Warden in beide Kreise regelmaBige Vielecke von gleicher 
Anzahl der Seiten eingeschrieben, so ergibt sicb aus der Aim- 
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lichkeit der Dreiecke des einen mit denen des anderen, daS 
ihre Grundlinien ah und AJB in dem Verhaltnis der Radien 
beider Kreise stehen, und hieraus folgt, dafi auch die Umfange 
beider Vielecke als die Summen solcher Seiten, und wenn 
die Seitenzabl unendlicb groB gedacht wird, die Kreispeid- 
pherien in demselben Verhaltnis stehen. 

Beisp. 3. Der Inlialt ernes Kreises ist dem ProduU ans 
dem EaTbmess&r in den hdlhen JJmfang gleich. 

Denn der Inhalt jedes der Dreiecke OAB ist das Pro- 
dukt aus der Halfte seiner Grundlinie in das vom Mittelpunkt 
auf dieselbe gefallte Lot; somit ist der Inhalt jedes der be- 
trachteten regelmaBigen Vielecke gleich dem mit der senk- 
rechten Entfernung einer Seite desselben multiplizierten halben 
Umfang. Mit der Vermehrung ihrer Zahl nahert sich ohne 
Ende der Umfang des Vielecks der Peripherie des Kreises und 
jene senkrechte Entfernung einer Seite dem Halbmesser des 
Kreises, so dafi die Differenz beider kleiner als jede angeb- 
bare GroBe gemacht werden kann. Daher ist der ausgesprocheiie 
Satz richtig. Da der Kreisumfang gleich 2i!Cq ist, wird der 
Inhalt eines Kreises durch ausgedrdckt. 

235. Beisp. 1. Die Dichtung der Tangente in eincm PhuH 



der Mlipse m hestimmeu, 

Man bezeichne durch P 
und P' zwei unendlich nabe 
Punkte der Kurve (Fig. 110), 
so daB man hat FP + PF' ^ 
jF P' + P^F\ Nimmt man nun 


Pig. 119. 


FB ^ FP und F^JV - F^P\ 


so ist PB^PB\ Die beiden Dreiecke PPP' und PIVP^ 


haben die gemeinschaftliche Basis PP\ die gleichen Katheten 
P^JR und PJJ' und nach dem Prinzip von Nr. 234 die rechten 
Winkel PBP^ und PB^P^; infolgedessen ist 
^ FPB^. Unter der Voraussetzung, die wir gemacht haben, 
daB die Punkte P und P' unendlich nahe sind, ist ^ TPF-- 
^ PP^F, weil ihre Differenz unter jeden angebburen Winkel 
herabgebracht werden kann; demnach hat man ^PPP.— 
FPF: die Brennstrahlen des Beriihrungspunktes bilden 
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gleicbe Winkel mit der Taugente und bestimmea sie dadurch 
(Nr. 187). 


Beisp. 2. Man soil die Iticktung der Tcmgmte in einem 
Punlit der Ilyperbd hestimmen. 


Bei der niimlieben Konstruktion wie vorher ist (Fig. 120): 


F'P'-F'P^FP'-FP, 
Oder P'R = P'R'. 

Daber folgt ^ PP'R = ^ PP’R', 
Oder: die Tangente ist die innere 
Halbierungslinie des Winkels der 
Brennstrabicn von P'. 



Hg. 120. 


Beisp. 3. iu derselbeu Art bestimmen wir die RicMung 
der Tangente in einem Punkt der Parabel; denn wir baben 


(Fig. 121) 

FP == PF und FP' = P'N'; 
also P' It - P'S Oder N'P'P = ^ FP'P. 

Die I’angeute balbiert den Winkel FPN, den 
der Brennstrabl des Beriibrungspunktes mit 
dem durcb ihn gezogenen Durobmesser der 
Barabel biidet. . 



23(i. Boisj). 1 . Man soli den Inlmlt des parabolischen Sek- 
tors VFP V bestimmen. 

Aus P8 - PE und PiV- FP folgt, dafi die Fliicbe des 
Dreiecks FPR die Halfte des Parallelogramms PSN'N ist. 
Weim wir eine Anzahl von Punkten P', P" usw. zwiseben 
V und P nebmen, so wird die Summe aller der entspreeben- 
den Parallelogranimo PSN'N usw. der Gleicbbeit mit dem 
Inhalt der Fliicbe DVPND um so mebr genabert, je naber die 
finzelnen Punkte P einander sind; ebenso die Summe aller 
Drciecko i'PR der Gleicbheit mit dem Inbalt der Plache des 
Sektors VFPV. Demnacb ist der Inbalt des Sektors VFP V 
die HiUfto von DVPND und somit ein Drittel des Yiereeks 
DFPND. 

Beisp. 2. Man bestimme den Inhalt des dwrch erne be- 
liebige Qerade nbgeschnittcnen Segments einer Parabel. 



432 


XIII. Die Methode des Unendlichkleinen. ‘A*}?. 


Man zielit den Durchmesser der Parabel, der diese Ge- 
rade balbiert; dann ist in Figur 122 das Parallelogram m PBW 
dem Parallelogramm PMM^ flacbengleicb, wie aus ihrer Be- 
ziehung zu dem Parallelogramm TM' Ji> und seiner Dia- 

gonale TP^ bervorgeht. Die Seite 
TM ist aber durch die Kurve in F' 
balbiert (Nr. 202), und das Parallelo- 
gramm PNN^ ist demnacli die Halfte 
von PRIV. Wenn wir daher eine 
Anzabl von l^unkten P; P\ P^\ usw. 
in der Kurve wahlen, so ist die Summe 
der Plachen aller Parallelogramme wie PMW doppclt so groB, 
wie die Summe aller Parallelogramme wie PNN\ (l(Mimacdi 
zuletzt der Inbalt der Flacbe F'JfPF' das Doppelte you dem 
Inbalt der Flacbe V' PNV\ Der Inhalt des paraboliscben 

Segments VMPV^ stebt also zu dem Inbalt des Parallelo- 
gramms MPN in dem Yerbaltnis von 2:3. 



237. Beisp. 1. Der Inhalt einer Ellipse ist dem nines 
Kreises gleich, dessen Halbmesser das geometrisclie Mittel der 
Halbachsen der Ellipse ist, 

Teilt man namlicb die Ellipse und den iiber ibrer grolieii 
Acbse als Durcbmesser besebriebenen Kreis durch Parallelen 
zur kleinen Acbse in scbmale Flacbenstreifen, so stebt wegen 
der Beziehungen mhimd — d^ == h\a (Fig. 123) das 



Viereck mm^Vb zu dem Vierock 
mm^d^d auch in dem Verbultnis 
deranacb die Summe aller Vierecke 
der einen Reibe, d. b. das der Ellipse^ 
eingesebriobene Vieleck OAV^b^h /> 
zu dem entsprechenden dem Kreis 
eingesebriebenen Vieleck OAd^^dhll) 
in dem namlichen Yerbaltnis. Diese 
Proportionalitat besteht fiir jede Anzabl der Seiten, die mm 
den beiden Vielecken geben kann; lassen wir dcmnach diese 
Anzabl unbegrenzt wachsen und gleicbzeitig die Lungen der 
einzelnen Seiten unbegrenzt abnebmen, so erkennen wir, daB 
der Inbalt der Ellipse zu dem des Kreises in dem Vcrhalttu'H 
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hut stehi Also wird der Inhalt der Ellipse durch den Ans- 
el ruck ah% bestimmi 

Man bewedst ebenso, dafi die Flachen zweierFiguren, deren 
eiitsprecbende Ordinaten zueinander in einem bestimmten Ver- 
hiiltuis steben, immer das namliche Verbaltnis haben. 

Beisp. "2. Der Durclmmser ernes Kegelschnittes halbiert ihn. 

Die Richtigkeit des Satzes erhellt sofort ans der Be- 
irachtimg der Trapeze, in die die Flache der Knrve durch 
die dem Durchmesser entsprechenden Ordinaten zerlegt wird. 
Weil der Durchmesser alle ihm entsprechenden Ordinaten hal- 
biert, so halbiert er auch diese Trapeze und demnach die Kurve, 
weil die Miiche derselben der Summe dieser Trapeze gleich 
ist, sobald man die Ordinaten als uuendlich nahe voraussetzt. 

Beisp. 3. Die Flaclmi dJmlicher Figuren vcrhalten sicli 
ivie die Quadrate der Langcn meier homologer SeJmen derselben. 
Denn je zwei Dreiecke, die in zwei homologen festen Punk- 
ten 0, 0 je eino Ecke und homologe Sehnen PQ, pq zu Gegen- 
seiten haben, sind ilhnlich und verhalten sich wie OP^iop^ 
Dies gilt unabhangig davon, wie sehr sich die Sehnen PQ^ 
pq den’ Tangenten nahern. Die unbegrenzte Zerlegung in 
homologe Bektoren Ton 0 und o aus ergibt also stets auch 
fUr ihre Summe jenes konstante Verbaltnis. 

238, lieisp. 1. Dor Inhalt des Seldors einer Hyperbel, der 
durch die VerUndmgsgorade 0 weier Hirer PunUe mit dem MiUd- 
punkt begrenzt wird, i$t dem Inhalt des 
Segments gleich, das durch Paralldcm 
Mi den Asgmptoten von denselben Pimh 
ten aus hesthmnt wird, 

Denn wegen der Gleichheit der 
Ureiecko PK(^ und QLO (Nr. 164) 
ist auch die Flache PQC gleich der 
Fltlche PQLK (Fig. 124> 

Beisp. 2. Zivei bcliebige Segmente PQLK und BSNM 
sind glideh, imin PK\QL ^ liMiSF ist DennPJC:^L 
ail OK, und nach Nr. 174 ist CL - MT\ OK - NF, also 
HMiSN ^ MTiNT, somit QB parallel zu PS. Nun sind 
tlie Bektoren PCQ und BOS einander gleich, weil der PS und 

Halmou-Viedlor: anal. Goom. d. Kogolsolm, a.Atifl. 28 
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QB halbierende Durchmesser sowohl den hyperbolischen In- 
lialt PQBS, als auch die Dreiecke PCS und QCB halbiert. 

Setzen wir voraus, daB die Punkte Q nnd B zusammen- 
fallen, so seben wir, daB jeder Inhalt PKNS halbiert worden 
kann, indem man die Ordinate QL zeichnet, die das geonie- 
trische Mittel zwischen den Ordinaten seiner Endpnnkte ist. 

Und wenn Ordinaten bestimmt werden, deren Lilngen eine 
stetige geometrische Proportion bilden, so ist der von zvvei 
benachbarten unter ihnen begrenzte Inhalt konstant. 

239. Sind swei Kegelschnitte dhnlich, ahnlich (jelegeH mid 
homentrisclij so schneidet jede Tmigmle des inneren von dem 
mfieren ein Segment von Iconstanter Fldche db. 

In Nr. 226; 2 wurde bewiesen, daB eine solche Taiigente im 

y / y Beriihrungspunkt halbiert ist. VVenn 

wir demnach irgend zwei Tangenteu 
dieser Art betrachten, so ist 
= ^ BQB' (Fig. 125); je niiher wir 
Fig. 125. Punkt Q bei dem Funkt P ge- 

legen voraussetzen, desto naher kommen die Seilen AQ, Q 
der Gleichheit mit den Seiten BQ, B^Q] daher werden di(i 
Dreiecke AQA' und BQB^ inhaltsgleich; wenn wir die hei- 
den Tangenten als unendlich nahe betrachten, Danu ist die 
Plache AVB der Plache A' VB^ gleich; weil aber diese Pluclie 
beim tFbergang von einer Tangente zur niichstbenach))arten 
unverandert bleibt; so bleibt sie es fiir Jede beliebige I^age 
der begrenzenden Tangente. 

Man kann in derselben Art den umgekehrten Katz be- 
weisen, daB die Tangente einer Kurve im Berilhrungspankt 
halbiert werden muB; wenn sie in jeder ihrer fjagen tdne 
konstante Flache von einer anderen Kurve abschneidet; auch 
gilt es allgemein fur jede Kurve; daB der abgesclmittene 
Placheninhalt konstant ist, wenn die Tangente der inneren 
Kurve in jeder ihrer Lagen im Beriihrungspunkt halbiert wird. 

Hiernach laBt sich die Aufgabe losen: Man soil ilnrdt 
einen gegebenen PunM im Inneren eines Eegelschniites eine (hmde 
so mhenj da/i sie von ihm das Jcleinste FldchensHlck abschneidet 
Ware verlangfc, daB die gesuchte Gerade einen gegehenen In- 




Siitze von Mac Cullagh 


435 


hult absclmeide, so hiitte man durch den Punkt zu einem be- 
st! uunten ahnlichen; alinlich geiegenen; konzentrischen Kegel- 
schnitt eine Tangente zu ziehen; mit dem abzuscbneidenden 
Inhalt miiBfce die Entfernung zwischen beiden Kegelscbnitten 
wacliseii. Weiin dieser zweite innere Kegelschnitt durcb. den 
gegebenen Punkt selbst gebt, wird der abgescbnittene Inbalt 
am kleinsten. Weil dann die Gerade als Tangente der Kurve 
in dem gegebenen Punkt balbiert wird, bat man die Gerade, 
die den Minimalinbalt abscbneiden soil, so durcb den ge- 
gebeneu Punkt zu zieben, da6 sie in ibm balbiert wird. 

240* Durcb analoge Betracbtungen konnen die beiden 
folgonden von Mac Cullagh herriibrenden Satze bewiesen 
werden: 1) Wcnn die Ta>igeidc AB eiuer Kurve in elner 0 weiten 
Kurve einm Bogen AB von Iconstanter Lange abschneidet, so 
ivird siti in ihreiyi BemhrungspmM P so geteilt, da^ ihre Ab- 
schuiUe AJ* und BP in dem ••tinflAirtci- Verhaltnis der Tan- 
gvuten A T, BT der .oweiten Kurve in A und B stehen,. 2) Wefnn 
die Tangente AB von Iconstanter Llinge ist, und tveym das vom 
SvhniitpnnM T der in A und B an die dujiere Kurve gemje- 
nen Tangentcn auf die Gerade AB gefdlUe Lot diese Gerade 
in M trifft^ so ist stets AP==^MB. 

Man kann die Beweise aucb auf den Transversalensatz 
von Nr. 54, i stutzen Im ersten Satz sind die beiden zwischen 
aufeinander folgenden Tangenteu AB, A^B^ entbaltenen 
Bogenteile gleich. Behandelt man A^B^ als Transversale des 
Dreiecks AB1\ die die Seite AB in Q scbneidet, so ist 
AA^^lir-BQ^ AQ^BB^-TA’ und, weil ist, 

folgt im Orenziibergang 

A Q: BQ =- TB^ : TA^ oder AP : BP TB : TA. 

Beim zweiten Batz denken wir das Dreieck QA'A erstens 
durcb TBB^, zweitens durcb TMM^ geschnitten. Die Multi- 
plikation der entsprechenden Transversalenbeziehungen liefert 
wegen AB A^B^: 

A3I- QM^ A^3P • QM * QB^. 

Geht man zur Grenze tlber, so ist QM=^ QM^ zu setzen, 
weil M3P aul' yli? senkrecht ist, dagegen kann nicht eben- 

28 * 
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sowohl QB^QB' und AM==A^M! angenommeD werden, 
solange die beiden Tangenten noch irgendwelchen kleinen 
Winkel einschliefien. Also ist aus AM^ QB ^ A^ I/P * QB^ 
zu schliefien, da6 AM^QB\ A^M^^QB, also auch 
AM^PB ist. 

241. Wir haben mebrmals (Nr. 189 und 210) von einem 
festen Punkt 0 aus die Lote OT auf die Tangenten PT einer 
Kurve Jc gefallt und den Ort ihrer PuBpunkte T bestimmt; 
derselbe heifit die FufipmMcurve von h in bezug auf 0, 

Die Normale der Fu^pimUhirve im PmU T halbiert OP, 

In der Tangent e vom Beriihrungspunkt P^ sei F der 
FuBpunkt des Lotes OF und Q der Soknittpunkt der Tan- 
genten in P und P^ Dann liegen T und F auf dem Uber 
OQ als Durcbmesser besobriebenen Kreis, und das Mittellot 
von TF balbiert daber den Durcbmesser OQ, Nahert sicli 
nun P' unbegrenzt P; so fallt der Tangentenscbnittpunkt Q 
mit P zusammen, ebenso F mit P, und das Mittellot von 
TF wird Normale der von P erzeugten Fufipunktkurve. 

242. Den Krummungsradms in einem heliehigen Punkt 
einer Ellipse m bestimmen. 

Weil der Mittelpunkt des einem Dreieck umgescbriebenen 
Kreises der Scbnittpunkt der Mittellote seiner Seiten ist, so 
ist der Mittelpunkt des durcb drei aufeinander folgende Punkte 
einer Kurve gebenden Kreises der Scbnittpunkt zweier auf- 
einander folgenden Normalen der Kurve (Nr. 218). 

Betracbten wir also zwei 
Dreiecke FPF^ und FP\r 
(Pig* 126) und bezeicbnen wir 
die Halbierungslinien ihrer Win- 
kel an der Spitze durch PN^ 
P^Ny so folgt elementar geo- 
metrisch, daB 

( 1 ) 2 ^ PNP’ - ^ PFP^ + ^ prp\ 

Weil nun der Bogen eines Kreises dem Radius desselbeu 
und der GroBe des Zentriwinkels proportional ist, so wird 

^ PNP^ durch PP' : PF 
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gemessen, wemi wir den Bogen FF als Bogen des Kreises 
vom Mittelpunkt N betrachten. Ebenso wird fiir FB = FPy 
PFJP^ durcb PBiFF gemessen, und wir erhalten 
2PP' PP , P'P' 

PN PP"^ P'P'* 

Bezeicbnet S’ den Winkel PF F, so ist 
PB « FF - PP^ sin 

und, indem wir PN = p, FP = r und FP = r' setzen, 

( 2 ) ^-==.1 + 1 . 


-- + 

r r 


Also ist die Fohilsehie der KriimnirnKj (2p sin ■9', Nr. 220, 9f.) 
fiir eincn Punld der Ellipse das Doppelte des ha/rmonischen 
Mittels swischen seimn Brennstrahlen (vgl. Nr. 15, 2 ). 

Wenn man fiir sin •9’ den Wert l:h' (Ygl. Nr. 187), fiir 
r + r' den Wert 2a und fiir rr' den Wert 6'® (Nr. 186) ein- 
setzt, erhiilt man den belcannten Ausdruck wieder Q = h'^:ab 
(Nr. 218, 2 ). 

Der Kriimmungsradius der Hyperbei wird auf ganz ahn- 
liehe Art ermittclt. Im Fall der Parabel ist r' unendlicb 
grofi nnd daher 

(3) 2y =— (I sind'. 

243. Kin interessantes Ergebnis in bezug auf die Pokalsehne 
der Kriimmuug eines Kegelschnittes erhalten wir durcb folgende 
Betrachtung.*^®) Wir ziehen in dem jiN 

betrachteten Kegelschnitt eine Seh- 

ne Qli (Fig. 127) parallel zu der / \ ) 

Tangente im Punkte P, beschreiben \ / 

den durcb die Punkte P, Q und P \ / 

bestimmten Kreis und verlangern \ ^ j 

die Pokalsehne PL des Kegel- NT / 

Hchnittes, bis sie den Kreis zum 
zweitenmal in 0 trifft. Dann ist nach 

einem in Nr. 150 ausgesprochenen Satze und nach Nr. 184, 2 : 

. . TS -BL __ PF ■ FL _ ^ 

i QS ■ BE ~~ MF- FN ~ MN' 

Nach einer bekannten Eigenschaft des Kreises besteht die 
Beziehung PP-PC'— QS-Sli, mithin ist fiir jeden so be- 
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schriebenen Kreis 8C:SL^MN:PL. Da aber fiir den 
Kriimmungskreis die Punkte S und P zusammenfallen, so ist 
fiir ibn PC MN, d. i. fur einen heliebigen PunJct eincs Kegel- 
schnittes ist die Fohalsehne des Krunmmngslcreises derjmiga^ 
Folcalsehne des Kegelschnittes gleich, die der Tangode jenes 
PmUes parallel ist (Nr. 220, lo). 

244. Der Kriimmungsradius eines Mittelpunktskegel- 
schnittes kann auch wie folgt gefunden werden: 

Es sei Q ein dem Punkt P unendlicli naber Punkt der 
Kurve (Pig. 128) und QR eine zur 
Tangente der Kurve in P parallel 
gezogene Gerade, die die Normale von 
P in S scbneidet. Wenn man alsdann 
durcb die Punkte P und Q einen 
Kreis bescbreibt, der die Tangente 
Pig. 338. py p beriihrt, so ist Q8 

eine zu dem Stuck PS des Durcbmessers geborige Ordinate 
des Kreises, und das Recbteck aus diesem Durclimesser und 
dem Abscbnitt PS ist gleicb dem Quadrat iiber d^' Sebne 
PQj Oder der Kriimmungsradius des Puuktes P ist p «=» PQ : 2 PS, 
Bezeicbnet a^ den Halbmesser OP, den zu ibm konjugierten 
Halbmesser, so bestebt nacb S. 309 (Nr. 151) die Gleicbung 

( 5 ) Vha^^^QR^RQ^iPR^RP^ V^:a^^^QRHPRaiP\ 
und wenn Q dem Punkte P unendlicb naht‘ riicki, wird 
PQ^RQ, ferner gebt dann PP' iiber in 2a^ man erhillt 
daber 

oder a' • P^/- 26'= • PP, 

somit 

_ ^ FB 
^ a' ‘ PS' 

Aus del- Ahnlichkeit der Dreieeke PRS und <IPT Iblgi 
aber PR : PS = CP : CT = a' : d, wenn d den Abstand des 
Mittelpunktes C der Ellipse von der in P gezogenen Tangente 
bedeutet. Es ergibt sich daber schlieBIich (vgl. Nr. 218,2): 

(6) () = b'-:d. 

Es ist nicht sehwer zu beweisen, dafi fiir dm Sehuitt- 
pimJei zweier lumfofcdm Kcgdschuitte dnr Krmmunf/smifU^I~ 
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)>t(nkt de^ ahien stets der Pol seiner Tangcnte in hemg auf den 
(fiidercn ist. 

Endlieh: Fiir den umgescliriebenen. E[reis eines durch zwei 
Taiigenten eines Kegelsehnittes und die Beriihrungsseline ge- 
bildeten Dreiecks sind offenbar der Scbnittpunkt der Tangenten 
und der der zirgeborigen Normalen Bndpunkte eines Durch- 
messers. Bei Anniiherung der Berfihrungspunkte und der 
Tangenten des Kegelscbnittes bis zum Zusammenfallen wird 
der Durcbmesser des Kreises, der dem aus Tangenten und 
Berilbrungssebne bestebenden Dreieck umgeschrieben ist, zum 
Krflmmungsradius der Kurve. 

245. Die Evolute einer Kurve wurde (Nr. 222) als Ort 
ihrer Kriimmungsmittelpunkte definiert, der Krdmmungsmittel- 
puiikt 0 von P ist die Grenzlage des Scbnittpunktes der 
Normale von P mit der unendlicb benacbbarten (Nr. 218). 
Also ist (• der Beruhrungspunkt jener Normale PC mit der 
Evolute. 

Zieben wir in aufeinander folgendeu Punkten P,P^,P^,P^, . . . 
die Normalen PC, PtC^, PaC^, P^G^, • . • und nennen 0, 0^, C^, Gg,... 
die Scbnittpunkte der aufeinander folgenden Normalen, so sind 
lieim Grenzfibergang C, Cg, G^, ... einander folgende Pnnkte 
der Evolute, also P,G = PG, P^G,^P^G„ P^C^^^ P^C^, 
P^C.f,... uud 6'0,, OjCj, ... benachbarte Bogen- 
elemente der Evolute. Alsdann ist CCx=PiC^—PC, 
C'/Zj-PsOs-PsCj, . . ., also folgt 
schlieBlich durcb Addition aller dieser Bogenelemente 
CO, + V, G, + + . . . = OG' = P'C'- PC, d. b. der Bogen 

dvr Evolute ist gleich dem Unterschied der seinen Pnd^mTden 
vnlsprevhenden KrUhimungsradien. 

Umgekehrt konnen wir zu einer gegebeuen Evolute die 
Kurve erzeugen, wenn einer ibrer Punkte P gegeben ist. 
Denkeu wir von P aus eincn Paden gespannt, so daB er von 
(' bis O' fast an der Evolute anliegt, und wird er nun, am 
Ende festgebalten, abgewickelt, so bescbreibt der Endpunkt P 
die Kurve PP,P, ...P„. 

Jeder von P verscbiedene Punkt Q des Eadens bescbreibt 
eine andere Kurve, die ebenfalls die gegebene Evolute ale Ort 
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ihrer Kriimmungsmittelpankte hat, Kurven mit gemeinsamer 
Evohde Im^m Parallelhurven oder aquidistante Kurven, dean 
offenbar haben je die Punkte auf einer gemeiusamen Normale 
parallele Taugenten nnd konstanteu Abstand P Q. 

246. Wmn von irgend einem Pnnkt T einer Ellipse an einc 
Ismfohxle Ellipse mei Tangenten gesogen sind, so ist der Uber- 

schu^ ihrer Summe iiber den 
mischen ihren T}> . 

enthaltenen Bogen der Ellipse 
konsfant}^) 

Dean, wenn wir einen deiu 
ersten Punkt T uaendlich nahen 
Punkt T’ in der Kurve wiLhlen, 
nnd die Lote TB, 2"S fallen 
(Pig. 129), so ist P1 = PB = PP' + P'R, weil P'B als 
die Verlangerung der Geraden PP' angesehen werden kann; 
ebenso Q'T'= QS. Wegen der Gleichheit der Winkel 

TT'B und T' I'S (S. 421) ist femer TS=T'B, daher 
PT+ IQ'^PT'+ T'Q', also 

(PT+TQ)- (P' T' + T' Q') - PP' - Q Q' ^PQ- P' Q'. 
Der Satz gilt fUr jedes Paar Kurven von solcher Be- 
schaffenheit, daB die von einem 
Punkt T der auBeren Kurve an 
die innore gelegten Tangenten TJ\ 
TQ mit der Tangente 'J'T' der 
ersten in '1 gleiche Winkel bilden. 

247. Werdm von einem bclie- 
bigenPimlctT einer Ilyperbel an eine 
mit ihr honfohale Ellipse Tarujenten 
geeogcn (Pig. 130), so ist die Diffe- 
rent der Bogen PK, QK inwier 
gleich der Different der Tangenten TP und TQf^) 

Man erkennt genau wie vorher, duB 

(T'P' - P'K) - {TP- PK) == T'B, 

{T'Q’- Q'K) - {TQ- QK) = T'S‘, 
und airs Nr. 188 foigt, daB T'B ist. 
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Somit ist die Differ enz zwischen den Uberschiissen von 
TP tlber PK und von TQ iiber QK konstantj da sie Null 
ist, wenn 2 in Z liegt, so mufi sie in jedem Fall Null sein, 
d. h. 68 ist stets 

TP^PK^TQ-- QK. 

Nach einein Satze von G. C. di Fagnano kann ein ellip- 
tiscfwr Ihgengmdrant so geteilt werden, dafi die Different seiner 
Teile der Different der Halbachsen der Fllipse^^) gleich ist 
Dieser Satz folgt aus dem Vorigen. Urn in jedem Quadranten 
diesen Teilpunkt zu erhalten, hat man nur durch den Schnitt- 
puukt der Scheiteltangenten der Ellipse eine mit ihr kon- 
tbkale Hyperbel zu legen. Die Punkte K, in denen sie die 
Ellipse schneidet, sind die gesuchten Teilpunkte. Ihre Koor- 
dinaten sind 

(^) X == ± aYaiYa + b, y == ± 6]/6 : i/a + 6. 

B. Den Bogou mit rektifizierbarer Dilferenz im konfokalen 
System X von Nr. 230,0 entspreeben ebensolche im System X\ die 
rektiiiziorenden Tangenteu entspreeben einander. 

248. Ist ein Vieleclc einem Kcgelschnitt nmgeschrieben und 
beivegen skh alle seine Eclcpunkte bis auf einen in konfokalen 
Kvgelselmittm, so hesehreibt auch diese^^ leMe Fckpunkt einen 
konfokalen Kegelschnitt, 

Wir bemerken zuerst folgendes. Die Spitze T eines einem 
Kegelschnitt k umgeschriebenen Winkels PTQ moge sich auf 
einem konfokalen Kegelschnitt bewegen; ferner seien a und b 
die zu IP und TQ parallelen Halbmesser von 7c, a und jS 
die Winkel TVT und TQ'T\ die jeder der Schenkel jenes 
Winkels mit seiner nilcbstfolgenden Lage bildet. Alsdann be- 
Hteht die Beziehung Denn nun ist TP^FS] 

ferner ist (Fig. 129) Tli - TP ^ a, FS - FQ^-^, aber TP 
und TQ Hind den Halbmessern proportional, zu denen sie 
parallel sind (Nr. 151). 

Wenu umgekehrt die Gleichung aa^b§ erffllt ist, so 
bewegt sich der Punkt T auf einem konfokalen Kegelschnitt. 
Denn indeni wir die Aufeiuanderfolge der einzelnen Schritte 
des Beweises umkehren, zeigeu wir, daB TIt--F8 ist, daB 
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demnach XT mit TP und TQ gleiclie Winkel bildet und da- 
lier mit der Tangente des konfokalen Kegelsclniittes in T zu- 
sammenfallt; dafi also T' in diesem KegeJschnitt liegt. 

Wenn alsdann die den Seiten des Vielecks parallelen 
Durchmesser durch a, h, c nsw. bezeichnet werden, und d den 
zur letzten Seite desselben parallelen Halbmesser ausdriickt, 
wenn ferner cc, P, y usw., d die dem Vorigen analog bezeich- 
neten Winkel sind, so gelten die Beziebungen 
aa = &/3, = cy usw,, 

weil die samtlicben Ecken des Vielecks bis auf eine sich in 
konfokalen Kegelscbnitten bewegen. Aus dieser Kette ergibt 
sicb aber dd, und dies zeigt an, dafi auch die letzte 
Ecke des Vielecks einen konfokalen Kegelschnitt durchlauft.^^ ) 
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8. 849 und 466 [1825J; /. Fldcker, Analytiach-geometrische Entwicklungen, 
Hd. 1, Mhhou 1828, 8. 102 — 126; J. reine angew.Math.lO (1833), 8. 293 oder 
tiCBanimclte math. Abbandlungen, brsgg. von A. Schoenflies, Leipzig 1895, 
S. 246 ; 0. J)urboux, Ann. ecole norm. (2)1(1 87 2), 8.323 ; G. Frohenius, J. reine 
angew. Math. 79 (1876), 8.186 [1874]; E.Study^ Math. Ann. 49 (1897), 8.497; 
O, Hem^ Vorlesungen aus dor analyt. Geom. der geraden Linie, des 
PunktcH und des Kreises in der Ebene, 4. Aufl., brsgg. von S,Gundeh 
finger, Leipzig 1906, 8.224; A, 67c6sc/i, Vorlesungen iiber Geometrie, 
brngg. von F. Lindemann, 2. Aull.* l.Teil, 1. Lieterung Leipzig 1906, 
B, 260/3 ; IL O. Zeuihen, Die Lebre von don Kegelschnitten im Altertnm, 
deufcsche Ausgabo von R.v.Fkrh r-Berzor, '.Copenhagen 1886, 8.380— -383. 
Weil, ere Litcrattir erwilhnt Af. .’'in.'-?*. L'b«rr die Entwickiung der Ele- 
mentar-Geoinetrie ini XIX. Jahrhundert, Leipzig 1906, 8.97 — 106. 

87) Nr. 127, B. 201. Vgl. Anmerkung 29. ^ Zum Begriff der iso- 
gonalen Vorwandtacbaft vgl, J. Flnck&i\ Analytisch-geometriscbe Ent- 
wickkmgen, Bd. 1, Ehscii 1828, 8.96; J. reine angew Math. 11 (1834), 
♦S.219 [18311 odor ges. math. Abbandlungen, hrsgg. von A, Schoenflies, 
Leipzig 1896, 8.277; vovborcitet (lurch J, Steiners potenzhaltende und 
Fmiixlrts i livers liegende Punkto. Als Prinzip der elektrischen Bilder 
cntdocktc IF Thomson das Prinzip der roziprokenRadien 1846 von neuem 
und /, Lionvillr bchundelte es allgemein (J. math, pures appl. (1) 12 (1847), 
8.265. Fflr das Allgemcine vrg\.C.F,Gatm: „Allgemeine LOsung der 
Aufgabe : die Teile einer gegebeneu PlS-che auf einer andern gegebenen 
Elftebe so abzubilden, dnfl die Abbildung dem Abgebildeten in den 
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kleinsten Teilen iilinlich wird^, Astron. Abhaudlungeu , hrsgg. von 
E. G, Schumacher^ 3. Heft, Altona 1825, S. 1 [1822], Oder Werke, Bd. 4, 
Gbttingen 1873, S. 189. 

38) Nr. 128, S. 263. Diese Losung gab J. Casey in der Royal Irish 
Academy im April 1866; einen allgemeinen Satz gab der8cl})e inHerma- 
thena, Bd. 3, S. 279 (Dublin 1879). 

39) Nr. 128, 1, S. 264. Vgl. J. Casey ^ A treatise on the analytical 
geometry of the point, line, circle and conic sections, 2.AufI. Dublin 
1893, S. 120f. 

40) Nr. 128, 2, S. 264. Eine Untersuchung von A. Cayley^ The 
Cambridge math. Journal 2 (1841), S 270 oder The collected math, 
papers, Bd 1, Cambridge 1889, S. 3. 

41) Nr. 128, 4, S. 266. Vgl. die Abhandlungen von G. Darhoux, 
Ann. ^cole norm. (2) 1, (1872), S. 323 — 392 und von G, Frohcnius^ J. reine 
angew. Math. 79 (1875), S. 186 fF. [1874], sowie JR. Lachlan., Philosophical 
Transactions London Royal Society Bd. 177 (fur 1886), London 1887, 
S. 481— -625; The Messenger of math. 16 (1886/7), S. 98ff, 

42) Nr. 136, S. 279. Man findet ein Polardreieck wohl zucrst bei 
G. JDesargues (Brouillon project d’une atteinte aux dv^nemens des ren- 
contres d’un cOne avec un plan, Paris 1639; Oeuvres, hrsgg. von AT G.P<nidra, 
Bd. 1, Paris 1864, S. 188/9, das Dreieck NFG von Figur 13 daHelbat); 
jedoch erwahnt G. JDesargues nicht ausdriicklich , dafi dies oin solches 
Dreieck ist 

43) Nr. 140, S. 289. Die Tatsache, dafi sich auch jetzt 
bestimmen lafit, und die Art dieser Bestimmung teilte mir S. Gundeh 
finger vor etwa 20 Jahren mit. Vgl. auch deasen Vorlosungon aus der 
analytischen Geometric der Kegeischnitte , hrsgg. von F. Dingeldnj, 
Leipzig 1896, S. 2^6 und 31/2. 

44) Nr. 164, S. 316. Diese Methode gab G. Boole, The Cambridge 
math. Journal 3 (1843), S. Ilf. [1841], vgl. ferner The Cambridge and 
Dublin math. Journal 6 (1861), S. 98. 

46) Nr. 169, S. 320. Vgl. M. O'Brien, The Cambridge nmth. Journal 4 
(1845), S.99fiF. 

46) Nr. 160, S, 321. Die hier erwilhnte mechanische Erzengung 
einer Ellipse lindet sich schon im 6, Jahrhundert bei Broclus; vgl. Brodt 
Diadochi in primum Euclidis elemontorum librum commentarii, hrsgg. 
von G. Friedlein, Leipzig 1873, S 106. 

47) Nr. 165, S. 327. Diese Vervollstilndigung der Bezielmngon 
zwischen der gleichseitigen Hyperbel und dem Krois gab W.Ficdlrr 
in seiner ,,Cyklographie oder Konatruktion der Aufgabon dber Kroisc 
und Kugeln“, Leipzig 1882. 

48) Nr. 166, 2, S. 327. Vgl. Ch. J. Brianchon und J. V. Pomek% 
Ann. math, pures appl. 11 (1820/1), S. 205. 

49) Nr 166, 3, S. 327. Ebenda S. 210. 

60) Nr. 169, 6, S. 336. Die Fonneln von B, 6 gab J. 3faa Cullagh, 
Dublin Exam, Papers 1836, S. 22. 

51) Nr. 178, S. 351. Yg\. E. M, Taylor, The Messeugar of Math., 
16 (1886/7), S. 39— 41, London und Cambridge 1887, sowie G, Salmon, 
Analytische Geometrie des Raumes, deutsch bearb. von Fiedler 
l.Teil, 4,Aufl., Leipzig 1898, 8. XV, Note 11*). 

52) Nr. 180, 8. 366. Vgl. Ph. de La Hire, Sectionos conicae, Paris 1685, 
S. 1891 

53) Nr. 181, 8, 366. Die allgemeine Delinition der Breunpunkie 
einer ebenen Kurve stammt von L Plucher, J. roine angew. Math. 10 (1833; 
S. 84ff. Oder Ges. math. Abhandlungen, hrsgg.vou A. SclmniUrs , Leip' 
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zig 1895, S. !290ff. Vgl. ferner J, Steiner^ J. reine angew. Matb. 37 (1848), 
S, 161 ff. [1847] Oder Ges. Werko, hrsgg. von K, Weiersirass, Bd. 2, Berlin 
1882, 8. 389 tf., sowie eine Abhandlung von W. Fiedler, Acta mathematica, 
5 (1884), S. 331, besonders § 31f. (S, 389ff.). 

54) Nr. 183 S. 358. Scbon L, Euler bat in abnlicber Weise die 
Brennpunkt.e eines Kegelschnittes bestimmt (Introdnctio in aualysin in- 
liuitorum, Bd. 2, Lausanne 1748, S. 63. Vgl. auch F,Schur, Lebrbuch 
der analytischen Geometric, Leipzig 1898, S. 75ff., sowie A. Breuer, 
Die Normalform der allgemeinen Kegelscbnittsgleicbung. Eiaenacb 1888. 

55) Nr. 186, S. 362. Zu dieser „Gilrtnerkon8truktion der Ellipse “ 
B* Descartes, La dioptrique, Anbang zu der Scbrift Discours de la 

mdtbode, Leyden 1637 odor Oeuvres brsgg. von Ch. AdamundP, Tannery, 
Bd. 6, Paris 1902, S. 166. Zum ersten Mai wird die Fadenkonstruktion 
der Kllipso im 6. Jabrbundert nacb Cbr. Geb. bei Anthemius erwabnt 
(vgl T.L, Heath, Bibl matb. (3) 7 (1906/7), S. 227f.). Im 9. Jabrbundert 
wird die Konstruktion von Alhasan ervirabnt, dem jiingsten der drei 
Brudcr Moluiiumcd, TTaniod und Albasan, Sobne von Musa tbn Schakir, 
Vgl. hicrzu F, Wbpcko. Journal asiatique (5) 6 (1856), S. 223. Vgl. ferner 
■/l.t'on Braunmiihl bei W,von Dyck, Katalog matbematiscber Modelle, 
Miiucben 1892, S. 59 und 66. 

50) Nr. 187, 3, S. 363 f. Vgl W- Fiedler, Acta mathematica, 5 (1884), 
S. 390 f. 

57) Nr. 188, 1, S. 364 f. Die SUtzo in Aufg. 1 bis 5 sind von 
W. JX Sadlcir. 

58- Nr. 190, S. 367. Der bier gegebene Beweis stammt von O^Brien, 
A treatise on plane coordinate geometry, Teil 1, Cambridge und London 
1844 S, 156, Der Satz findet aicb scbon heiPKdeLa Hire, Sectiones 
conicae, Paris 1686, S. 190f.; vgl ferner J. V.Poncelet, Traitd des pro- 
pridtds r.r\i ‘ctivo*- ties figures, 1. Anil Paris 1822, S. 265; 2. Aufl. Bd. 1, 
Paris 2:iT. Man kann den Satz aucb so aussprecben; Die Ge- 

radon, die die Kudpunkte ciner Sebne P^P^ eines Kegelscbnittes mit 
eittcm der beideu Brennpunkte verbinden, baben vom Pol der Sebne 
gleichen Abstand, Kbenso groB ist ubrigens aucb der Abstand des 
Polt^H von don Verbindungslinien des andcron Brcnnpunktes mit und P,, 
HO dab also dit*8e vior Brennstrahlen einon und denselben Kreis berubren, 
der den Pol der Sidme P, P, zum Mittelpunkt bat. Dieser Satz stammt 
von M, Ohasks, Nouv. Mom. Acad. Brdssel 6 (1830), S. 30 (gedruckt 1881); 
eine cngliHche tJbersotzung dieser Abhandlung gibt Ch. Graves, Two 
geometrical memoirs on the general properties of cones of the second 
degree and on the spherical conics, Dublin 1841, S. 60. In dem sebatz- 
baren Buebe von J. Casey, A treatise on the analytical geometry of the 
point, line, circle, and conic sections, 2. Aufl. Dublin und London 1893, 
B. 226 ist der gonaimte Satz von Chasles ala Beispiel zur Parameter- 
darstellung der Ellipse bobandelt. Sind a + P. a — die exzentriscben 
Anomalien der beidon Punktc Pj, Pj, so bat der E*ol der Sebne PiP, 

a COH (X 5 Bin cc 

die Koordinaten ^ Berflbrungakreis der vier Brenn- 

C08 j? cos (3 ’ 

strablon bat den Hadius big§ und die Gleicbung 

(.T cos (i^acoH a)* 4- (t/ cos jS — 5 sin a)*— 5* sin* /3. 

M. Uhmlts hat splltor (Gomptes rendus de TacadiSmie des sciences de 
Paris 17 (1843), S, 841) den Satz dabin verallgemeinert, dafl die von 
zwei Punktea 1\, 11 eines Kegelscbnittes /c an einen konfokalen Kegel- 
Hcbnitt gozogonen Tangenten einen Kreis berilbren, der den in bezug 
anf k genommenen !*ol von 1\ zura Mittelpunkt bat. Kinc andere, 

S ft l mo u • F » « d l e r : ftnftl (}c<im d. Kogclaolm. B, Aufi. 29 
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fiir Flilctien zweiter Ordnung giiltige Verallgemeinening hat J. PlucJcer 
(System der Geometrie des liaumes, Diisseldorf 1846, S 266) ge- 
geben. 

69) Nr. 192, S. 370. Die Namen Ellipse Hyperbel Parabel sind ab- 
geleitet aus den griechischen Zeitwortern iXlsiTtsiv mangeln, insQpciXXsLV 
hbert*eifen, ^aQcc§cliXXstv gleichkommen. Vgl. das Werk von Apollonius 
%(ovi%d (3. Jahrh. v. Chr.), Apollonii Pergaei quae graece exstant cum 
commentariis antiquis, hrsgg. von J. L. Heiberg Bd. 1, Leipzig 1891, 
S. 38, 42 nnd 48; ferner Pappus Ihvccy(oyi^ (etwa 296 n. Chr. Geb.), Pappi 
Alesandrmi Collectionis quae supersunt e libris manu scriptis, hrsgg, 
von F. Eultsch Bd. 2, Berlin 1877, S 674, 

60) Nr. 194, 4, S. 372. Vgl. P. Frost, The Cambridge and Dublin 
math. Journal, 1 (1846) S. 68; ferner W, Hittm'f^ J. reine angew. Math., 
38 (1849), S.89f. [1847]. 

61) Nr. 194, 6, S. 372. Zu dieser Gleichung siehe P. Frost a. a. 0. 
und T/S Davies^ The London, Edinburgh and Dublin philosophical 
Magazine, 21 (1842), S. 192, 

62) Nr. 194, 7, S. 372. Der Beweis in Aufg. 7 rdhrt von J*, Mac 
Gullagh her. 

63) Nr, 194, 9, S. 373. Der Beweis findet sich bei J,Larrose, Nouv. 
Ann. de Math. (1) 19 (1860), S.85f. 

64) Nr. 194, 14, S. 374. Die Gleichung der Anfgabe gab Koherts, 

66) Nr. 194, 15, S. 376. Das Beispiel riihrt von W S, Burnside her. 

66) Nr 194, 17, S.375. Yg\, F> E. Eckardt, Zeitschr. filr Mathematik 
und Physik, 18 (1873), S.106if. [1872]. 

67) Nr. 196, 2, S 379. Vgl. /. Wolstenhohnc^ Mathematical problems, 
2. Aufl. 1879, S. 189. 

68) Nr. 204 3, S. 390. Diesen Satz gab P. P. Gregory, The Cam- 
bridge math. Journal, 2 (1841), S. 16f., LOsung einer in den Senate- 
House Papers von 1833 gestellten Aufgabe. 

69) Nr. 212, S 396. Vgl. die Bemerkung 68). 

70) Nr. 212, S. 396. Zuerst bei J, M. Lambert ^ Tnsigniores orbitao 
cometarum proprietates, Augsburg 1761, S 5f. Oder TT. Ostwuld^ Klassi- 
ker der exakten Wissenschaften, Nr. 133, Leipzig 1902, S. 8f. Vgl auch 
die Darstellung bei C. Taylor^ The Messenger of mathematics, 9 (1879/80), 
S. 66. 

71) Nr.213, 1, S.397. Y gl. J. Steiner^ J.reine angew. Math. 2 (1827), 
S.97 und Ann math pures appl. 19 (1828/9), S. 59 oder Ges. Wcrke, 
Bd. 1 Berlin 1881, S 128 und 207; ferner F, Heinen^ J.reine angew. 
Math. 3 (1828), S 290. 

72) Nr 219, S.408, Diesen Satz und die Konatruktion gab «/ Steiner, 
J. reine angew. Math. 30 (1846), S. 271f. [1846] oder Ges. Werke, Bd. 2, 
Berlin 1882, S. 841 f. 

73) Nr. 220, S.408. Man findet diesen Satz schon bei J. V^Potieelet, 
Traits des propridt^s projectives des figures, l.Aufl, Paris 1822, S, 224/6, 
2. Aufl. Bd 1, Paris 1866, S 216/8; vgl. auch J, PlucJcer, Ann math, pures 
appl 17 (1826/7), S. 71/2 Oder Ges. math. Abb., hrsgg. von A. Schoenflies, 
Leipzig 1896, S. 61/2, sowie K.Bohn, Jahresb. Deufsch. Math.-Ver. 16 
(1907), S. 362. Die einem Kreis und einem Kegelscbnitt gemeinsamen 
Paare von Sehnen behandelt auch 0. Terquem (lignes conjointes), J. math, 
pures appl 3 (1838), S, 17/9 und ilf. Chasles ebenda 8. HSAfiF. Der Satz, 
dafi die Tangente eines Punktes P eines Kegelscbnitts Jc und die zu P 
gehOrige „Krummungssehne'* mit der Acbse von k gleiche Winkel bildet, 
findet sich iibrigens schon bei B. Simson, Sectionum conicarum libri 
quinque, 2. Aufl. Edinburg 1760, S. 202. 
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74'^ Nr. 220,1, S. 409. 'V'^.F^Joachinisthah J, reine angew. Math. 
86 (1848), S. 96 [1847]. 

75) Nr. 220 2, S. 409. Mehrere diese 8ehne betreffende Aufgaben 
wurden gestellc nnd behandelt von E.Lemoine^ Nouv. Ann. math. (2 11 
(1872\ S. 192, von X. Desmons ebenda S. 836, sowie (2) 12 (1873), 
S. 29 —34, von Moret- Blanc ebenda S. 34 — 38, von A, Pellissier ebenda 
S. 38 — 41. Vgl. femer 22. de Paulis, Giora. mat. (1) 10 (1872) S. 320/4, 
A, del Be ebenda. (1) 22 (1884), S. 107/9, J. Zimmermann, Archiv. Math. 
Phys. (1) 70 (1884). S. 38/57, Adolf Schwarz, xMonatsh. Math. Phys. 13 
(1902), S. 205/40. Die Hdllkurve der Kriimmnngssehne ist ein besonderer 
Fall einer anderenHiillkurve, die ran G. Salmon, AnalytischeGeometrie der 
hSheren ebenen Kurven, deutsch bearb. von TF. Fiedler, 2. Aufl. Leipzig 
1882, S. 89, bestimmfc wird; vgl. daselbst anch S 90. 

Fiir ein eingehenderes Studium der Konstruktionen des Krdmmungs- 
kreises bei Kegelschnitten aei verwiesen auf C. Cranz, Synth etisch-geo- 
motrische Theorie der Krummung von Kurven und Flachen 2. Ordnung, 
Stuttgart 1886, S. 8 — 20 und G. Pelz, Sitzungsb. bShm. Ges , Jahrg. 1879, 
S. 205 — 246. Vgl. auch J2o?m, Jahresb. deutsch. Math- Ver. 18 (1909), 
S. 402/5. 

76) Nr, 220, 4 S. 409. Vgl. J. Steiner, J. reine angew. Math. 32 
(1846), S. 800 [1845] Oder Ges Werke, Bd 2 Berlin 1882. S. 377, sowie 
F.Joachimsthal, J. reine angew. Math. 36 (1848), S 95 [1847]. 

77) Nr. 220, 6, S. 410. Wenn die Ellipse gezeichnet vorliegt, kbnnen 
die FuBpunkte der vier Normalen mit Zirkel und Lineal gefunden werden; 
vgl, K Stibitz, Sitzungsb. d.Kais. Akad. d.Wissenschaften in Wien, math.- 
naturw. Klasse, Bd. 116, Abt. lla, Jahrg. 1906, S. 13 — *^0, 

78) Nr. 229, 6, S. 421, Der Satz ist von W»S. Burnside, 

79) Nr. 230, 6, S. 426. Ein schOnes Ergebnis der Untersuchungen 
von J. iT. St. Smith, Proceedings of the London math. Soc. 2 (1866/9), 
S, 2llf. [1869] odor Coll. math, papers, hrsgg. von J. W, L. Glaisher, 
Bd. 1, Oxford 1894, S. 661f. 

80) Nr. 243, S 437. Diese Untersuchung rdhrtvon B, Townsend hex, 

81) Nr. 246, S. 440. Dieser Satz ist von Ck. Graves. Er findet sich 
in dcsHen Bemerk ungen zu einer Gbersotzung zweier Abhandlungen von 
M. Chasles die unter dem Titel Two geometrical memoirs on the general 
properties of cones of the second degree and on the spherical conics, 
Dublin 1841 von Ch. Graves herausgegeben wurden; vgl. daselbst S. 77. 
Einweit allgemeinerer Satz ist in einem am 8. Januar 1704geschriebenen 
Briefe von G, TF Leibniz an Johannes Bernoulli enthalten; vgl. Leibnizens 
Ges. Werke, hrsgg. von G. H. Pertz, math. Schriften hrsgg. von 0,J.Gerhardty 
Bd. 3, Halle 1866, S. 733 und 734/6. 

82) Nr, 247, S. 440. Dieser allgemeinere Satz wurde von J, Mac 
Cullagh gegeben, Examination papers Dublin 1841, S. 41 und 83; vgl. 
auch Proc. Irish acad. (Dublin), (1) 2 (1840/4), hrsgg. 1844, S. 608 [1843] 
Oder Works, Dublin und London 1880, S. 319 f. Ein elementarer Beweis 
der Slltze von Grat)e$ und Mac Cullagh findet sich bei J. Griffiths, Proc. 
London math Soc. (1) 13 (1881/2), 8.177/9. Geschichtliche Bemerkungen 
gibt M. Chasles, J. math, pures appl. (1) 11 (1846), S. 123. Vgl. ferner 
M* Chasles. Comptes rendus de Pacad. de Paris 17 (1843), S. 843, so- 
wie F, Klein, Vorlesungen fiber hfihere Geometrie (autogr) Bd. 1, Got- 
tingen 1892/3, S, 67—73, wo besonders auf die entsprechende, von 
0. Staude herrfihrende Padenkonstruktion der Flachen 2. Ordnung ein- 
gegangen wird. 

83) Nr. 247, S. 441. Der Satz von G. C. di Fagnano findet sich im 
Giorn. de’ letterati d’ltalia (Venedig) 26 (1716), S. 266 oder Produzioni 
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matematiche Bd. 2, PesarolTSO, S. 336/42 oder Opere matematiche del 
marchese Giulio Carlo de* Toschi di Fagnano, hrsgg. yon V, VoUerra, 
G. Ztoria, D, Gambioli, Bd. 2, Mailand-Rom-Neapel 1911, S 287/02. 
Vgl ferner M Ghasles, Comptes rendus de Tacad de Paris, 17 (1843), 
S. 838 — 844; F. de Jonquieres^ Melanges de g^omdtrie pure, Pa is 1856, 
S.65ff ; Th.Eeye, Viertelj. Naturf. Ges Zurich 41 (1896), S. 70/5 und 
„Die Geometrie der Lage“, 6. Aufl. Bd. 1, Leipzig 1909, S 241 f. Zur 
Ausdehnung des Satzes von Fagnano auf Hyperbe' und Parabel vgl, 
M. Azzarelli^ Atti accad. pontif. Nuovi Lincei 24 (1870/1), S. 339—347. 

84) Nr. 248, S. 442. Diesen Beweis gab A. S. Marty The Cambridge 
and Dublin math. Journal 4 (^1849), S. 193 f. 


Berichtigung. 

In Figur 113, S. 411 mufi der Pnnkt Q auf der Abszissenachse 
etwas weiter rechts Hegen; die zur Abszisse OQ gehOrige Ordinate QC 
wird alsdann grOfier. 


Druok von B. G. Tonbnor in DresAeo. 



Wissenschaft und Hypodiesq 

Sammlung von Binzeldarstdhmgen - • '* 

Lus dem Gesaml^ebiete der Wissenschaften mit besondiifW'% 
Serttcksichtigung ihrer Grundlagen und Methoden, ilirer . 
Endziele und Anwendungen 

^isjsenschaft und Hypothese. Von Henri FoincarS • Fails* ' 
Dentsch von F. u. L. Lindemann-Mnnchen. 3. Aufl. 1914. 
Geb. JC 4.80. [Band I.] . • ' 

Dies Such behandelt in den HaaptstUcken: Zahl und Grd&e, Raum, Kraf^ Nsbir» Mathe- 
latilt, Geometrie, Mechanik und einige Kapitel der Physik. Zahlreicbe Anmerkungen des 
ierausgobers kommen dem allgemeinen Verstkndnis noch mebr entgegen und geben deip 
^nr wertvolle literariscbe Angaben au weiterem Studium. Die dritte Aodlage i&t dmib > ; 
inige Bemerkungen des Verfassers ilber die nichtarcbimedische Geometrie und 
.eueren elektr'odynatniscben Theorien erweitert, i; '■v 

Der Wert der Wissenschaft Von Henri Foincard-Faris,’ , 

, Dentsch von £. und H. W eber-Strafiburg. Mit einem Bildnis des 
1910. Geb. 3.60. [Band IL] 

‘Oberb^ck UbiM- den beutigen Standpunkt der Wiaaen.-- 

^ iie ^ neb gegangvff^. Ur 

wle er »ich ibre aukUnftifen FdrtKMtte denkk' .l^ ist f&r dan G«leb:^ieat''V<)j 
‘«rel£e)aoi von grdBtem Interessb; durcb seine seblreicbes Beiip|>iele ifisd 
i« iibor anah Jedem modernen OobUdet^ zugbnglicb gewacbt^. 

^^senschaffund Methode. Von H. Poincati-Faris. Detttsiw^^^ 
F.und L. Lindemann-Mdnchen. 1 914. Geb. J [$.- — . [BandXl^j^^ 

Bine summarisebe und ^treue Darstcdlnng des gegenwXxtIgen ZnststndeS dnr 
^ULft^ei^ ibrer Metboden und Tendenseut der einige bistorisdbe Bemerkungen; 

(ftt vielleiobt besser alt abstrakte Abbaadlungnn versteben, was dieOelebrten sueben* 

J^entWuug man sicb von der 'Wistensoban machen soU, und was man fdsdldh 


mumm inrer Metnoden und Tendensenf der eintge nistorisdne Bemerkungen; vofaar|(eneik* 
Sjb; vielleiobt besser alt abstrakte Abbandlungnn versteben, was dieOelebrten sueben* 
J^dritWung man sicb von der 'Wittensobart machen soU, und was xnan fdsdldh 
tfwilirfeen daurf. 

Oas Wissen der Gegenwart in Mathexnatik imd.Naturwiseead; 
schaft. Von^.Picard-Paris. Deutsch vonF.BndL.LindeT&Bttift; 
Miinchen. 1913. Gob. JC 6 , — . [Baud XVL] 

X>er VnxfjMSM bat versuebt. in dlesem Buobe eine xusammenfMiedde 


